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CORRIGE ENAC 2012 I

1. A.B. F est 'ensemble des combinaisons linéaires de {fi, f,,f3}, Cest donc le sous-espace vectoriel de E
engendré par la famille de ces trois éléments.

C.D. E est un anneau lorsqu’on le munit de la loi + et de la loi x de multiplication des applications (mais
attention : (E, +,0) n’est pas un anneau, la loi o étant distributive a droite mais pas a gauche par rapport
alaloi +...). Lélément unité de cet anneau est la fonction constante égale a 1. Pour qu'une fonction f
admette un symétrique pour la loi X, il faut (et il suffit) qu’elle ne s’annule pas; ce n’est pas le cas de f,
et de f;, on ne peut donc pas avoir une structure de groupe.

De plus, le produit f; X f; (par exemple), qui est I'application x — e**, n’est évidemment pas combinaison

linéaire des f; donc n’appartient pas a F. F n’étant pas stable pour la loi X ne peut étre un anneau.

Q1 : Réponse A

2. Lalinéarité de D ne pose pas de probléme (linéarité de la dérivation). De plus, si f est de classe € il en est
de méme de f’ donc D est bien une application de E dans E : c’en est un endomorphisme.

‘ Q2 : Réponses A,C I

3. Le noyau de D est ’'ensemble des applications f de E telles que f’ = 0 : c’est le sous-espace vectoriel des
applications constantes.

L'image de D est égale a E puisque toute application de classe ¥ de R dans R possede une primitive, qui
est aussi de classe €.

En conclusion :

Q3 : Réponse E : aucune bonne réponse

4. D’apres ce qui a été dit ci-dessus :

‘ Q4 : Réponses A,D I

5. Un calcul sans grand intérét ni difficulté : si f = af; + bf, + cf3, d’apres les D.L des fonctions usuelles, on a,
au voisinage de O :

2 2 2
f(x):a(1+x+%)+b(1—§) (x?) +c(1—§+%) (1_3%) +0(x?)

=(a+c)+(a—l—b?—%)x—k(g—b@—i) +o(x?).

Donc :

‘ Q5 : Réponse BI

6. Silon a af; + bf, +cf; =0 alors d’apres la question précédente et par unicitré du D.L, on aura le systeme :

a+c=0
V3 ¢
a+b——==0
2 2
a b\/§ C_
2 4 4

d’oti 'on tire facilement a = b =c¢ =0.

Il en résulte que la famille {fi, f,, f3} est libre ; étant génératrice de F par définition, c’en est donc une base.

Corrigés de problemes — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 1/9 16 avril 2012



— CORRIGE ENAC 2012

Q6 : Réponses A,C I

1 V3
7. A.B.D. D est linéaire, on I'a déja vu. Des calculs élémentaires donnent : D(f;) = f;, D(f,) = _Efz + 7f3
et D(f3)=——fo— §f3 , donc si f appartient a F il en est de méme de D(f) : D induit donc bien un

endomorphisme de F.

C. Sa matrice dans une base de F sera donc une matrice 3 X 3 puisque F est de dimension 3. Mais ’énoncé
parle d'une base de E, la réponse C. est donc inexacte (coquille ou piége? comme souvent a I’Enac,
impossible de savoir...).

‘ Q7 : Réponse BI

8. D’apreés les calculs faits ci-dessus, puisque la matrice de f dans la base % = {fi, fo, f3} a pour colonnes les
coordonnées des vecteurs D(f;),D(f,), D(f;) dans cette base, on a :

1 0 O
1 _ V3
M2 T
0 % 2

Par conséquent :

Q8 : Réponse B

1 V3

9. La matrice B = ( £32 i
2

) est la matrice dans le plan euclidien orienté d’une rotation d’angle 0 tel que
2

1 3
cos® =—— et sind = —, soit 6 = —.
2 2 3

Donc detB = 1 et un calcul de déterminant par blocs donne detM = 1. De plus, B® = I, (rotation d’angle

21
3x =5 ), d’oti en calculant le produit par blocs : M3 =15.

En conclusion :

Q9 : Réponses B,C

10. Puisque Dy a pour matrice M dans la base %, les réponses a cette question découlent directement des
précédentes (réponses B et D).

Remarque : en fait (mais ce n'est pas voulu) la réponse C. est exacte aussi ! En effet, I'énoncé de cette réponse peut
étre écrit sous la forme :

D non bijective = Dy pas automorphisme

or U'implication « Faux = Faux » est Vraie!!

Q10 : Réponses B,D (et C?)

11. On peut écrire, pour g,h €F :

2
(g,h) =" _D(g)(0)D'(h)(0).

i=0

Les applications f — D(f)(0) étant des formes linéaires sur E, ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur
F (dailleurs la définition de ¢ se limite a g,h € F, donc ce ne peut étre un produit scalaire sur E comme
Iaffirme la réponse A.)

De plus, pour toute g € F, ¢(g,g) est un réel positif (somme de trois carrés) ; enfin, si p(g,g) = 0 alors
2(0) = g’(0) = g”(0) = 0, donc d’apres la formule de Taylor-Young, on a g(x) = o(x2) au voisinage de 0. Si
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I'on écrit g = af; + bf, + cf3, on obtient alors, d’aprés la question 5 et par unicité du D.L le méme systéme
qu’a la question 6, ce qui implique a=b=c=0 dou g =0.

En conclusion, ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur F, c’est un produit scalaire sur F,
qui munit donc F d’une structure d’espace euclidien.

12. -

13. A.B.

C.D.

14. Par définition, Ker T est 'ensemble des applications f de classe € sur R telles que f

‘Qll : Réponse CI

Il est vrai que @(f;,f;) = 3 (car f,(0) = f/(0) = f/"(0) = 1), donc % ne peut étre une famille
orthonormée pour le produit scalaire .

Soient g = af; +bfy+cfs et h=da'f;+b'f,+c'f5. Dapres la question 5. et la formule de Taylor-Young,
ona
V3 ¢

v3 ¢ 3
0O)=a+ ‘M=a+b— — = t "(0)=a—b—— =
g0)=a+c , g(0)=a 5 5 et g'(0)=a 5 5

et des résultats similaires pour h donc :

p(g,h)=(a+c)a" +cN)+ (a+b§ - %) (a'+b’? - %) + (a—b?— %) (a'— b’?—c—)

=3ad’ + Ebb' + Ecc'
2 2

ce qui prouve que la base % est orthogonale pour y. N’étant pas orthonormée, la réponse D. est exacte
aussi.

‘ Q12 : Réponses B, D I

111 "

Si f est solution, la relation " = f prouve que f”’ est dérivable donc f est quatre fois dérivable sur
R, et on montre facilement par récurrence sur n, de la méme facon, que f est n fois dérivable sur R
pour tout entier n, donc f est nécessairement de classe €.

La réponse C. est exacte, et la démonstration qui y figure est tout a fait suffisante (avec la convention
habituelle, bien sfir, qu'une fonction polynéme de degré < 0 est la fonction polyndéme nulle).

‘ Q13 : Réponses A,C

"= f, et pas seulement

les solutions polynomiales, donc la réponse A. est fausse.

On a vu que 'endomorphisme induit par D sur F vérifie Dg =1Idy,doncsi f €F, T(f)=0et f €KerT :
ainsi, F C Ker T et par conséquent :

15. Si f

‘ Q14 : Réponse C

111

est solution de (E) alors f”/ = f donc g’ = g. On aura donc g de la forme x — Ae*, avec A € R soit

g=Mf1.

16. A.B.

‘Q15 : Réponse B

1l s’agit d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, dont '’équation caracté-

n 1 V3
2i< .
=—=+i—).
’ 2 12)

Les solutions a valeurs dans C forment donc un C-espace vectoriel de dimension 2, engendré par les

ristique est X2 4+ X+ 1 = 0, de solutions les complexes j et j (avec j =e

fonctions t — e/t et t — e/t ce qui est la réponse B.

1/, . -
. On peut aussi choisir comme base de cet espace vectoriel les fonctions t — 2 (e” +eﬁ) = f3(t) et

1 . -
t— . (e” — e”) = f,(t). La réponse C. est donc exacte.
i

Remarque : cependant, U'énoncé n’est pas tres clair, puisqu’il n’est pas précisé s’il s’agit des solutions réelles
ou complexes, ni quel est le corps de base... Ainsi, si 'on consideére les solutions a valeurs dans C, et que U'on
considere Uensemble de ces solutions comme un R-espace vectoriel , on obtient un espace de dimension 4!
Mais je ne crois pas que cela soit voulu par Uénoncé...
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D. Réponse évidemment fausse d’aprés ce qui précede, ou directement d’apres le cours, sans calcul.

Q16 : Réponses B,C

17. Notons déja, bien que cela ne figure pas clairement dans '’énoncé, qu’il semble étre question ici des solutions
réelles de I'équation...

A.B Puisque la fonction t — e’ n’est pas solution de I'équation homogéne, on peut chercher une solution
particuliere de I'équation y” + y’+y = Ae' sous la forme y(t) = Ce’. En remplacant dans I'’équation,
on obtient C = 3 A cette solution particuliére on ajoute les solutions de I'équation homogene, trouvées

plus haut, et on obtient ’ensemble des solutions : ce sont les fonctions de la forme :

A
t— get +afy(t) +Bf(0).

Les deux réponses proposées sont donc inexactes.

C.D. Néanmoins, tout ce qui précéde montre que 'ensemble des solutions de 'équation "/ = f, cest-a-dire

de Téquation T(f) = 0, est I'ensemble des combinaisons linéaires de f;, f, et f3, Cest-a-dire F (en
faisant ici varier le parameétre A, conformément au résultat de la question 15., alors que I'énoncé I'a
fixé... cette confusion est regrettable).

‘ Q17 : Réponse D I

PARTIE II (Moyenne arithmético-géométrique)

ATTENTION : il faut pour tout ce qui suit supposer en fait b strictement inférieur a a !

En effet, si a = b, les deux suites sont constantes, et, par exemple, les QUATRE réponses des questions
18,19,21 etc... sont exactes!!

Nous ajouterons donc cette hypotheése a ’énoncé...Toutes les inégalités larges proposées sont alors, en
fait, strictes.

18. A.B. Récurrence facile :
on a déja par hypothese l'inégalité 0 < by < ag, etsilona 0 < b, <a,, alors b, est bien défini et est

—./b.)?
anzbn_ﬂzm—n 2¢_n)

encore strictement positif, et a,,; — b, = = 0, ce qui démontre la

propriété de la réponse A. a l'ordre n+ 1.

C.D. Il suffit de remplacer pour montrer que seule la premiere égalité de la réponse C. est exacte et que seule
la seconde égalité de la réponse D. est exacte.

Q18 : Réponse A

19. Les inégalités précédentes montrent que, pour tout n : a,,; —a, < 0;, donc (a,) est décroissante; étant
décroissante, elle sera majorée (et non minorée) par son ler terme, a.

On a aussi b,,; — b, = 0 donc la suite (b,) est croissante ; elle sera donc minorée par son ler terme b.

En conclusion :

‘ Q19 : Réponse E : aucune bonne réponse'

20. On a en fait : (a,) décroissante, (b,) croissante et b, < a,, pour tout n. Donc (a,) est décroissante minorée
par b et (b,,) est croissante majorée par a. Les deux suites convergent donc, vers des limites que nous noterons
¢, et £, respectivement.

e . a, + by, . .
Par passage a la limite dans la relation a,,; = — on obtient ¢, = {,. Les deux suites sont donc
finalement adjacentes.

En conclusion :
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Q20 : Réponse BI

21. B.D. On peut d’emblée éliminer ces deux réponses qui impliquent b,,; — a,,; positif!

(V@ — v/ by)?
A.C. On a déja calculé plus haut : a,,; — b,y = %
De plus, (\/an+1 Y, bn+1)2 - (an+l - bn+1) = 2(anrl RACERY bn+1) =2 V bn+1( V bn+1 - van+1) est

négatif. La réponse exacte est donc la réponse C.

‘ Q21 : Réponse C I

d,’ d
22. Iinégalité de la question précédente implique : d? , < — dou 0 < d,,; < — et par récurrence :

n+l1 2
i< dy :f—ﬁ
T2 (V2r

N

. Ainsi :

‘ Q22 : Réponse E : aucune bonne réponse'

-vb
23. D’apres les calculs ci-dessus : 0 < ,/a, — \/b_n < \/(_\/_72)”’ d’oti, en multipliant par ,/a, + \/b_n :
Ji- Vb
0 s ap, — bn ~ (\/_+ \/7) *
(vV2)"

Puisque b, <a, <a,ona ,/a,++/b, <24a donc:

Ji- Vb Ja-VF
anngﬁﬁ-bn\ (ﬁ) 2f+n2mmb

puisque, la suite (b,) étant croissante, b,, est inférieure a sa limite.

On obtient ainsi I'inégalité de la réponse A.

Mais l’inégalité de la réponse B. est aussi exacte, quoique sans aucun intérét ; en effet, pour tout entier n on a

b,< lim b, = hm a, et donc, a fortiori, b, < hm a, +X ou X est un réel positif quelconque !
n—+o0o n—

Et 13, il y a un probléme... En effet, la relation (x) implique :

N va-p Va- v
= = li S —
a, — 3y —(Va, + \/7) Var 2\/E>n_1>11100a 3y 2+/a

puisque, (a,) étant décroissante, a,, est supérieure a sa limite. La réponse D. est donc aussi exacte...

WV

n

Et pour finir en beauté, la réponse C. est probablement exacte aussi (mais je n’ai pas envie de chercher
complétement, assez passé de temps sur cette question stupide, cf. la remarque ci-apres...) :

_Ja-b Ji- /b
en effet, puisque lim £ ———2+y/a=1{, >0, la quantité {, — ————2,/a est positive (au moins a
p q n—-+0o a (\/i) q a (\/E)” p
partir d'un certain rang). Elle est donc forcément supérieure a son opposée :
VB VB
ea - \/_ 2\/5 = = a \/_ \/E
(vV2)"r (V2

et on déduit alors de I'inégalité de la réponse D. celle de la réponse C., au moins a partir d'un certain rang...

Q23 : Réponses A,B,D : trois réponses exactes..., et méme probablement quatre

Remarque : Les majorations ci-dessus sont non seulement compliquées, mais en plus elles sont loin d’étre
optimales ! (autrement dit, du travail pour rien...). En effet, on a :
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d _ \/a—_ b S bn+1 _ (\/a_n_ V bn)z < d,%
n+1 — n+1 n+1 — - ~
V1 + Ve 2(@ + 4/ bpya) 4v/b

on
0

(4vb)r’

ce qui permet d’obtenir d, <

bien plus précis, et qui montre la convergence quadratique de la suite...

PARTIE IIII

24. Déja, les théorémes usuels assurent la continuité de f sur R*.

. . . Arctant
Ensuite, puisque Arctant ~ t,ona hm0 — = 1 donc:
t—0 t—

‘ Q24 : Réponse B I

t3 t2
25. Le développement limité bien connu : Arctant = t— 3 + o(t*) donne f(t) = 1— — +o(t3). Ainsi f
t t—

—

admet un D.L d’ordre 1 en O (en fait, elle y admet un D.L a tout ordre) ; elle y est donc dérivable ; sa dérivée
en O est le coefficient de ¢t dans le D.L précédent, c’est-a-dire 0.

En conclusion :

Q25 : Réponse C

26. D’apres les théoremes usuels, f est dérivable sur R* et on vient de voir qu’elle l'est aussi en O ; elle est donc
dérivable sur R.

1
Un calcul immédiat donne : YVt € R*, f'(t) = —— Arctant + ———.
t t(t2+1)

‘ Q26 : Réponses B,D I

27. On fait une intégration par parties :

() = ‘1 2w dw = w f+1 Codw
) zarw U T T 2aewd) ], 2), 14wl
S———

=f’ =g
‘ +1A tant t2f'(t)/2
= —— — Arctant = — .
21+¢2) ' 2

‘ Q27 : Réponse C I

28. On a évidemment I(t) > 0 pour t > 0 (intégrale d’'une fonction continue positive non identiquement nulle
sur [0,t]). Donc f'(t) <0 pour t > 0.
Ainsi f est strictement décroissante sur R’ (et strictement croissante sur R* puisqu'elle est paire). Par
conséquent :

‘ Q28 : Réponse E : aucune bonne réponse

29. f est paire, f/(0) =0 donc :

Q29 : Réponses B,D
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X

1
30. A.B. On écrit f(t) =14o0o(t) =1+ te(t) avec 1ing)s(t) =0.Donc ¢(x) =1+ —f te(t)dt et, puisque la
— x
0

|x|
llelloo = EX llelloc —0

fonction € est bornée au voisinage de O :
s J—
| x—0

1 (" 1(("
—J te(t)dt f tdt
X Jo x| Jo

ce qui prouve que lil’% ¢(x) =1 et ¢ est continue en 0.
X —

Enfin, sur R*, ¢ est de classe €*° comme quotient de telles fonctions, donc finalement ¢ est continue
sur R (on peut penser que la justification donnée par I'énoncé dans la réponse B. n’est pas compléte, car
la seule limite en O ne suffit pas, mais elle n’est pas fausse donc on peut considérer la réponse comme
exacte).

Arctant
Rem : en fait, t — ——— est développable en série entiére sur ]—1,1[ et il est facile d’en déduire qu’il en

est de méme de ¢, donc en fait ¢ est de classe € ...

X
C.D. f est paire donc x — J f est impaire et ¢ est donc paire.
0

‘ Q30 : Réponses B,C

31. On élimine d’emblée deux réponses grossiérement fausses :
B lim f(x)=0, on ne peut donc pas avoir f(x) = 1 sur R (ou aussi a cause des variations de f, question
X—00
28).

C. Réponse fausse car f est décroissante et non croissante sur [0, x] lorsque x > 0.

Ensuite :
A.D Soit x <0. f étant croissante sur [x,0],ona: Vt € [x,0], 1= f(t) > f(x) donc

0 0 0
J dt;J f(t)dt?f fl)dt = —xf(x)

ce qui implique —x = —x¢$(x) = —xf(x) donc 1 = ¢(x) = f(x) puisque —x > 0.

On obtient ensuite la méme égalité pour x > 0 puisque f et ¢ sont paires.

Rem : les inégalités sont plus directes a obtenir pour x > 0, mais j'ai procédé ainsi pour respecter la
formulation de U'énoncé dans la question D.

Q31 : Réponse D I

X
32, x— f(t)dt est de classe 4! sur R comme primitive d’une fonction continue, donc ¢ est de classe %!

0
sur R*. On a de plus, pour x #0 :
f(x) = (x)

X

1 (" 1
o'(x)= —;J f(e)de+ ;f(X)=
0

X

LeD.Lde f en 0 : f(t) =1+ o(t) s'intégre en J f(t)dt = x +0o(x?) dott ¢(x) =1+ o(x). Cela montre

0
que ¢ admet en 0 un D.L d’ordre 1 doncy est dérivable, et que ¢’(0) =0.
Conclusion :

‘ Q32 : Réponses B,D I

T
33. A.B. Linégalité Arctant < 3 donne, pour tout x =1 :

* Arctant n(*dt =
J(x) = ——dt< — —=—Inx.
1 t 2 1 t
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C.D. Donc pour x =1 :

Inx

1 (! 1 1 (1 n
0$¢(X)=;J f(t)dt—l—;J(x)S;J f(t)dt+5_
0 0

X

ce qui prouve que lim ¢(x)=0.
X—+00

‘ Q33 : Réponses B,CI

34. On a déja vu que ¢ est paire et que ¢’(0)=0. Donc :

‘ Q34 : Réponse C I

On a représenté ci-dessous les graphes de f (en noir), de ¢ (en rouge) et de la droite d’équation y = x (en
vert) :

35. A. Cette phrase ne veut rien dire : on dit « bijection de ... sur ... ».
B. Fantaisiste : ¢ est a valeurs positives...

C. - Montrons déja que I'équation ¢(x) = x admet une et une seule solution a sur R.

Déja, cette équation ne peut avoir de solution sur R_, puisque ¢ est a valeurs positives.

Sur R, posons: g(x) = ¢(x)—x ; g est dérivable sur R’} et, pour tout x >0 : g'(x) = ¢'(x)—1<0.
Donc g est strictement décroissante de 1 & —oo donc s’annule bien une fois et une seule en un point
a >0 (ar 0,9256.. par Maple).

ENJI

— Montrons maintenant que ¢ est lipschitzienne de rapport <

1 X 1
Pour x # 0, on a :¢p(x) = —J f()dt = f f(ux)du en posant t = ux, formule qui d’ailleurs
X Jo 0

reste vraie pour x = 0. Donc, pour tous x,y réels :

1 1 /
)up(x)—ap(y))sf )f(ux)—f(uy)|dusf 1Nl }x—y}udu=@|x—y|
0 0

d’aprés l'inégalité des accroissements finis.
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1
I ne nous reste plus qu’a montrer que Vt € R, } f ’(t)} < 5 soit, par parité, que pour tout t € R,
Arctant 1 1 t2 t

- < — ou encore Arctant < — + .
t2 t(1+¢2) "2 2 1+¢?

2
t
Pour cela, on considére la fonction auxiliaire g : t — 5 + 1562

— Arctant (t = 0).

, 1-1t2 1 t[(1+t2)? - 2t]
gilt)=t+ N2 2= 212

(1+4+1¢2) 1+t (1+1¢2)
montre que (1 + t2)? — 2t reste positif sur R, , donc finalement g’(t) > 0 donc g croissante donc
g reste positive sur R, puisque g(0) =0.

- Une autre « petite » étude de fonction auxiliaire

On a donc finalement prouvé :

V(x,y)€ER,

60— 60| < 7 [ =]

1
— On en déduit, pour tout n € N* : |un —a} = |¢(un,1)—¢(a)| < y |un,1 —a| et on obtient

facilement le résultat de la réponse C. par récurrence sur n.

D. De la question précédente, on déduit : lirJP U, =a.
n—-+0oo

Q35 : Réponse C

36. D’apres la question 32, on a :
Vx €R*, x2¢/(x) +xd(x) = xf(x) = Arctanx .

Ainsi, ¢ est solution de I'équation (E) sur R*, mais aussi sur R car ¢ est bien dérivable sur R et la relation
est encore vérifiée pour x =0.

K

Sur R’ ou sur R*, la solution générale de I'équation homogene x?y’+xy =0 est y = — ol K est une
x

constante dépendant de I'intervalle considéré.

L’ensemble des solutions de ’équation est donc 'ensemble des applications de la forme :

Ky .
—+d(x) six>0
X — Ii( avec K;,K; € R.
—2+d>(x) six <0
x

On peut donc en conclure :

‘ Q36 : Réponse D
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