Question liées : 1 a 18; 19 a 22; 23 a 29; 30 a 32

- PARTIE 1 -

Pour n € N, on définit la fonction f,, par :
o RY =R .

2" Inz

—— si x#l
z— fo(z) = 22-1 7

kn si x=1

ou k, est un réel fixé et In désigne la fonction logarithme népérien. On notera C,, la courbe
représentative de f, dans un repere orthonormé. n désignera un entier naturel dans cette partie.

Question 1 : Le développement limité de la fonction In (1 4+ x) & 'ordre 3 au voisinage de 0 s’écrit, €
désignant une fonction telle que lin%) e(z)=0
xTr—

2 3 2 3

a)1+x—%+%+x35(:r) b)x+£+%+x35(:p)
e P i e T AT
¢) x— 5 + g +ade(z T+ g tate

Question 2 : Le développement limité de la fonction

a l'ordre 2 au voisinage de 0 s’écrit, €

u
désignant toujours une fonction telle que lin% e(u)=0
U—

2 1 2
a) 1 — % +211 + u?e(u) b) % - % + % + u?e(u)
L Low, 2
c) 1t 3 + u®e(u) d) 54 tu e(u)

Question 3 : Le développement limité a I'ordre 2 de la fonction fy au voisinage de 1 est alors, g étant
une fonction vérifiant lim1 eo(x) =0
Tr—

z—1 5
1— —(r—1 2 -1 2
a) 1- T = 1+ (o~ 1eo()
1 z-1 )
b) = - —(z—1)? —1)?
) 5= ot e =17+ (= 10()
) 1 21‘—1+10$2—9£B+3+ %0 (2)
Y 9Ty 24 Tl
1 =z 5 o 9
Question 4 : Pour tout entier n strictement positif, on a
a) fo(z) = folz) VaeRL b) fu(z) = 2" fo(x) Vo e R

et le développement limité a 'ordre 2 de la fonction z” au voisinage de 1 s’écrit, ¢
désignant une fonction telle que lim1 e(z)=0
Tr—

-1
c) 1—|—nx—|—n(n2)

d) 14+n(z—1)+

2% + 2%e(x)

0D 12 4 (- 1)

Question 5 : Pour n € N, le développement limité & l'ordre 2 au voisinage de 1 de la fonction f,, est
alors, avec linﬁ en(z) =0
Tr—

1 n-1 3n2—9n+5
S )+ T —1)2 —1)2%,
2) 5 - o=+ T - 1) 4 (- 1))
-1 2 _
b) 1+ (x—m+§L7¥i3@—nl+@—n%¢@
1 -1 2
) 5+ w1+ T 12t (- 1) (a)



Question 6 :

Question 7 :

Question 8 :

Question 9 :

Question 10 :

Question 11 :

Question 12 :

Question 13 :

1 n—-1_  3n*—9n+5
d) B + 5 + D + 22 4 22, ()
Pour que, pour tout n € N, la fonction f, soit continue sur R il faut poser :

n 1 1
k,n=1 Db k,=— kpn== d)k,=—=

n su rénavant qu rend une valeur rendan ntinue sur ur n entier
On s ose dorénavant que k, prend une vale endant f,, cont R%, po entie
naturel fixé.

Pour tout entier n, la fonction f,

a) n’est pas dérivable en 1

o

est dérivable en 1 car toute fonction continue en un point x( est dérivable en xg

n

)
c¢) est dérivable en 1 puisque f,, admet un développement limité d’ordre 1 en 1
-1
) est dérivable en 1 et a pour dérivée f) (1) = —5 o car toute fonction admettant un

(o}

développement limité d’ordre n en un point zg a une dérivée d’ordre n en xg, Vn € N*.

L’équation de la tangente a C,, au point de coordonnées (1, k,) s’écrit, pour tout n € N,
y = hn(2) avec pour tout x € R

) hn<w>=—”%1<x—1>+§ b) hae) = "o~ 1)+ &
c)hn(:c):n; x—g+1 d)hn(x)znglgH%

Pour tout n € N, la fonction f,, — h,, est au voisinage de 1 du signe de Q(n) ou Q est la
fonction polynéme définie sur R par

a) Q(x) =322 —9x +5 b) Q(z) =32% + 9z +5
) Qz) = =32+ 92— 5  d) Qx) = %

La fonction polynéme @
a) n’admet pas de racines réelles

b) admet nécessairement des racines réelles puisqu’elle est & coefficients réels

9-v21 o 9+V21
=

¢) admet 2 racines réelles positives ;1 = ———— et x9
-9 —+/21 ot 29 — -9+ +v21

6
6 2 6

Au voisinage du point d’abscisse 1, la courbe C), reste :

d) admet 2 racines réelles négatives x; =

a) pour tout n € N, au dessus de sa tangente car Q(n) > 0 Vn € N

b) pour tout n € N, au dessous de sa tangente car Q(n) < 0 Vn € N

¢) pour tout entier n >2 au dessus de sa tangente et au dessous pour n <1

d) pour tout n € N\ {1,2} au dessus de sa tangente et au-dessous pour n € {1,2}
On a pour tout x € R} \ {1} :

22 —1-222Inzx 1

W) fole) = ra iy b) fj(@) = 5

2z
et pour tout n € N
c) fl(x)=2""2(nlnz+1)
2" (14 (n—2)Inz) — 2" 1 (1 +nlnx)

Q) filw) = o

La fonction f, :

a) est prolongeable par continuité en 0 par 0 pour tout n € N car lim+ z"lnx =0
z—0

b) est prolongeable par continuité en 0 uniquement pour n entier strictement positif



¢) n’est prolongeable par continuité en 0 pour aucune valeur de l'entier n

d) est prolongeable par continuité en 0 uniquement pour n > 2

_ Jn(@) — fn(0)
T
a) hrng to(z) =0 VYneN b) lim t1(z) = +o0

z—0

Question 14 : La fonction ¢, (z) , lorsqu’elle est définie, a pour limiute & droite en O :

et la courbe C,, admet
¢) une demi-tangente horizontale en (0,0) Vn € N*

d) une demi-tangente horizontale en (0,0) pour n > 2 et une demi-tangente verticale au
point d’abscisse 0 pour n € {0,1}

On considere les fonctions g, ¢1 et o définies s%r R* par :
¢o(r) =1—— —2lnx
x
(2) 2?2 -1 |
—Inx
71 22+ 1
wo(z) =22 —1—2Inx
Question 15 : La fonction g
1
a) a pour dérivée la fonction ¢f(x) = - Vo € RY
L ., 2 (z? — 1) i
b) a pour dérivée la fonction ¢j(x) = — 3 Vo e R

¢) atteint son maximum au point x = 1
d) atteint son minimum au point x = 1
Question 16 : La fonction fy

a) est décroissante sur R mais n’est pas strictement décroissante

b) est strictement décroissante sur RY. car fj(z) = (2x1)2g00(3:) <O0Vr e Ry \ {1} et
x [e—
1
! 1 - __
7o) = —

c) est strictement croissante sur R
et la courbe Cy admet

d) les droites x = 0 et y = 0 pour asymptotes car lir% fo(x) =0 et lir+n folz) = +o00

Question 17 : On a :

)@’()—7@2 1)2V e R? b) lim ¢y(z) =

a T) = T im x) = —00
! z (22 4+ 1) - oo T

c) th p2(z) = 400 d) pa(z) <0V e Ry

Question 18 : La fonction f; prolongée a R, si cela est possible,
a) est décroissante sur [0, 1] et croissante sur [1, +oof
b) est positive sur R, car croissante sur Ry et nulle en 0
et la droite Oy est
c¢) direction asymptotique de la courbe Cy

d) asymptote a la courbe C4

- PARTIE 11 -

R? est rapporté a la base canonique B = (ey,ea,e3) avec e; = (1,0,0); ez = (0,1,0) et e3 =
(0,0,1). On considere f I’'endomorphisme de R? qui & tout triplet (x,7, z) € R? associe le triplet
(b+c)z+(c—a)y+(b—a)z,(c=b)x+ (a+c)y+ (a —b)z,(b—c)z+ (a — c)y + (a + b)z) ou
a, b, c sont des réels distincts 2 a 2.




Question 19 : La matrice A de f par rapport & la base B s’écrit :

(b+c¢) (c—b) (b—-c) (b+¢) (c—a) (b—a)
a) A= |(c—a) (a+¢) (a—c) b)A=[(c=0b) (a+c¢) (a—0)
(b—a) (a—0>b) (a+Db) (b—c) (a—c) (a+0D)
(2b+ 2¢ — 2a) 0 0
¢) A= 0 (2a + 2¢ — 2b) 0
0 0 (2a + 2b — 2¢)
(b—a) (c—a) (b+c)
d) A=|(a=b) (a+c) (c—0)
(a+b) (a—c) (b—c)

Question 20 : Pour tout A réel la matrice A — Al a pour déterminant A

1 (c—10) (b—rc)
a) A=(2c—=XN)|0 (a+b—X) (a—0b)
0 (a—0b) (a+b—2N)
0 (a+b—X) (a—0)
b) A=2c—-X)|1 (a+c—A) (a—c)
0 (a—0b) (a+b—2N)
1 0 0
c) A=2a—XN)(2c—MN)|(c=b) (2b—X) (a—10)
0 0 1

d) A= —)2(2a+ 2b+ 2c) + A(4ab + dac + 4bc) — 8abe
Question 21 : La matrice A

a) est égale & sa transposée pour tout (a,b,c) € R?

o

est inversible pour tout (a,b,c) € R?

)
c) n’est pas inversible car son déterminant est nul V(a, b, c) € R3
)

d) est inversible si et seulement si a et b sont non nuls

Question 22 : Le polynome P()\) = det (A — AI), pour (a,b,c) € R3
a) est de degré 2 b) admet 0 pour racine car det A =0
c) estégal a (2a — N\)(2b — \)(2¢ — \) d) est égal a (A — 2a)(\ — 2b)(\ — 2¢)

PARTIE III -

Soit (2, )nen une suite bornée de nombres réels.
On définit la suite (yn)nen par
n
Vn e N = — x
» Yn n+1 = k
On désigne par il;f xn (resp. sup z,) la borne inférieure (resp. supérieure) de l’ensemble
n>p n>p
{an [ n2p}.
Question 23 : La suite de terme général ir;f Tn, n €N, est
n=p
a) convergente car décroissante et minorée

o

croissante et majorée mais divergente car elle n’est pas de signe constant

Q. o

)
)
) croissante, minorée et convergente
)

convergente car toute suite bornée converge

Question 24 : La suite (inf yp> est
p2n neN



a) décroissante et minorée car elle a les mémes propriétés que la suite < ir>1f :Up>
p=zn neN

b) croissante et majorée donc convergente

. - VR
c) divergente car la série de terme général — diverge
n

d) minorée et convergente

Question 25 : Les limites des suites <inf :cp) et <inf yp) vérifient, si elles existent
pzn neN pzn neN

a) nkrfm <piI>1f;1 :Ep) < nllg_loo (plgfn yp)
b) | lim <pigfn xp) > lim (plgfn yp)
et celles des suites (sup a:p> et (sup yp>
p=n neN pzn neN
c)  lim (5121131 yp> > lim (;;1;; zp>

d li inf — > — i > — i

) () > - (;‘;{1 y) > "l (;gr; )

Question 26 : On considere dans cette question le cas particulier ou la suite (x,)nen est définie par :
Vn eN z, =(—1)". On a alors

1
a) yp = 0 sin est impair et y, = —— si n est pair
n+1

b) Yn = —
c) nll)liloo (pn}n; a:p> =0= ngrfm (;;}; xp)

d) I inf li inf = i li
o () < (i) = () < o)

Question 27 : On peut avoir, pour certaines suites bornées (z,,)nen

si n est impair et y, = 0 si n est pair

a) (Zn)nen convergente et (inf :cp> divergente
pzn neN

b) (zn)nen divergente et ( inf x, convergente
p=n neN

et pour tout suite bornée (z,),en on a I’équivalence

¢) [(@n)nen convergente| < (inf a:p> et | sup x, convergentes
pzn neN p=n eN

d) [(yn)nen convergente| < (inf 1:p> et | sup xp convergentes et ont méme limite
pzn neN p=n neN

Soit A un nombre réel non nul, o un élément de l'intervalle |1, +oo[ et (uyn)nen une suite de

nombres réels strictement positifs convergeant vers 0 et vérifiant lim 6, = A ou
n—-+4oo

0, = u}fa —Upy1u, ¥ Vn €N

Question 28 : On a nécessairement
a) A<O0



b) A>0
et la suite (xy,)nen définie par x,, = u}ljrol‘ —ul=®Vn eN

c) est convergente et a pour limite (1 —a)A

d) est divergente car Vn € N z,, = [(1 — enug—l)l‘“ — 1} ul=® et 1irJ£1 ul™® = 400
n—-r+oo
Question 29 : Soit (,)nen et (Yn)nen les suites définies par :

1 n
VneN, x, = u;jrol‘ —ut™%et y, = —— > . La suite (yn)nen
n+1i>

a) a pour limite (v — 1)A car (zy,)nen converge vers (o — 1)A
b) a pour limite (1 — o)A
et la suite (u,)nen est équivalente a la suite

- PARTIE 1V -

On considere la fonction réelle g définie sur I'intervalle [0, g] par

sint

— si t#0
; si t#£

g(t) =
14 si  t =0 ou ¥ est un réel fixé.

Question 30 : La fonction g est

a) dérivable sur [O, g} pour tout £ réel

b) continue mais non dérivable sur [0, %] dans le cas ou ¢ =1

m COST () _ tant) si ££0
c) pour £ = 1, de classe € sur [0, —} et a pour dérivée ¢'(t) =| ¢2 ant) st
2 0sit=
d) de classe ¢! sur }0, g} uniquement, pour tout £ € R.
Question 31 : La fonction g est, pour tout £ réel

. ™
a) croissante sur {0, 5}

P T
b) décroissante sur |0, 5| car g'(t) <0 sur [0, 5}
1. T T
¢) décroissante sur |0, 5 mais n’est pas décroissante sur [O, 5] pour £ € R\ {1} car ¢
n’est pas définie en 0
-
d) décroissante sur |0, 5 uniquement pour £ 2> 1.

Question 32 : On a alors, pour tout £ réel
aJ1<g@)<g(g)Vt6}&gi b)
2
0) —<g(t)<1¥vte 0,7 d)
0

gg@)<€Vte}Qg}
ggu)<1VteﬁLg}



