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EPREUVE COMMUNE OBLIGATOIRE
DE MATHEMATIQUES

A LIRE TRES ATTENTIVEMENT

L'epreuve «commune obligatoire de mathématiques» de ce concours est un questionnaire a choix multiple
qui sera corrigé automatiquement par une machine a lecture optique.

ATTENTION, IL NE VOUS EST DELIVRE QU'UN SEUL QCM

1) Vous devez coller dans a partie droite prevue a cet effet, I'étiquette correspondant a I'épreuve que
vous passez, c'est-a-dire epreuve commune obligatoire de mathématiques (voir modeéle ci-dessous).

POSITIONNEMENT DES ETIQUETTES

Pour permettre la lecture optique de I'étiquette, le trait vertical matérialisant i'axe de Iecture du code a barres
(en haut a droite de votre QCM) doit traverser la totalite des barres de ce code.
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2) Pour remplir ce- QCM, vous devez utiliser un STYLO BILLE ou une POINTE FEUTRE de couleur
NOIRE.

3) Utilisez le sujet comme. brouillon et ne retranscrivez vos réponses qu'aprés vous étre relu soigneuse-
ment.

4) Votre QCM ne doit pas étre souillé, froisse, plié, écorné ou porter des inscriptions superflues, sous
peine d'étre rejeté par la machine et de ne pas étre corrige.
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S)

6)

7)

Cette epreuve comporte 40 questions obligatoires, certaines, de numéros consécutifs, peuvent étre
liees. La liste de ces questions est donnée avant I'énoncé du sujet lui-méme.

Chaque question comporte au plus deux réponses exactes.

A chaque question numerotée entre 1 et 40, correspond sur la feuille-réponses une ligne de cases qui
porte le méme numero (les lignes de 41 a 100 sont neutralisées). Chaqgue ligne comporte 5 cases a, b,
c, d, e.

Pour chaque ligne numeérotée de 01 a 40, vous vous trouvez en face de 4 possibilités

» soit vous decidez de ne pas traiter cette question,
la Iigne correspondante doit rester vierge.

> soit vous jugez que la question comporte une seule bonne reponse :
vous devez noircir 'une des cases a, b, ¢, d.

> soit vous jugez que la guestion comporte deux réeponses exactes :
vous devez nolrcir deux des cases a, b, ¢, d et deux seulement.

» soit vous jugez qu'aucune des réponses proposeées a, b, ¢, d n'est bonne :
vous devez alors noircir la case e.

Attention, toute reponse fausse entraine pour la question correspondante une pénalité dans la note.

EXEMPLES DE REPONSES

Question 1 17 +2° vaut:

a)3 b)5 c)4  d)-1

Question 2 : le produit (-1) (-3) vaut :

a)-3 b)-1 ¢4 d)o

Question 3 : Une racine de P'équation x* —1=0 est:

a)1 b0 ¢-1 d)2

Vous marquerez sur la feuille réponse :

— I 3 — —

a b C d e
1 3 3 — — —
—— — — — S

a b C d e
2 — — — — —
T — C — —

a b C d e
3 — — —— —  —
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PARTIE 1

On considere les fonctions ¢y qui & u, élément du segment 1=[0,%/2], associe
o1(u) = 1/(x2c:oszu + sin’u)
et gqui a u, €lément du segment I, associe
o > X. . 2
B &7 ¢2(4) = (sin #)/(x“cos”u + sin“u)
X €tant un paramétre réel.

Question 1. La fonction ¢,
a) estdéfinie surl pour tout x réel
b) est définie sur I pour tout x réel positif ou nul
c) est definie et continue sur I pour x réel strictement positif
d) n’est continue sur I que pour x réel strictement positif

Question 2. La fonction ¢,
a) estdérivable sur I pour tout x réel non nul
b) est dérivable sur I pour tout x réel

c) estdérivable sur ]0,n/2] pour tout x réel et a pour dérivée sur cet intervalle
@'2(u) = (x*cos’u + (2x° ~1)cos u sin‘u Y (x*cos’u + sin“u)?
d) a pour dérivée pour tout u3I et pour tout x réel strictement positif
©'2(u) = (cos u ) /((1 — x°) sin2u )

2

Question 3. Les intégrales Oi1(u)du et ©2(u) du

0 0
a) existent et ont des valeurs finies pour tout x réel car toute fonction continue sur un

segment est intégrable sur ce segment

b) existent et ont des valeurs finies pour tout x réel non nul car toute fonction définie sur
un segment est intégrable sur ce segment

c) existent et ont des valeurs finies, uniquement pour x réel strictement positif

d) sont divergentes pour x= 0 car les fonctions @;et @ sont équivalentes a la fonction 1/#°
au voisinage de 0

Question 4. L’intégrale généralisée (/Q+5) dr est
0
a) divergente car la fonction n’est pas définie en +oc
b) convergente car toute fonction fcontinue sur [0,+o0] et admettant une limite nulle en

+oC

+oc a une intégrale généralisée | A7) dr convergente

0
c) absolument convergente car la fonction est continue positive sur [0,+00] et équivalente a

1/t en +oo
d) convergente mais non absolument convergente et vaut 7t/2



n/2
Question S. On pose J(x) =| ¢1(u) du et K(x)= r(pz(u) du
0

0

lorsque ces intégrales sont convergentes. On obtient, pour x appartenant a I’intervalle J0,1[, en
utilisant des changements de variable

a) Jx)= r((x(m:zﬁ)) N(1+x°F)(1+)x%)) dt en posant 1= (tan %)/x transformation de
0

classe C' et bijective sur [0,7t/2]
+-cC

(1/(1+5)) dt = n/2
0

b) Jx)=

1
c) Kx)= f (1/(1+x*v* + v¥)) dv
0

l

d) Kx)= J (1/(1 — (1=x*W?)) dv = (1/2(1~x1)"?)) In((1 +(1-x?) ") 1-(1=x*) %)) en
0
posant v= cos u, transformation de classe C® et bijective sur [0,7/2]

Question 6. La fonction K de la variable réelle x définie 2 la question 5 est €quivalente au
voisinage de 0 a

a) Inx
b) -Inx
c) 1/x
d -2Inx
On considere I’application f définie sur I’intervalle 10,+[ par |

/2

f(x)=x J u ¢\(u) du

0

Question 7. La fonction fvérifie
a) iHy=0
b) A1)=n%8
¢) A1/x)+ fix)=xn’/4 pour tout x>0
d) Al/x)+Ax)=n"/4 pour tout x>0

Question 8. La fonction # définie sur I’intervalle [0,m/2] par A(u)= u — (n/2)sin u est
a) de classe C” sur le segment [0,7/2]
b) dérivable mais n’est pas deux fois dérivable sur I

c) positive sur le segment [0,71/2] car /' est strictement positive sur I

d) négative sur le segment [0,71/2] car % est décroissante puis croissante respectivement
sur les intervalles [0,a] et [a,71/2] ot a= arccos(2/m)

2




Question 9. On a, pour tout x appartenant a P’intervalle 10,1]:
a) x K(x) n/2 < fx)
b) 0<fx)<xK(x)n?2
c¢) lim f{x) =0 car K(x) est équivalent 2 —2 In x au voisinage de 0

x=>0

d) 7/2 <lim f{x)
x~>0

Question 10. Lorsque x tend vers +, flx)a pour limite
a) +oc
b) —oc
c) n*/4
d) (n/4) - (n/2)

Soit g la fonction définie sur ]0,+oc[ par
n/2
gx)= (u/(x cos’u + sinzu)) du
0

Question 11. x désignant un réel strictement positif et k un réel tel que 0<| k| <x/2, on pose

= x cos*u + sin‘u et B= k cos’w. On a

a) 1/(A+B)=(1/A) - (B/A%) + (B¥( AX(A+B)))
b) 1/(A+B)=(1/A)+ (B/A%) — (B¥( A*(A+B)))
n/2

/2
c)((g(x+k)—g(x))/k)+j((u cos’u)/(x cos’u+sin’u))du = J(l/k)((l/(A+B))-—(l/A)—(B/Az))du

0 0
/2

/2
d) ((g(x+k)—-—g(x))/k)+} ((uc032u)/(xcoszu+sin2u)2)du <l ki S((ucos4u)/((x/2)(coszu+sin2u)3 )du
0 0
Question 12. On note  la fonction du couple (x,u) de variables réelles qui a (x,u) associe le
réel y(x,u)= xu/(xzcoszu + sinzu). La fonction y est
a) définie et continue sur IR?

b) définie et continue sur [0,+oc[X [0,7/2] comme produit de fonctions continues sur cet
ensemble

¢) définie et continue sur E=]0,+oc[x [0,7/2] comme produit de fonctions continues sur
E, la fonction x°cos“u + sin’u ne s’annulant pas sur E

d) définie et continue sur IR*x [0,7/2]




Question 13. Les dérivées partielles d’ordre un de la fonction i sont définies par la fonction
a) u(x’cos’u —sinzu) /(xzcoszu+sin2u)2 pour tout couple (x,u) appartenant
a J0,+oc[x[0,n/2] pour la dérivée partielle par rapport 4 x .
b) u/(2xcos’u) pour tout couple (x,u) appartenant & ]0,+oc[X [0,7/2[ pour la dérivée
partielle par rapport a x
¢) x/(—2x’cos u sinu + 2cos u sin u) = x/((1—x*) sin 2u) pour tout couple
(x,) appartenant a ]1,+oc[x]0,7/2[ pour la dérivée partielle par rapport a u
d) (x(x°cos’u +sin‘u) — x(1 -xz)u sin 2u) /(chc‘oszzﬁsinzu)2 pour tout couple
(x,u) appartenant & ]0,+oc[x [0,7/2] pour la dérivée partielle par rapport a u

Question 14. La fonction y - o
a) est différentiable sur IR? car de classe C' sur IR? puisque les dérivées partielles
d’ordre un de y sont continues sur IR? ' |
b) est de classe C" sur [R*x [0,7/2] pour tout n entier strictement positif, car les
dérivées partielles a tout ordre de y sont continues sur cet ensemble
) a pour matrice jacobienne en tout point (x,4) de IR*x [0,7/2]
~ u(x*cos’u —sin’u) /(chco:)szu+si1*127,¢)2
((x(xzcoszu +sin2u) — x(1-x*)u sin 2u) /(x*cos? u+sin2u);
d) apour matrice jacobienne en tout point (x,u) de J0,+oc[x [0,7/2)

(——u(xzcus2 U --sinzu)/ (xzcc's2 u+sin® u)z, (x(xzcoszu +sin2u) — x(1 -—xz)u sin 2u)/ (xzcoszu+sin2u)2)

/2

Question 15. La fonction f définie par fix)=x | u ¢O1(¢) du est

0

a) dérivable sur IR* car f{x) =x g(x?) pour tout x réel non nul et que la fonction g est
dérivable sur IR* )

b) dérivable sur ]0,+oc[ de dérivée en tout point x de 10,+oc]

f(x) = g(x*) + 2x g’(xz) = — f(’u(xzcoszu —sin‘u) /(xzcoszu+sin2u)2) du
0

¢) derivable sur IR* et, a pour dérivée en tout point x de IR*
n/2

f(x)= J Wx(X,u) du ol y'x désigne la dérivée partielle d’ordre un de |/ par rapport a x
d) dérivable sur ]0,+o«[ mais n’est pas dérivable sur IR*



Question 16. Pour x fixé dans ]0,+«[, on note £ la fonction définie sur I=[0,n/2] par
Au) = (cos usin u)/(x2c0s2u+sin2u)

Ona

a) Pestdeclasse C” surl et a pour dérivée en tout point u de |

B(u) = —(x*cos’u —sin*u) /(Jc?'coszu+sin2u):2
b) Best de classe C' sur I et a pour dérivée en tout point # de |
mﬂ,(u) = (xcos”u —sin’ u)/ (xzcoszu+sin2u)2
c) f{x)= -J Au) du

0
/2

d) f(x) = J Au) du

0

Question 17. La fonction f vérifie

2
a) f(l)"—"—-j’cosusinudu =1/2
0

b) (x) =— (In x)*/(2(1 — x*)) pour tout x réel strictement positif et différent de 1
c) f(x) = (Inx) /(1 — x*) pour tout x réel strictement positif et différent de 1
d) f(x)=-(n (1/x)) /(x* - 1) pour tout x réel strictement positif et différent de 1

X

Question 18. L’ intégrale J(#) dt est pour tout x strictement positif
0

a) divergente car la fonction (In /)/(# —=1)n’a pas de limite en 0

b) convergente car absolument convergente puisque la fonction (In £)/(1-7°) est
négative sur J0,+oc[—{1}

c) convergente mais non absolument convergente puisque la fonction (In £)/(1-)
n’est pas positive sur J0,1]

d) absolument convergente car f’ est continue, positive sur ]0,+cc[ et
equivalente a —In f au voisinage de 0, mais I’intégrale généralisée | 7(¢) dt
est divergente 0

+oC



' On considere, si elle existe, une fonction G définie et continue sur le segment [0,1], dont la
restriction a I’intervalle ouvert ]0,1[ est égale a (zin /(£ —1)

Question 19. On établit
a) l’existence d’au moins deux fonctions vérifiant ces conditions

b) I’existence d’une unique fonction G vérifiant G(0) =0 et G(1)=-1/2
c) l'existence d’une unique fonction G vérifiant G(0) =0 et G(1)=1/2
d) qu’il n’existe aucune fonction G vérifiant ces conditions car im G(x) = +o

x —>0

Question 20. La fonction f vérifie
X

a) fix)= |\ (In /(- 1) dt pour tout x réel strictement positif
0

n

b) A)= 2 PPlnt dt - sk G(¢#) dr pour tout n entier naturel
p=0
0 0

] 1

1 l
c) A)=-2 APlint dr + " G(?) dt pour tout n entier naturel
p=()
0 0

1 |
n—1

d) ()= -2 Plnt dt + | " G(@) dt pourtout » entier strictement positif
p=0
0 0

n

Question 21. Pour tout » entier naturel, on pose S,=2. 1/Q2p+ 1 )*.Ona
p=0 |
1

" G(f) dt
0

a) Sp=A1)-

I

b) S,=£A1)- J "' G(f) dt pour tout » entier strictement positif
0

]

c) Sn=—f(1)+J A G(r) dt

0

l

d S,=- /(1)-5 A G(r) dt

O




Question 22. » désigne un entier naturel, O est la notation de Landau et | | représente la
valeur absolue. La série de terme général u, = 1/(2p+1 )°, pour p entier positif ou nul,

a) est convergente car u,est équivalent 4 1/p® terme général d’une série de Riemann
convergente

b) est convergente car une condition suffisante de convergence d’une série est la
convergence vers 0 de son terme général

C) estconvergente car u,= O(1/p°) et que la série de terme général 1/p” est une série
a termes positifs convergente

1
d) a pour somme f{1)=7’/8 car | J ok G(¢r) dt <M /(2n+2) ou M est une
constante positive 0

Question 23. O et o représentent les notations de Landau. La séne de terme général
v,,= 1/(n(n+1)(2n+1)*), pour » entier strictement positif '
a) est convergente car v,= O(1/n")
b) est convergente car v, = o(1/n")

c) est convergente car v,= (1/(n(nt+1))) — (4/(2n+1)2), somme de deux termes
géneraux de séries convergentes

d) a pour somme 10 — &

PARTIE 11

On désignera par E I’espace vectoriel réel IR[X], des polynOmes a une indéterminée a
coetticients réels, et par F I’ensemble des polyndmes de E de degré inférieur ou égal 4 3. On
| considére ’application /' qui a tout élément P de E associe ie polynéme f{P) de IR[X], défini

par f(P) (X) =P(X) - P(X-1). On notera frla restriction de fa F.

Question 24. L’ensemble F
a) estun sous-anneau de ’anneau [R[X]
b) ne peut €tre un anneau car IR[X] n’est pas un anneau
c) estun groupe pour la multiplication des polyndmes
d) est un anneau sur le corps des réels

Question 25. L’ensemble F
a) n’est pas un sous-espace vectoriel de E car F n’est pas un groupe commutatif pour
I’addition des polynomes |
b) est un sous-espace vectoriel de E sur le corps des réels de dimension 3
c) est un sous-espace vectoriel de E sur le corps des complexes de dimension 4
d) est un sous-espace vectoriel de E sur le corps des réels de dimension 4

7




Question 26. On a
a) f estune application linéaire de E dans F
b) fr est une application linéaire de F dans E
¢) fr est un endomorphisme de F
d) fr n’est pas un endomorphisme de F

Question 27. La matrice A de ’application fr par rapport aux bases canoniques des espaces
de départ et d’arrivée de cette application s’écrit

01 -1 1
a) A={0 0 2 -
00 0 3

0 0 3
01 -1 1
c) A=[0 0 2 -3
00 0 3
00 0 O
00 0 O
d A=[1 0 0 0
12 0 0
1-3 3 0

Question 28. Pour des matrices de type (n,p), ¢’est-a-dire & » lignes et p colonnes, a
coefficients dans K ou K est le corps des réels ou des complexes

a) deux matrices quelconques sont semblables

b) deux matrices semblables ont méme rang

c) le rang d’une matrice de type (n,p) a coeflicients dans K est inchangg si I’on ajoute
a la colonne jj de la matrice la colonne j; multipliée par un scalaire A de K

d) le rang d’une matrice de type (n,p) a coefficients dans K peut étre modifi€ si 1’on
ajoute a la colonne jp de la matrice la colonne j) multipliée par un scalaire A de K

Question 29. Le rang de I’application fr, noté rg fr,
a) est nécessairement inférieur ou égal a 3 car I’espace F est de dimension 3
b) est égal a 2 car la matrice A posséde deux colonnes linéairement indépendantes
c) vaut 3 car le rang d’une matrice est, par définition, €gal au nombre de colonnes
non nulles de la matrice considérée
d) estégal a 3 car on peut extraire au plus 3 lignes linéairement indépendantes



{

Question 30. Les sous-espaces vectoriels image et noyau de ’application fr, notés
respectivement Im fr et Ker fz, sont tels que
a) F= Kel'fp @Imfp
b) dim Ker fr=dim F —rg fr=2
¢) Im fr est le sous-espace IR>[X] des polynémes a coefficients réels de degré
inférieur ou €gal a 2
d) la famille (X, X*) de polyndmes de E forme une base de Im fr

Question 31. L’application fr

a) n’est pas diagonalisable car frn’est pas un endomorphisme

b) n’est pas diagonalisable car 0 est valeur propre d’ordre 4 et le sous-espace propre
Eo associ€ a 0 est de dimension dim E¢ = dim Ker fr= 1

¢) n’est pas diagonalisable car ses valeurs propres ne sont pas toutes distinctes

d) est diagonalisable mais n’est pas bijective car 0 est valeur propre de A

Question 32. On rappelle qu’un élément a d’un anneau est dit nilpotent d’ordre & si a* est nul
et a*' est différent de 0. La matrice A

a) est nilpotente d’ordre au plus égal 4 I’ordre 4 de cette matrice

b) est nilpotente d’ordre strictement supérieur a 4

c) n’est pas nilpotente

d) est nilpotente d’ordre 3

On considére la famille (By,B,B,B3) de polynémes de E définis par

Bg=1 et
pour tout i entier compris entre 1 et 3 fr (B,) =i B,.; et B, admet 0 comme racine |

Question 33. Ces polynomes vérifient

a) pour tout entier i compris entre 0 et 3 B; est un polynéme de degré compris entre 1
et 3

b) la famille (By,B;,B,,B3) forme une base de F car ¢’est une famille libre constituée de
quatre vecteurs de 1’espace F de dimension 4

c) pour tout entier i compris entre 0 et 3 B;est divisible par le polynéme X
d) la famille (By,B1,B>,B3) ne peut étre une base de F car dim F = 3



On note 4, si elle existe, la base de F formée a 1’aide des polyndomes By,B;,B;,B3 classés par
ordre croissant de degré. '

Question 34. La matrice de passage Q de la base canonique de F 4 la base &
a) n’existe pas

1 0 O
b) s’écritQ={0 1 1
0 0 1
1 0 00
¢) séeritQ=|0 1 1 2
0 01 3
0 0 0 1
1 0 00
d) séntQ={0 1 0 O
01160
0 2 31

Question 35. La matrice A’ de I’application fr lorsque ’on rapporté PPespace F a la base

a) n’est pas définie car on ne peut pas former de base de F a I’aide des polyndmes
Bo,B1,B2,B;

0000
b) vérifie larelation A’=Q 'A Q=1 0 0 0
0200
0030
0100
¢) vérifie larelation A’=QAQ'=]0 0 2 0
0003
000
100
d) s’écrit A’={02 0
0 0 3

10




Question 36. Soit g I"application qui, pour tout entier ; compris entre 0 et 3, associe au
polynéme X' le polynéme B;. On note G la matrice de g par rapport a la base canonique de
F. On a alors

a) g estun endomorphisme de F injectif mais non byectif

b) g est un endomorphisme bijectif de F car cette application transforme une base de
F en une base de F

¢c) G=Q
d) G=Q

PARTIE II1

| On considére la fonction fde la réelle a valeurs réelles, 2-périodique, nulle sur ’intervalle
[1,2] et coincidant sur I’intervalle 10, 1{ avec la fonction cos(mx).

Question 37. la fonction fest

a) continue et de classe C' par morceaux sur IR
b) de classe C' sur IR
c) paire car la fonction cos I’est

d) dérivable sur IR mais de dérivée discontinue aux points x; = k avec k entier relatif

Question 38. Le développement en série de Fourier trigonométrique de f's’écrit

a) 2 |- ((n sinn cos(nx))/(n*— %)) + ((n cos(n +1)) sin(mx)/(n’~ n%))]
n=1

-+oC

b) ((cos(mx))/2) + (2/m)X [(n sinnx))/(4n’~ 1)]
|

”:

¢) (cos(mx)) + (4/m) [(” sin(2nm x))/ (4"2_ 1)]
n=l|

d) cos(nx)

11




Question 39. Cette série a pour somme S;

a) Se(x) = f(x) VxeR

b) Sf(x) = cos(mx) Vxe [0,2]

f(x) VxeR-Z
S -
% #(%) -21- s1 xe/Z

cos(mx) si xe& ]2k 2k+1]
d) 0 si xe 12k+1,2k+2] Vke N

1 .
Sp(X) =z si x=2k et x=2k+2

Question 40. La formule de Parseval appliquée a cette fonction donne

a)%fzfz(x)dx () z ..___.____._3_.____

n=1 (160" - 8n° +1)7c

400 ~

4 k
.....2.. —_—

) [ F(x)dx = :
t=1 (4k°=1)

1.
4

== OO

. 2
C) Jlf (x)dx = M 1_2. 2 *sin (ka)
T k=1 (4](' — 1)

00 ¢

et la série numérique ) --——-’3--———-2- a pour somme
n=1 (4n - 1)

2
ypo 1 1+ cos(2mx) 1
T {Jo — s ‘f"“z}
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