CHAPITRE III - FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS PST* 22-23

FORMES LINEAIRESI

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I. Formes linéaires et hyperplans

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E qui
admet une droite vectorielle pour supplémentaire.

(Rem : Si E est de dimension finie n € IN*, cela équivaut a : dim(H) =n —1.)

| Si H est un hyperplan de E, alors, pour tout vecteur a ¢ H,ona: E = H® Ka.

& Démonstration:

H est un hyperplan dong, par définition, il existe b € E \ {0} tel que E = H ® Kb.

Soit a ¢ H. Alors HNIKa = {0} car Aa ¢ H saufsi A = 0.

Il reste a montrer E = H + Ka. Soit x € E. Il existe h € H et A € K tels que x = h+ Ab. Etil existe aussi /' € H et y € K tels
1 A A A

que a = h' + ub. y nepeutpasétrenulcar a ¢ H.Onadonc b = ;(a—h’) puis x =h+ ;(a—h’) =h— ;h/-i- ;u € H+Ka.

N’ N~
€H €Ka

Rem : dans le cas ou E est de dimension finie, on peut conclure directement en utilisant les deux propriétés : HNKa = {0} et
dim E = dim H + dim(Ka).

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E une application linéaire de E dans le
corps de base K.

L'espace vectoriel .Z(E,K) des formes linéaires sur E s’appelle I'espace vectoriel dual de E, et est
noté E*.

Rem: Si E est de dimension finie, on a : dim E = dim E* (car dim Z(E,K) = dim E x dim K).

Exemples de référence

1. Soit D un ensemble non vide et xg € D. L'application ¢: f — f(x() est une forme linéaire sur le
K -espace vectoriel A(D,K) (appelée évaluation en un point).

b
2. Soit [a;b] un intervalle de R. L'application ¢ : f — / f est une forme linéaire sur le C-espace

a
vectoriel ¢'([a;b],C) des fonctions continues sur [a;b] a valeurs dans C.

3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie 1, rapporté a une base Z = (ey,...,en).
On peut alors considérer les n applications de E dans K, e pour i € [1;n], définies par :

n
Vx =) xie €E, ef(x) =x;.
i=1

Alors les e] sont des formes linéaires sur E, appelées formes linéaires coordonnées dans la base 4.

Il est alors facile de vérifier que la famille {ef, 1 <i < n} estlibre; puisque le cardinal de cette famille
est n = dim E = dim E*, cette famille forme une base de E*, appelée base duale de #.
& Démonstration:

n
En effet, si (A;)1<i<n est une famille de scalaires telle que Y A;ej = Og« alors
i=1

n
Vx€E ) MAief(x)=0
i=1

et en appliquant cette relation aux vecteurs e; pour j € [1;n], puisque ¢ (e;) = ¢;;, on obtient A; = 0.
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Théoréme 1:

1. Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement si il existe une forme linéaire
@ € E*, non nulle, telle que : H = Ker ¢.

2. Si @ et i sont deux formes linéaires non nulles sur E telles que Ker ¢ = Ker ¢, alors il existe
A e K tel que ¢ = Ag.

1&g Démonstration:

1. - Soit H unhyperplan de E ; par définition, il existe a # 0 tel que E = H @ Ka. Il existe alors une forme linéaire ¢ sur E
telle que o(h) =0 siheH (en effet, une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions
¢(Aa) = A pourtout A € K

a deux sous-espaces vectoriels supplémentaires).
Soit x € E;ilexiste h € H et A € K tels que x = h + Aa.
Onaalors: ¢(x) =0<= ¢(h) +A =0<= A =0 <= x € H, de sorte que I'on a bien Ker ¢ = H.
— Réciproquement, soit ¢ une forme linéaire non nulle, et H = Ker ¢. ¢ étant non nulle, il existe b € E tel que ¢(b) # 0,
puis en posant a = ﬁb, ona ¢(a) = 1. Montrons alors que E = H @ Ka, ce qui prouvera que H est un hyperplan.

- Sixe HNKa, x € H etilexiste A € K tel que x = Aa. Donc 0 = ¢(x) = Ap(a) = A,d’ot x =0: HNKa = {0}.
- Six€E,onax=x—g(x)at+@(x)aavec h € H puisque ¢(x — ¢(x)a) = ¢(x) — ¢(x)p(a) = 0.
———— e~

=h cKa
Ainsi, E = H + Ka, ce qui acheéve cette démonstration.

2. Soient ¢ et 1 deux formes linéaires non nulles telles que Ker ¢ = Ker ¢. Notons H = Ker ¢. D’apres ce qui précede, H est

un hyperplan, donc il existe a € E\ {0} tel que E = H & Ka. Posons A = la) , ce qui est possible puisque a ¢ H donc

o(a)

¢(a) #0.0Onaalors y(x) = Ap(x) pour tout x € H et tout x € Ka, donc pour tout x € E. Cela prouve que 1 = Ag.

II. Equations d’un hyperplan

Si H est un hyperplan de E et si ¢ € E* (non nulle) est telle que H = Kergp = {x € E | ¢(x) =0},
I’équation @(x) = 0 s’appelle une équation de I’hyperplan H.

Dans toute la suite, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € IN*.

Soit # = (eq,...,en) une base de E.

On sait que toute forme linéaire ¢ sur E est entiérement caractérisée par la donnée des images des vecteurs
d’une base, donc ici les scalaires a; = ¢(e;).

Si x est un vecteur de E de coordonnées (x1,...,x,) dans la base %, on a alors :

p(x)=¢ (éxie,) = éxi(p(ei) = éaixi.

Cette expression de ¢(x) en fonction des coordonnées de x s’appelle ’expression analytique de ¢ dans la
base #.

Remarques

n
1. L'égalité ¢(x) = ) a;x; peut aussi s'écrire ¢(x) = Y a;e;(x), ot (e) désigne la base duale de %.
i=1 i=1

n
Ainsi, ¢ = } aje], et les a; sont les coordonnées de ¢ dans la base duale.
i=1

2. Réciproquement, il est facile de vérifier que toute application de ce type est bien une forme linéaire
sur E, puisque, d’apres le calcul ci-dessus, il s’agit d"'une combinaison linéaire des e; .

On a donc obtenu ainsi l'expression générale d’une forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie
dans une base donnée.
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Conséquence :

Si H est un hyperplan de E, et si H = Ker¢ olt ¢ est une forme linéaire non nulle sur E, H est
n

I’ensemble des vecteurs x de coordonnées (xi,...,x,) tels que Y. a;x; = 0 (oit les a; sont des scalaires
i=1

non tous nuls, ce sont les images des vecteurs de # par ¢).

n
L'équation ) a;x; = 0 s’appelle alors une équation de H dans la base 4.
i=1

1=

n n
Soient H et H' deux hyperplans de E, d’équations respectives dans % : ) a;x; =0 et ) bix; =0.
i=1 i=1

Alors H' = H si et seulement si il existe un scalaire A tel que pour tout i € [1;n] on ait b; = Aa;.

1& Démonstration:

C’est une conséquence directe du théoréme 1 : en effet, si 'équation de H (resp. H') s’écrit ¢(x) = 0 (resp. ¢(x) = 0), ce
théoreme dit que: H = H' <= 3A € Ktqy = Ag, etlarelation ¥ = Ap équivaut a ¢(e;) = Ap(e;) pour tout i, c'est-a-dire a
bi = Aa,».

Exemples

1. Dans R? rapporté a sa base canonique (ey, e;), ’'ensemble des couples (x,y) qui vérifient une équation
de la forme ax + by = 0 avec (a,b) # (0,0) est une droite : c’est le noyau de la forme linéaire non
nulle ¢ telle que @(e;) = aet p(ey) =D.

Un vecteur de base de cette droite est le vecteur (—b,a).
Si a’x 4+ b'y = 0 est une autre équation de cette droite, alors il existe A € R tel que: a’ = Aa et b’ = Ab.

2. Dans RR® rapporté a sa base canonique (ej, e, e3), I'ensemble des triplets (x,y,z) qui vérifient une
équation de la forme ax + by + cz = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0) est un plan (c’est le noyau de la forme
linéaire ¢ telle que @(e;) =a, ¢(e2) = b, ¢(e3) =c).

Si a’x + 'y + ¢’z = 0 est une autre équation de ce plan, alors il existe A € R tel que: @’ = Aa, b’ = Ab
et ¢ = Ac.

Rem: Ces résultats concernant I'équation d’un hyperplan, et plus particulierement d’un plan en dimen-

N

sion 3, sont importants a retenir, et il faut penser a les utiliser car ils simplifient grandement
certaines démonstrations.

Exercice Dans R?, écrire une équation du plan P engendré par les vecteurs u = (1,—1,1) et v = (1,2,3).

Notons d’abord que Vect(u,v) est bien un plan, les vecteurs u et v étant linéairement indépendants.

1. 1ere solution : Puisque I'on sait qu'une équation de P est de la forme ax + by + cz = 0, il suffit de déterminer a,b et c (a une
constante multiplicative pres) tels que u et v vérifient cette équation c’est-a-dire

a—-b+c=0
a+2b+3c=0
2. 2¢me solution : On peut écrire qu'un vecteur w = (x,y,z) appartienta P si et seulement si il existe des réels A et y tels que
w = Au + pv ce qui se traduit par

X=A4pu
y=—-A+2u (équation paramétrique de P)
z=A+3u

Il < suffit > alors d’éliminer A et y entre ces trois équations pour trouver une relation entre x, y etz.

3. 3eme solution : Il est plus rapide d’écrire qu'un vecteur w = (x,y,z) appartienta P si et seulement si det(u, v, w) = 0 soit

1 1 x
-1 2 y|=0
1 3 z

ce qui donne apres calcul du déterminant (développement selon la derniere colonne) directement une équation du plan :
5x+2y—3z=0.
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III. Equations d’un sous-espace vectoriel

‘Théoreme 2:

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € IN*.
Si (¢1,...,9p) est une famille libre de p formes linéaires sur E (p € IN*), le sous-espace vectoriel

P
F=(\Kerg;={x€E|Vie[l;p],qi(x) =0}
i=1

est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — p.

L'ensemble des p équations ¢;(x) =0 (1 < i < p) s’appelle un systeme d’équations de F.

1& Démonstration:

E étant rapporté a une certaine base 4, chaque forme linéaire @; a une expression analytique de la forme
n
9i(x) = )} ai%;-
j=1

Un vecteur x de coordonnées (xi,...,x,) appartient a F si et seulement si ses coordonnées sont solutions du systéme linéaire
homogene AX = 0 ol A est la matrice (a;;), de type (p,n). Cette matrice étant de rang p puisque 'on a supposé les @;
linéairement indépendantes, I’ensemble des solutions Ker A est bien un sous-espace vectoriel de dimension n — p = dimE —rg A
d’apres le théoréme du rang.

Rem: La méme démonstration montre que, si (¢y,...,¢p) est une famille de p formes linéaires sur E ,
de rang r, alors dimF =n —r.

Exercice Déterminer une base du sous-espace vectoriel F de R® dont un systéme d’équations est :
Y

x1 4+ 3xp —2x3 +2x4+3x5 =0
X1 +4xy; —3x3 +4x4 +2x5 =0
2x1+3xp —x3 —2x4+9x5 =0

Tout d’abord, F est bien un sous-espace vectoriel de R®, comme intersection de 3 hyperplans.
Soit x = (x1,...,x5) € R?. Alors

X1+ 3% —2x3 +2x4 +3x5 =0
X E€F<= {x1+4x —3x3+4x4+2x5 =0
2x1 +3xp —x3 —2x4+9x5 =0
X1+ 3x2 —2x3 + 2x4 +3x5 =0
— Xy —x3+2x4 —x5 =0
Ly+Ly—Lq
L3«L3—2Ly —3x3 +3x3 —6x4 +3x5 =0
{xl = —3xp +2x3 — 2x4 — 3x5 {x1 = —x3 +4x4 — 6x5
= =

Xp = X3 — 2x4 + X5 Xp = X3 — 2X4 + X5

F est donc I'intersection de 2 hyperplans distincts, ¢’est un sous-espace vectoriel de dimension 5 — 2 = 3. C’est aussi I’ensemble
des vecteurs de la forme :

x = (—x3 +4x4 — 6x5, X3 — 2X4 + X5, X3, X4, X5)
donc il admet pour base la famille formée des 3 vecteurs :

(-1,1,1,0,0) , (4,—2,0,1,0) et (—6,1,0,0,1).

Le théoréme précédent posséde une sorte de réciproque.
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‘Théoreme 3:

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € IN* et F un sous-espace vectoriel de E de
dimension p <n —1.

Il existe n — p formes linéaires indépendantes ¢, ..., ¢,—p telles que

B=p
F= Ker ¢;
i=1

c’est-a-dire telles que, pour tout x € E :

x € F e [p1(x) =0, ¢2(x) =0, ..., pup(x)=0] (S)

(S) est un systeme d’équations de F.

1& Démonstration:
Soit (ey,...,ep) unebase de F, que I'on complete en une base & = (ey,...,e,) de E.
n
On peut alors considérer la base duale (e, ..., ¢;) de # dans E*. Pour tout vecteur x = ) x;e; ona
i=1
XEFe= = =x,=0e,(x)= =) =0

doncles n — p formes linéaires e} pour p+1 < i < n conviennent (elles sont bien indépendantes puisque extraites d"une base).

Exercice Dans R, écrire un systéme d’équations du plan P engendré par les vecteurs u = (1,—1,1,—1,0)
etv=(0,1,-1,1,-1).

Un vecteur x = (x,...,X5) appartient a P si et seulement si il existe des réels A et p tels que x = Au + pv ce qui se traduit par

le systeme :
X1 = A
X1 1 0
X7 -1 1 X2 =-A+pu
B|l=A11|+u|-1 soit : X3=A—p
X4 -1 1 Xg=—A+
X5 0 —1 4 ¥
5= —H

(c’est une équation paramétrique du plan).
Le principe consiste alors a exprimer A et p a l'aide de 2 des équations ci-dessus puis a remplacer dans les autres. Par exemple,
sil’on utilise la 1ére et la derniere équation, on obtient comme systéme d’équations du plan :

X2 = —X1 — X5, X3 = —X2, X4 = X2.

é Rem : Les méthodes utilisées dans les exemples et exercices de ce chapitre doivent étre absolument sues.

Il faut savoir :
— reconnaitre un hyperplan, et plus généralement, reconnaitre un sous-espace vectoriel donné par un
systeme d’équations linéaires ;
— trouver la dimension et une base d"un sous-espace vectoriel si l’'on en connait un systeme d’équations;

— trouver un systéme d’équations d’un sous-espace vectoriel si I’'on en connait une base.
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