CHAPITRE VIII -LIMITES - CONTINUITE (COURS COMPLET) PSI* 22-23

LIMITES - CONTINUITEI

I. Limites

I.1. Définitions et premieres propriétés

E et F désignent ici deux espaces vectoriels normés sur K = R ou C, munis de normes notées
respectivement || ||z et || || .

Soit A une partie non vide de E, et f une application de A dans F. Soit a € A.
On dit que f admet une limite en a (selon A) si et seulement si il existe ¢ € F tel que :
Ve>0,Ja>0telqueVx € A, ||[x —allp <a = ||f(x) —{||p <e.

(on peut aussi donner cette définition avec des inégalités larges).

Rem: La définition ci-dessus peut aussi s’écrire
Ve>0, Ja>0telque Vx € A, x € B(a,a) = f(x) € B({,¢)

ou encore, puisque toute boule ouverte de centre x est un voisinage de x et que tout voisinage de
x contient une boule ouverte de centre x :

VYV e UW), IUe V@) tq f(UNA) CV.

L’avantage de cette écriture est qu’elle peut s’adapter aux cas 2 = +oo lorsque E=R et D = N
(cas des suites), a = £co lorsque E = R et ¢ = £oo lorsque F = R.

Théoréme 1:

Si f admet une limite en a selon A, le vecteur ¢ de la définition est unique.

1&g Démonstration:

Supposons qu'il existe {1, /> € F vérifiant la définition, avec {1 # /5.

On peut alors trouver V; € By) et Vo € V() tels que Vi NV, = @ (prendre par exemple pour V; la boule ouverte de centre

{1 et derayon Il = 2]

a +oo).
On aurait alors, en appliquant la définition :

et pour V, laboule ouverte de centre ¢, et de méme rayon; adapter dans le cas F = R et ¢; ou {; égal

U € VaytqfhnA) c vy et I € Vo) tq f(UNA) C Va
Or a appartient a I'adhérence de A, et U; N U, est encore un voisinage de a, donc U1 NU2 N A # D, et

fUNWLNA) = f(LNANUNA) CfULNANfULNA)CVINVL =0
#0

d’ot1 la contradiction.

Notation : Dans le cas ot la limite de f en a selon A existe, on la note
]lflg'bf(x) ou )lclgbf(x) ou htrlnf.
xX€A
Cas particuliers :
1. Sia € A :si lim f(x) existe, ce ne peut étre que f(a) (en effet, compte tenu de la définition, on doit
xX—a
avoir ||f(a) — || < € pour tout € > 0).

2. Siac A\ A (Cest le cas le plus courant), la limite, si elle existe, est notée 31(13}1 f(x).

x#a
Exemple : Soit f: R — R définie par f(x) = 0 ST x#0
1 six=0.
Alors lim f(x) n’existe pas, mais lim f(x) = 0.
x—0 §¥8

3.SiE=Reta=Hco:
Par définition, un voisinage de +co (resp —oo) est une partie de R contenant un intervalle de la
forme |M; 4-oo[ (resp. |—co; M[).
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La définition de xl_i)r_{loo f(x) = £ s’écrit alors, par exemple :
Ve>0, IM e RtelqueVx € A, x > M = || f(x) — {||p <e.
4. Si F =R et £ = +o0, la définition de chlg}z f(x) = —oo (par exemple) s’écrit :
VMEeR, Ja>0telqueVx e A, |[x—allp<a= f(x) <M

5. Si E=R et A =N on retrouve la définition de la limite d’une suite.

Rem: La notion de voisinage étant une notion topologique, I'écriture de la définition de la limite a 1’aide
des voisinages montre que l'existence de la limite (ainsi que sa valeur éventuelle) sont inchangées
si on remplace 1'une des normes (dans E ou F) par une norme équivalente.

Soit A une partie non vide de E, et f une application de A dans F. Soit a € A.
Si f admet une limite en 4, alors f est bornée sur A au voisinage de a, c’est-a-dire :

IMeRY, U € Ua) telsque Vx e UNA, ||[f(x)||p < M.

& Démonstration:
Si on applique la définition de la limite avec, par exemple, € = 1, on obtient grace a I'inégalité triangulaire :
Ja>0tqVre A, [x—alp <a = [|fllp <€)l +1

ce qui est le résultat voulu avec U = B(a, a).

Rem: Dans le cas particulier des suites, on retrouve ici le résultat : toute suite convergente est bornée.

(Théoreme 2: caractérisation séquentielle de la limite

Soit A une partie non vide de E, et f une application de A dans F. Soit a € A.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f admet la limite ¢ en a selon A.

(if) Pour toute suite (a,),en d’éléments de A qui converge vers 4, la suite ( f (an)) weN converge
vers /.

1& Démonstration:

- (i) = (ii) : Supposons Jl(]ir}l f(x) = € et soit (a,) € AN telle que nlgrgo ay, =a.
On écrit les deux définitions :
vve D, 3ue Vatq fUNA) CV 1)
et
YW e {27(:1), dnge Ntqn>ngp=a, €W (2)
Soit V € U(¢). On utilise alors (1), puis on applique (2) avec W = U.On a alors :
Jue V), Inpe Ntqn>ng=>a, € Uet fUNA) CV
Pour n > ng, on aura donc a, € UN A (car a, € A par hypothése) donc f(a,) € V. Finalement, on a obtenu :
vV e V), Ing e Ntqn > ng = f(ay) € V

ce qui est exactement la définition de lijn flan) =¢.
n—oo
— (ii))= (i) : Supposons que, pour toute suite (a,),cN d’éléments de A qui converge vers 4, la suite ( f (an)) neN converge vers
£. On raisonne par 'absurde : si f ne convergeait pas vers ¢ lorsque x tend vers a , on aurait :
Ve VWtqvU e V@), Ix e UnAavec f(x) ¢ V
On prend alors pour U une boule ouverte de centre a et de rayon % (avec n € IN*) (adapter dansle cas E = R et 2 = £o0),

on obtient I'existence pour tout n € IN* de a, € A tel que |ja, —a|| < 1, et f(x,) ¢ V, c'est-a-dire que (a,) est une suite
d’éléments de A qui converge vers a mais f(a,) ne peut converger vers ¢ : contradiction.

Exercice Montrer que l'application x € R* — sin % n’a pas de limite en 0.

1
En effet, si cette fonction avait une limite ¢ quand x — 0, en considérant la suite de terme général x, = W , qui tend
n T
bien vers 0, on devrait avoir par caractérisation séquentielle, { = lir_)f_\ f(xy) = 0, et en considérant la suite de terme général
n—-4o0o
1
= ————— ,ondevraitavoir { = lim =1.
Yn = o+ z n—>+oof(y”)
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I.2. Opérations sur les limites

Théoréme 3:

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit A une partie non vide de E, et f et ¢ deux
applications de A dans F. Soit enfin a € A.

5 19 . . o . . ° 4 N /
Si Jl(lg}l flx) =12 et Jl(lg}l g(x) = ¢’ existent, alors JICILI’{IZ( f+ 9)(x) existe et est égalea £+ ('.

& Démonstration:

Soit (x,) une suite quelconque d’éléments de A qui tend vers a.
Alors, par caractérisation séquentielle de la limite, on a lit}: flxy) =1L et lit}: g(xn) = ¢'. D'aprés les opérations sur les limites
n——+oo n——+oo

de suites, on a alors lim (f +g)(xn) = (+ 1.
n——+oo
Cela étant vrai pour toute suite (x,) € AN qui tend vers a, le théoréme de caractérisation séquentielle de la limite permet de

conclure : lim(f + g)(x) = £ + 0.
xeA

Théoréme 4:

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit A une partie non vide de E, a € A, f une
application de A dans F et ¢ une application de A dans K.

Si 31611}1}1 f(x)=C€Eet chlgb ¢p(x) = A € K existent, alors 31(11}1}{(4). f)(x) existe et est égale a A.0 .

1& Démonstration:

On utilise encore la caractérisation séquentielle de la limite.
Pour toute suite (x,) d’éléments de A qui converge vers a,ona lirJr: @(xy) = Aet lirJr: f(xy) = £, donc d’apres les résultats sur
n——+oo n——+oo

les limites de suites, on a E,I_{_‘ @(x).f(x) = AL, ce qui permet de conclure de la méme facon que dans le théoreme précédent.
n o)

Théoréeme 5: Composition des limites

Soit E, F, G trois espaces vectoriels normés, ACE, BCF, f:A—Fetg:B—G.
On suppose f(A) C B, et chig}lf(x) =b.

Alors, b € B, et si lim g(y) = £ € G, alors lim(g o f)(x) = ¢.
y—)b X—a

1& Démonstration:

On utilise 1a encore la caractérisation séquentielle de la limite : pour toute suite (x,) d’éléments de A qui converge vers a, la

suite de terme général y, = f(x,) est une suite d’éléments de B qui converge vers b, ce qui prouve au passage que b € B

(caractérisation séquentielle de 'adhérence), donc lit}: 8(yn) = £ cest-a-dire li_t}r‘l go f(xy) =4, ce qui permet de conclure.
n——+00 n——+00

Exercices
R2\ (0,00 — R

) xy admet-elle une limite en (0,0) ?

X2+ y?

1. L'application f :

S Solution:

Si f admettait une limite £ en (0,0), on devrait avoir, d’apres le théoréme précédent: VA € R, lil’l’(l) flx,Ax) = £.
x—

Mais pour x # 0, f(x,Ax) = ?AAZ ,qui dépend de A, contradiction. Il en résulte que f n’admet pas de limite en (0,0).

R2\ (0,00 — R
2. Méme question pour l'application g : Xy o

(xy) —

S Solution:

En posant x = rcos6, y = rsinfl avec r > 0 pour (x,y) # (0,0), ona f(x,y) = rsinfcos6 donc |f(x,y)| < r soit encore
[f(x,»)] < ||(x,y)]l,- I en résulte que ( l)in}oo)f(x,y) =0.
x,1/)— (0,
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Dans le cas de fonctions a valeurs dans K, d’autres opérations sont possibles, le produit et le quotient. Le
théoreme ci-dessous a été vu 1’an dernier pour les fonctions définies sur une partie de R, et s’étend sans
difficultés aux fonctions définies sur un espace vectoriel normé.

‘Théoreme 6:

Soient f,¢ définies sur une partie A de E, a valeurs dans K = R ou C, et soit a € A.

On suppose que chlgb f(x) =1 et que J1{11}1021 g(x)= /(. Alors :

1. La fonction produit fg admet en a la limite ¢¢'.

7

2. Si ¢/ #0, il existe un voisinage V de a sur lequel ¢ ne s’annule pas, et }}E}l g(x) =

I.3. Résultats spécifiques aux fonctions a valeurs réelles

Les résultats suivants ont été vus en Sup, mais seulement dans le cas des fonctions définies sur R ; ils
utilisent la structure d’ordre sur R.

On considere ici des applications définies sur une partie A d'un espace vectoriel normé E & valeurs dans IR,
et a désigne un point adhérent a A. Les résultats s’étendent sans difficulté au cas ot E = R et ol1 a = £co.

Théoréeme 7: d’encadrement

Soient f,g,h définies sur A C E a valeurs dans R, et a € A.

On suppose qu’il existe un voisinage U de a tel que Vx € UN A, f(x) < g(x) < h(x).
On suppose également que chlgb f(x) =1 et que J1{11}1021 h(x) = ¢.

Alors Jl(lg}l gx)="2¢.

& Démonstration:
On écrit la définition de la limite :
Ve>0,3Ve Vatqr e VNA = |f(x) — £ <e et IWe Va)tqx e WNA = |h(x) —{| < ¢
On aalors, pour tout x € UNV NWN A (ensemble qui n’est pas vide puisque UNV NW est un voisinage de a etque a € A1):
(—e< f(x)<gx) <h(x)<l+e

donc, pour x e UNVNWNA, |g(x) — £| < &, ce qui prouve que la limite de ¢ quand x tend vers a existe et est égale a £.

(Théoréme 8: prolongement des inégalités

Soient f,g définies sur A C E a valeurs dans R, et a € A.
On suppose qu’il existe un voisinage U de a tel que Vx € UN A, f(x) < g(x).
On suppose également que liLn f(x) = £ et que liLn gx)y=1".

X—a X—a

Alors: ¢ < /.

& Démonstration:
On écrit la définition de la limite :
Ve>0,3Ve Vmtqre VNA= [f(x)— (| <e et IWe V@ tqxe WNA = [g(x)—{'| <¢
On aalors, pour tout x € UNV NWN A (ensemble qui n’est pas vide puisque UNV NW est un voisinage de a etque a € A1):
l—e< fx)<glx) <l +e

Donc ¢ —¢ < {' 4 ¢ pour tout ¢ > 0, ce qui implique ¢ < ¢’ (procéder par I'absurde : si £ > ¢/, prendre € = HT% )

Dans le cas d’une limite infinie, on a le résultat suivant :
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Soient f,g définies sur A a valeurs dans R, et a € A.
On suppose qu’il existe un voisinage U de a tel que Vx € UN A, f(x) < g(x).
On suppose également que 71[13}1 f(x) = +oco.
Alors 91(11)1}1 g(x) = +o0.
x€eA

Iy a une <« réciproque > partielle importante au théoreme de prolongement des inégalités :

Soient f,g définies sur A a valeurs dans R, et a € A.
. o . ol
On suppose que ,1[13[,11 f(x) =1 et que J1(11)1[}Z gx)=10".

Si ¢ < ', il existe un voisinage U de a tel que Vx € UN A, f(x) < g(x).

1&g Démonstration:
On écrit la définition de la limite :

Ve>0,3Ve Vatqre VNA= [f(x)— (| <e et IWe V) tqxe WNA= [g(x)—{'| <¢

/

On applique alors cette définition avec ¢ =

(qui est bien un réel > 0). On a alors, pour tout x € VAWNA :

!
fx)y<l+e= Z—ZZ =0 —e<g(x)

ce qui donne le résultat voulu avec U = V N'W (qui est bien un voisinage de a).

Enfin, pour une fonction numérique de la variable réelle, il n’est pas inutile de rappeler le théoréme suivant,
que l'on utilisera souvent par la suite :

‘Théoreme 9: de la limite monotone

Soit f:]a;b[ — R (avec —o0 < a < b < +00). On suppose f croissante sur a;b[.

1. a) Si f est majorée, f(x) admet une limite finie quand x tend vers b~ et linb‘l f(x) =supf.
e 1a;0]

b) Si f n’est pas majorée, lim f(x) =sup f = +oo.
x—b~ ]a;b[

2. a) Si f est minorée, f(x) admet une limite finie quand x tend vers a™, et lim+ flx) = ]mbf[ f.
x—a a;

b) Si f n’est pas minorée, lim f(x) = inf f = —co.
x—at la;b[

3. En tout point xg € Ja;b[, f admet une limite a droite et une limite a gauche, et
Im f(x) < f(xp) < lIm f(x).
X=Xy x—xg

1&g Démonstration:

1. a) Si f est majorée, I'ensemble {f(x) | x € ]a;b[} est une partie non vide majorée de R, donc admet une borne supérieure
£ . Par définition de la borne sup :

Ve>0,3xg €la;b[, L —e< f(xo) <{,
et puisque f est croissante on obtient :
Ve>0, Ixg €Ja; b, x 2xg = —e< f(x) <l = |f(x) - (| <,
ce qui signifie que xli)nb’lf fx)=2¢.

b) Si f n’est pas majorée, alors (en écrivant la négation de <« f majorée >)ona:
VMEeR, Ixg € Ja;b[, f(xo) 2 M,
et f étant croissante on en déduit :

VMER, Ixg €]a;b, x> xo = f(x) > M,
ce qui est exactement la définition de lirzl f(x) = +oo.
X—0—

2. Idem.

3. En appliquant le résultat du 1. a f sur l'intervalle Ja;xo[, puisque f est majorée sur cet intervalle par f(xg), on obtient
I'existence de la limite lim f(x),et lim f(x) < f(xp) puisque f(x) < f(xp) pour tout x € Ja; xo[.
X%XJ X%XJ
Idem pour la limite a droite.
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Remarques

1. On obtient des résultats similaires si on suppose f décroissante sur a;b|.

Par exemple : si f est décroissante sur ]a;b[, elle admet une limite a gauche en b si et seulement si
elle est minorée et une limite a droite en a si et seulement si elle est majorée.

2. Ce théoreme permet de calculer les bornes sup et inf d"une fonction simplement & partir de son tableau
de variations.

II. Continuité

II.1. Continuité en un point

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, f une application de A
dans F.

Soit a appartenant @ A. On dit que f est continue en a si sa limite en a existe (et elle vaut alors
nécessairement f(a)).

Cela équivaut a : 31(17121}1 f(x) = f(a).
XF+a

Rem: Dire que f est continue en a peut s’écrire :
q p

Ve>0,3da>0telque Vx € A, ||[x —allp <a = |f(x) - f(a)||p < e
ou encore :
VYV e U(f(a), U € U(a) tel que F(UNA) C V.

Rem: La notion de voisinage étant une notion topologique, I'écriture précédente montre que la notion
de continuité est inchangée si on remplace 'une des normes (dans E ou F) par une norme
équivalente.

Mais il se peut qu'une fonction soit continue au sens de certaines normes mais pas au sens d’autres
normes (voir exemples sur la feuille d’exercices).

Si f est définie sur A\ {a} aveca € A etsi £ = )1(11)1}2 f(x) existe, on peut définir une application

x#a

AUu{a} — F
f: Loy Jf six#a
l six=ua

j? est évidemment continue en a et s’appelle le prolongement par continuité de f en a

Théoreme 10: caractérisation séquentielle de la continuité

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, f une application de A
dans F, et a € A. Alors

f est continue en 4 si et seulement si pour toute suite (a,) d’éléments de A qui converge vers a, la
suite f(a,) converge vers f(a).

1& Démonstration:

| C’est une conséquence directe de la définition de la limite et du théoréme 2 page 2 (caractérisation séquentielle de la limite).

Comme conséquences des théorémes concernant les opérations sur les limites, on obtient directement :
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‘Théoreme 11:

1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, f et g deux
applications de A dans F, et a € A.

Si f et g sont continues en a, alors f + g est continue en a.

2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, f une application
de A dans F, ¢ une application de A dans K et a € A.

Si f et ¢ sont continues en 4, alors 'application ¢.f est continue en a.

3. Soit E un espace vectoriel normé, A une partie non vide de E, f et ¢ deux applications de A
dans K eta € A.
f

Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0, alors 3 est continue en 4.

4. Soient E,F,G trois espaces vectoriels normés, A une partie de E et B une partie de F.
Soit f € A(A,F) telle que f(A) C B, et g € A(B,G)
Si f est continue en a € A etsi g est continue en f(a), alors g o f est continue en a.

II.2. Continuité globale

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, f une application de A
dans F.

On dira que f est continue sur A si elle est continue en tout point a € A.

L’ensemble des applications continues sur A et a valeurs dans F se note ¢(A, F).

En utilisant les théorémes concernant les opérations sur les limites, on obtient directement le résultat
suivant :

Théoréme 12:

% (A, F) est un sous-espace vectoriel de A(A, F).

Un cas particulier important d’applications continues sur une partie est le suivant :

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E, f une application de A
dans F.

On dit que f est lipschitzienne sur A s’il existe un réel k > 0 tel que :

V(xy) € A%, [ f) — fWllp <kllx—ylg -

On dit alors que f est k-lipschitzienne (k n’est pas unique!)

Remarques

1. Si I'on remplace I'une des normes par une norme équivalente, le fait que f est lipschitzienne est
inchangé, mais le rapport k est modifié.

2. Lorsque E =R et f de classe ¢!, pour que f soit k-lipschitzienne sur A il faut et il suffit que f’ soit
bornée sur A, en vertu de I'inégalité des accroissements finis.

| Avec les mémes notations, si f est lipschitzienne sur A, alors f est continue sur A.

1& Démonstration:
| Immédiat car, compte tenu de l'inégalité || f(x) — f(y)||p < k||x —y|/z ona ;iglf(y) = f(x).
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Rem: Il existe cependant des applications continues et non lipschitziennes, comme le montre I'exemple
de la fonction x — /x sur Ry .

Corollaire 4.1: cas particulier important
L’application « norme > E — R est continue.
x — [|x[g

1&g Démonstration:

En effet, en vertu de l'inégalité triangulaire :

Y(x,y) € E?,

il = lyll| < Ilx =l

elle est donc lipschitzienne de rapport 1.

Théoréme 13:

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et f une application continue de E dans F. Alors :
a) I'image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert de E.
b) I'image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E.

1&g Démonstration:

— a) <= b)car,si B estune partiede F, f"I(F\ B) = E\ f~1(B) ; en effet :
x€ fHF\B)<= f(x) EF\B<= f(x)¢ B<=x¢ f 1(B) <= x € E\ f }(B).
— Démontrons b) : supposons donc f continue sur E, soit B un fermé de F, et A = f~1(B).
- Si A =@, A estbien un fermé!

— Sinon, pour prouver que A est fermé, on utilise la caractérisation séquentielle.

Soit (a,;) une suite d’élémentsde A = f -1(B) qui converge vers a € E. Alors la suite de terme général b, = f(a,,) est une
suite d’éléments de B, et elle converge vers f(a) puisque f est continue.

B étant un fermé, on a f(a) € B (caractérisation séquentielle), donc finalement a € f “1B) =4, cqfd.

Exemples

1. Soit : R — IR, continue. Alors (par exemple) :
{x € R| f(x) > 0} estun ouvertde R.
{x € R | f(x) > 0} estun fermé de R.
{x e R| f(x) = 0} estun fermé de R.
1& Démonstration:
En effet, le premier de ces ensembles est 'image réciproque, par I'application continue f, de I'intervalle ]0; 4-oo[ qui est un
ouvert de IR, le second celle de l'intervalle [0;+oo[, qui est un fermé de R et le troisieme celle du singleton {0} qui est un
fermé de R.
2. Soient f,g: R — R, continues. Alors (par exemple) :
{x e R| f(x) < g(x)} estun ouvert de R.
{x e R| f(x) < g(x)} est un fermé de R.
& Démonstration:

En effet, le premier de ces ensembles est 1'image réciproque, par 'application continue f — g, de l'intervalle |—co;0[ qui est
un ouvert de IR, et le second celle de I'intervalle ]—o0;0], qui est un fermé de R.

3. Soit f € €(R,R) et soient
r={@yeR ) y = f()} le graphe de f
& ={(xyeR ) y > f(x)} V'épigraphe de f
&' ={(xy) e R |y > f()}

Alors T et & sont des parties fermées de R? et &’ est une partie ouverte de R?.
& Démonstration:
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Considérons ¢: R*> — R Puisque les applications coordonnées (x,y) — x et (x,y) — y sont continues (voir un
(v y) — y—flx).
peu plus loin, prop. 5), ¢ est continue sur R?.

Pour conclure, il suffit alors d’utiliser le th. précédent, en remarquant que :

F=¢1({0}), , =9 1(0;+] et & =¢ '(J0;+oo].

4. Dans un espace vectoriel normé E, toute boule fermée 5 f(a, r) est un fermé.
&= Démonstration:
En effet, I'application x ~ |la — x|| est continue, et By(a,r) est I'image réciproque par cette application de l'intervalle réel
fermé [0;r].
5. L'ensemble GL,(K) des matrices carrées d’ordre n inversibles est un ouvert dans M, (K).
& Démonstration:

car c’est 'image réciproque de R*, qui un ouvert de R, par l'application continue det (la continuité du déterminant sera
montrée un peu plus loin).

I1.3. Cas de la dimension finie

I1.3.1. Formes linéaires coordonnées

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie 1, et % = (ey,...,e,) une base de E.
On rappelle que, pour tout i € [1;1] on peut considérer la forme linéaire coordonnée e définie par :
n
six= inei avec x; € K, alors €7 (x) = x;.
i=1

| Les applications e} : E — K sont continues.

1& Démonstration:
Puisque toutes les normes dans E de dimension finie sont équivalentes, munissons E de la norme || ||, -
Six= 'il xiej ety = 'il yie; sont deux éléments de E, on a alors
i= i=
lex(x) —er )| =[x —vil < llx —yllo
donc ¢} est lipschitzienne de rapport 1, donc continue.

Une conséquence importante en est le théoreme suivant :

Théoréme 14:

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie 1, rapporté a une base %.
Si f: A C E — K est une fonction polynomiale en les coordonnées, alors f est continue.

1&g Démonstration:

L'énoncé signifie que f est combinaison linéaire d’applications de la forme :

k .
2k aveck; € N*eti; € [1;n]

n
_ ky
X = Z;x,e, — X iy
i

et puisque les applications x — xj; sont continues d’apres la proposition précédente, le résultat découle de ceux sur les opérations
sur les fonctions continues.

Exemple

Mu(K) — K
M +— detM

En effet, on a démontré dans un chapitre précédent que le déterminant d’une matrice M = (m;;) est
une somme de termes de la forme m;, 1m;,5 - - - m;, ,, c’est donc une fonction polynomiale des m; ;,
qui sont les coordonnées de M dans la base canonique (E; ).

L’application det : { est continue.

Cours PSI* — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 9/15 13 octobre 2022



CHAPITRE VIII -LIMITES - CONTINUITE (COURS COMPLET) PSI* 22-23

I1.3.2. Cas d’une fonction a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie

On suppose ici que f est une application définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E, a valeurs
dans un espace vectoriel normé F de dimension finie. Soit # = (ey, . ..,e,) une base de F.
Pour tout x € A, f(x) peut s’écrire, dans la base % sous la forme :

f@) =) filxe;
i=1

Les f;, définies sur A et a valeurs dans K, s’appellent les applications coordonnées de f.On remarque que
I'ona: fi=¢jof.

‘Théoreme 15:

n
Avec les mémes notations, si 2 € A, pour que f admette une limite £ = ) _ {;e; € F quand x tend
i=1
vers a , il faut et il suffit que, pour tout i € [1;n], f; admette une limite dans K quand x tend vers
a,eton a alors : liLn filx) = ¢;.
X—a

& Démonstration:
— Supposons lign f(x) = {.Pour tout i € [1;n],0ona f; = e} o f, et puisque les e sont continues, le théoréeme de composition
xX—a
des limites donne liin filx) =¢f(0) = ¢;.
X—a

- Supposons maintenant }gr}? fi(x) = ¢; pour tout i.Soit ¢ > 0. Par définition de la limite, on a
Ja; >0tqVr € A, ||[x—al| <a; = |filx) — 4] <e

Sion pose & = 11313 «;,on aura, pour tout x € A tel que ||x —a|| < «, |fi(x) — ¢;| < € pour tout i, donc ||f(x) —¢||, <€, ce
<isn

qui est exactement la définition de liin fx)="2¢.
X—a

Compte tenu de la définition de la continuité en un point a I'aide de la limite, il en résulte immédiatement :

Théoréme 16:

Avec les mémes notations :

f est continue en a si et seulement si pour tout i € [1;n] f; est continue en 4.

I1.3.3. Cas d’une fonction définie sur un espace vectoriel normé de dimension finie

On considére ici des applications définies sur une partie d'un espace vectoriel normé de dimension finie
E, a valeurs dans un espace vectoriel normé F. Pour simplifier les notations, on supposera E = K" (une
base de E étant choisie, cela revient a identifier tout vecteur de E au n-uplet formé par ses coordonnées).
Puisque toutes les normes dans un espace vectoriel normé de dimension finie sont équivalentes, on munira
E delanorme || |-

Soit alors a = (ay,...,a,) € E. Pour tout i € [1;n], on notera w,; I'application :

Wyt

’

K — E
x — (a1,...,4i-1,X,4i41,...,0n)

Alors les w, ; sont continues car :
1wa,i(x) = Wa,iW)lloo = 110, -, 0,x =y, 0,...,0) | = [x — Y]

ce qui signifie que w,; est lipschitzienne de rapport 1.

Si maintenant f est une application définie sur une partie A de E, a valeurs dans F, etsi a € A, on
considérera, pour tout i € [1;n], 'application f,; = f o w,;, c’est-a-dire

AiCcK — F
fa,i:

X f(al/‘"/ai—l/x/ai—Fli‘”/a?l)

fa,i s’appelle la i-eme application partielle de f en a.

Les w,; étant continues, on a immédiatement :
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Théoréme 17:

Si f est continue en 4, alors toutes ses applications partielles f,; sont continues en a;.

f La réciproque de cette propriété est FAUSSE !
11 se peut que toutes les applications partielles de f soient continues en un point, et que f ne soit pas continue
en ce point!

R* — R

Exemple : f: 0 six=y=0

(x/y) — { Xy

x2+y?
En effet, les applications partielles en (0,0) sont égales a 1’application nulle, donc sont continues, mais f n’a
méme pas de limite en (0,0) !

sinon

I1.3.4. Théoréme des bornes atteintes

Le théoréme suivant est admis :

(Théoreme 18: fondamental

Soit K une partie fermée et bornée d'un espace vectoriel normé de dimension finie, et f une application
continue sur K, a valeurs réelles.
Alors < f est bornée sur K et atteint ses bornes >, c’est-a-dire :

dm, MER, VxeK m< f(x) <M et Fxg, x; € Ktels que m = f(xg) et M = f(x7).

ITII. Quelques rappels du cours de Sup

On vient ici d’étudier la continuité d’applications définies sur une partie d'un espace vectoriel normé et a
valeurs dans un espace vectoriel normé.

Dans le cas d’applications définies sur un intervalle I de IR, 4 valeurs dans R (une telle application s’appelle
une fonction numérique de la variable réelle), il y a des résultats supplémentaires, vus en lére année, mais
qu’il est important de rappeler.

Théoréme 19: des valeurs intermédiaires

Soit I un intervalle de R, et f: I — R une application continue.
Alors f(I) est un intervalle.

1&g Démonstration:

Rappelons qu’une partie I de R est un intervalle si et seulement si c’est une partie convexe.
Démontrer que f(I)est un intervalle revient donc & montrer que, si y; et y, appartiennenta f(I), avec par exemple y; < yo,
alors le segment [y ;1] estinclus dans f(I).

Posons donc y; = f(a) et yo = f(b) avec a,b € I, et soit y € [y1;y2] Cest-a-dire f(a) < y < f(b). Il s'agit donc de montrer que
y € f).
. 1lere méthode, par dichotomie

Posons ag =a et by = b.

On compare y a f(”—;b) tsiy < f(”—;b),on pose a1 = a et by = ”T“’ sinon on pose a4; = ”T“’ et by = b.On construit
ainsi facilement par récurrence (je ne détaille pas) une suite de segments emboités [a,;b,] tels que b, —a, = % et

f(an) < f(y) < f(by) pour tout n.
Les suites (a,) et (b,) sont adjacentes (facile), donc convergent vers un réel ¢ € [a;b] et par passage a la limite dans 1'inégalité
ci-dessus, compte trenu de la continuité de f, on obtient y = f(¢), cqfd.

. 2eme méthode, plus savante

Notons X = {x € [a;b] | f(x) <y}.Lensemble X est non vide (car il contient 2) et majoré (par b). Il admet donc une borne
supérieure, c.

Par définition de la borne supérieure, il existe une suite (x,) d’éléments de X telle que nl_i}rilw Xp = C; par passage a la limite,
puisque f est continue, les inégalités f(x,) <y impliquent f(c) <y.

D’autre part, soit ¢ = b, et dans ce cas, puisque y < f(b), y = f(b) donc y € f(I), soit ¢ < b et alors, pour n assez grand,
¢+ 1 appartient a [a;b] ; par définition de la borne supérieure, f (c + 1) >y, et par passage a la limite, on obtient f(c) >y
et la encore, finalement, f(c) = y donc y € f(I), cqfd.
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Conséquences :
1. Le théoreme peut aussi s'énoncer ainsi : si f est continue sur [a;b] a valeurs réelles, et si y est compris
entre f(a) et f(b), il existe x compris entre a et b tel que y = f(x).
2. En particulier, si f est continue sur [a;b] a valeurs réelles, et si f(a)f(b) < 0, alors il existe ¢ € ]a;b[
tel que f(c) =0.
3. Si f € €(I,R) ne s’annule pas sur I, alors f a un signe constant sur I.

4. L'image d'un segment par une application continue a valeurs réelles est un segment.
Exercices d’application

1. Soit f continue sur [a;b], a valeurs dans [a;b]. Montrer qu’il existe ¢ appartenant a [a;b] tel que

fle)=c.

On applique le théoréeme des valeurs intermédiaires a la fonction g: x +— f(x) — x : g est continue comme différence de
fonctions continues, et puisque f est a valeurs dans [a;b] ona g(a) > 0 et g(b) < 0.

2. Soit A une partie convexe non vide d'un espace vectoriel normé E et f: A — R une fonction
continue.
Soit a et b deux points de A et y un réel compris entre f(a) et f(b).

Montrer qu’il existe x € A tel que f(x) =y.

Soit ¢: [0;1] — E définie par ¢(t) = a+t(b —a). ¢ esta valeurs dans A puisque A est convexe, donc par composition
f © ¢ est continue sur le segment [0;1] et a valeurs réelles.

Comme (f o ¢)(0) = f(a) et (f o ¢)(1) = f(b), par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe t € [0;1] tel que
(fep)t) =y

Pour x = ¢(f) € A,onaalors y = f(x).

Théoreme 20: de bijection

Soit f une fonction définie sur un intervalle I a valeurs dans R.
Si f est continue et strictement monotone sur I, alors f permet de définir une bijection (que 1’on notera
encore f)de I sur | = f(I), et la bijection réciproque f~! est continue sur | et de méme monotonie

que f.

1&g Démonstration:

(H.P) o Il est facile de montrer que la stricte monotonie de f implique son injectivité (si x # y ona x < y ou x > y donc
f(x) < f(y) ou f(x) > f(y) et en particulier f(x) # f(y)), donc f est bijective de I sur | = f(I), qui est bien un intervalle par le
théoreme des valeurs intermédiaires.

o Le fait que f~1: ] :— I est strictement monotone de méme sens que f est facile : si par exemple f est croissante et si y1, y2
dans ] sont tels que y; < y2 alors en posant x; = f _l(yl) etxy=f ‘1(y2) on a forcément x; < x; (par I'absurde).

o Il reste a montrer que f est continue sur |, cest-a-dire continue en tout point yy € J. Supposons par exemple f strictement
croissante.

o
Posons alors xo = f~!(yg) et supposons que x appartienne a I (le cas o1 xy est éventuellement une extrémité de I se traite de
maniére similaire). On peut donc trouver a > 0 tel que Jxo —a;xo +a[ C I.
Soit alors & > 0. Quitte a remplacer « par min(a, €) on peut supposer & < ¢. On a alors :

flxo —a) < f(xo0) = yo < f(xo0 +«)

donc on peut poser
flxo—a)=yo—wa1 et flxo+a)=yo+ay avecwa; >0.

Et puisque f —1 est strictement croissante on a, en posant f = min(xy, a2) > 0 :

Yy €lyo—Biyo+ B[ v € Jyo— a1;y0 — a2[ done f1(y) € ]f_l(yo *al);f_l(yo+0é2)[: Jxo —a;x0 +af Clxg —e;x0 + €[

et on reconnait la définition de la continuité de f T en Yo, cqfd.

Il existe une sorte de réciproque au théoreme précédent :

Théoréme 21:

Si f est une bijection continue d’un intervalle I sur l'intervalle | = f(I), alors f est strictement
monotone.
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& Démonstration:
Supposons f non strictement monotone. Alors il existe a, b, c € I telsque a < b < c et
[f(a) < f(b) et f(o) < f(b)] ou [f(a) > f(b) et f(c) > f(b)]

Quitte a changer f en —f, on peut supposer qu’on est dans le ler cas. De plus, f étant injective, les inégalités larges ci-dessus
sont en fait des inégalités strictes. Notons alors M = max ( f(a), f (b)) , de sorte que M < f(b).

Le théoreme des valeurs intermédiaires (et I'injectivité de f) montre alors que :

dx; €[a;b[tqf(x1)) =M et Fxy €]b;c]tq f(x2) = M.

On a ainsi trouvé x; < x7 tels que f(x1) = f(x2), contradiction.

IV. Applications linéaires continues

(Théoreme 22: Caractérisations d’une application linéaire continue

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et u € Z(E,F). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) u est continue;

(b) 1l existe un réel k > 0 tel que, pour tout x € E, ||u(x)||p < k||x||g;

(c) u est lipschitzienne.

1& Démonstration:

(a) = (b) Supposons u linéaire continue; en particulier, elle est continue en Of . Cela implique, en appliquant la définition
avec ¢ = 1, puisque u(0g) = Of :

Ja>0tq [|x]| < a = |Ju@x)| <1

Pour tout x non nul de E, on a alors ‘

por| = e done u (g ) = |

ﬁu(x)” < 1 puis [|lu(x)|| < 1 ||x||, et cette égalité
reste vraie pour x = 0.
(b) = (c) : Si ||u(x)|| < k||x|| pour tout x, on a alors, pour tout (x,y) € E? :

[[ux) = u@)ll = [Ju(x =yl <kllx =yl
donc u est k-lipschitzienne.

(c) = (a) est immédiat.

Remarques

1. Une application linéaire n’est pas nécessairement continue!
Exemple : on munit 1'espace vectoriel R[X] de la norme || ||,, définie par :

si P =Y a,X!, |P||, = max|a;]

Soit ¢ la forme linéaire définie sur R[X] par ¢(P) = P(1). Alors, pour P, =1+ X+...+ X" (n € IN),
ona |[Pyll, =1, et ¢(Py) = n+ 1.1l ne peut donc pas exister de constante k telle que, pour tout P on
ait |¢(P)| < k|[P||  donc ¢ n’est pas continue.

2. Une application linéaire peut étre continue pour une norme, mais pas pour une autre! (si elles ne sont
pas équivalentes).
Exemple : si 'on reprend I'exemple précédent, lorsqu’on munit R[X] de la norme || ||; définie par
HZaiXiul =Y |aj|, alors ¢ est continue! En effet, |p(P) = |P(1)| = |La;| < ¥ |ai| = ||P||;, donc ¢ est
continue en vertu de la propriété (b).

Cependant, on a le résultat (important) suivant :

Théoréme 23:

Si E est de dimension finie, toute application linéaire u € -Z(E, F) est continue.

1&g Démonstration:

E étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes. Soit % = (ey,...,e,) une base de E, que I'on munit de la
norme || ||; associée.
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n
Onaalors, si u € Z(E,F) et x =Y xje;
i=1

lu@)|p = HZ x;u(e;)
i=1

n
<Y |xil [Jucen)|
F i=1

n
<kY|x k= »
kL bl aveck= max fute)ls

Ainsi, ||u(x)||p < k|x]|;, ce qui prouve que u est continue.
Exemples

1. L'application < trace > est une forme linéaire continue sur M, (K).
2. L'application < transposée > est une application linéaire continue de M 4(K) sur M, ,(K).

3. Soit A € M;(K) fixée. L’application M — AM est un endomorphisme continu de M, (K).

V. Applications multilinéaires continues

(Théoreme 24:

Soient (Ej)1<i<p p espaces vectoriels normés, muni chacun d’une norme notée || ||;.

P
On munit I'espace vectoriel produit E = [ [ E; de la norme || ||,, définie par
i=1
‘v’x:(x1,...,xp)€E, ”xHoo = Igax ||xi||i

i<p

Soit F un espace vectoriel normé, et u : E — F une application p-linéaire. Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) u est continue.
(b) 1l existe un réel k > 0 tel que, pour tout x = (x1,...,xp) € E, on ait
[uter, - xp)|| < Kllxally - llxzlly - - - [l

1& Démonstration:

(a) = (b) :

Supposons u continue; en particulier, elle est continue en 0, ce qui s’écrit :

Ja>0tq [|lx] | <a= u@)lp <1

Soit x = (x1,...,Xp) € E tel quaucun des x; ne soit nul. Si l'on pose x = ﬁx; pour tout i € [1;p] et ¥’ = (x},...,x},),
alors ||x’||oc =« donc |ju(x)||p <1.
1
Par multilinéarité on en déduit ||u(x)||; < 7 lxally - llx2lly - - - prHp , et ce résultat subsiste sil’un des x; est nul.
(b) = (a) :

Supposons (c) vérifiée, et soit a € E. Montrons que u est continue en a.
Pour simplifier I’écriture, on supposera ici p = 2. Soit donc x = (x1, x2) et a = (a;,a2) dans E.On a
u(x) — u(a) = u(xy, x2) — u(ay, az)
= u(x1, Xx2) — u(ay, x2) + u(ay, x2) — u(ay, az)
= u(xy — a1, x2) + u(ay, x2 — az)

donc

lu(x) — u(@)|| < ||u(xy — ay, x2)|| + [|ulay, x2 — az) ||
Skllxg = mll |x2| + k& flaa || |x2 — az|]
<k

(2l + llaall) flx — all

ce qui montre que Jl(lgf}7 u(x) = u(a).

Exemple

Si E est un espace préhilbertien réel, c’est-a-dire un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire
{ ExE — R
¢
(y) — (ly)

Cela découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et du théoreme précédent.

, alors ¢ est une forme bilinéaire continue.
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Théoréme 25:

Si Ey,...,Ep sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors toute application p-linéaire sur
Ei1 X - - - X Ep est continue.

1& Démonstration:

La encore, pour simplifier 1’écriture, on supposera ici p = 2.
Soit (eq,...,e,) une base de E; et (e’l, ...,e},) une base de E,. Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie étant
équivalentes, on supposera E; et E; munis chacun de la norme || ||, .

n m
Soient x = ) xe; € Ey ety = Y, y]-e} € E;.Ona
i=1 j=1
n m

/ /
u(x,y) =u | Y xie, Y yje; | =Y xiyuleie))
=1 j=1 i
d’ot, d’apres l'inégalité triangulaire :

e, )l < X il jyg| e e -
L]

Si on note alors k =} Hu(e,-, e})
ij

_puisque || < [|x]l et [yj] < ylle, on aura luGe, )y < Kxlle - 3]

Exemples
1. Si E est un espace vectoriel de dimension n rapporté a une base #, 'application detyz qui a toute
famille de n vecteurs de E associe son déterminant dans la base % est continue.
2. Dans M, (K), I'application qui a deux matrices A et B associe leur produit AB est bilinéaire continue.

Cela permet alors de dire, en utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité, que si deux suites
(An)nen et (Bp)new de matrices de M(KK) convergent vers deux matrices A et B respectivement,
alors la suite (A,B;) converge vers AB.

Cela permet aussi, par exemple, de démontrer que l'application A — A? est continue sur M(K),
comme composée de l'application <« produit > et de I'application linéaire continue A — (4, A).
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