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ST Définitions et premiéres propriétés

Définitions et premiéres propriétés

Définition 1

Soit (un)pen une suite d'éléments de K.
n
On appelle série de terme général u, la suite de terme général S, ou S, = > uy.

k=0
Cette série se note de facon abrégée : >~ uy; S, s'appelle la somme partielle d'indice n de la série.
neEN

éries de riombres réels ou complexes Novembre 2022



ST Définitions et premiéres propriétés

Définitions et premiéres propriétés

Définition 1

Soit (un)pen une suite d'éléments de K.
n
On appelle série de terme général u, la suite de terme général S, ou S, = > uy.

k=0
Cette série se note de facon abrégée : >~ uy; S, s'appelle la somme partielle d'indice n de la série.
neEN

Remarques

n
@ Sila suite (u,) n'est définie qu'a partir d’'un certain rang ny, on posera, pour n > ng, S, = > u. La série se note

k=ng
alors > up.
n>ny
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ST Définitions et premiéres propriétés

Définitions et premiéres propriétés

Définition 1

Soit (un)pen une suite d'éléments de K.
n
On appelle série de terme général u, la suite de terme général S, ou S, = > uy.

k=0
Cette série se note de facon abrégée : >~ uy; S, s'appelle la somme partielle d'indice n de la série.
neEN

Remarques

n
@ Sila suite (u,) n'est définie qu'a partir d’'un certain rang ny, on posera, pour n > ng, S, = > u. La série se note

k=ng
alors > up.
n>ngy
@ Important : lien suites-séries
A toute série est associée, par définition, la suite de ses sommes partielles.

Mais, réciproquement, a toute suite (S,), on peut associer la série de terme général uy,, ot : up = S et
u, = Sp — Sp—1 pour n > 1. Les S, sont alors les sommes partielles de la série > u,.
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SIS Définitions et premiéres propriétés

Définitions et premiéres propriétés

Définition 1

Soit (un)pen une suite d'éléments de K.
n

On appelle série de terme général u, la suite de terme général S, ou S, = > uy.

k=0
Cette série se note de facon abrégée : >~ uy; S, s'appelle la somme partielle d'indice n de la série.
neEN

Remarques

n
@ Sila suite (u,) n'est définie qu'a partir d’'un certain rang ny, on posera, pour n > ng, S, = > u. La série se note

k=ny
alors > up.
n>ngy
@ Important : lien suites-séries

A toute série est associée, par définition, la suite de ses sommes partielles.

Mais, réciproquement, a toute suite (S,), on peut associer la série de terme général uy,, ot : up = S et
u, = Sp — Sp—1 pour n > 1. Les S, sont alors les sommes partielles de la série > u,.

Cela permet dans certains cas d’étudier une suite (ici la suite (S,)) en utilisant les résultats que nous allons voir sur
les séries (ici la série de terme général u,).
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Définitions et premiéres propriétés

Définition 2

On dit qu'une série de terme général u, est convergente si la suite (S,) de ses sommes partielles est

+oo
convergente dans K. On note alors > uy, appelée somme de la série, la limite de Sy, soit :

k=0
+0oo n
uy = lim E u,
kg(l K n—+oo —o K

Une série non convergente est dite divergente.
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Définitions et premiéres propriétés

Définition 2

On dit qu'une série de terme général u, est convergente si la suite (Sp) de ses sommes partielles est

+oo
convergente dans K. On note alors > uy, appelée somme de la série, la limite de Sy, soit :

k=0
+0oo n
uy = lim E u,
kz::o K n—+oo —o K

Une série non convergente est dite divergente.

Lécriture > up est une simple notation pour désigner la série de terme général up,.
neN

400

Cependant, I'écriture > uy ne doit, elle, n’étre utilisée qu’aprés avoir démontré la
k=0

convergence de la série!

De plus, il ne faut jamais oublier que cette derniére écriture désigne une limite, donc
tout calcul rigoureux sur les séries doit faire appel aux théorémes sur les limites de suites.
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SIS Définitions et premiéres propriétés

Définition 2

On dit qu'une série de terme général u, est convergente si la suite (Sp) de ses sommes partielles est

+oo
convergente dans K. On note alors > uy, appelée somme de la série, la limite de Sy, soit :

k=0
+o0 n
uy = lim E u,
kz::[) K n—-+o00 —o K

Une série non convergente est dite divergente.

Lécriture > up est une simple notation pour désigner la série de terme général up,.
neN

400
Cependant, I'écriture > uy ne doit, elle, n’étre utilisée qu’aprés avoir démontré la
k=0
convergence de la série!
De plus, il ne faut jamais oublier que cette derniére écriture désigne une limite, donc
tout calcul rigoureux sur les séries doit faire appel aux théorémes sur les limites de suites.

Remarques

@ On ne change pas la nature d’'une série (convergence ou divergence) si on considére seulement les
sommes partielles & partir d'un certain rang ny (mais la valeur de la somme éventuelle change...).
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SIS Définitions et premiéres propriétés

Définition 2

On dit qu'une série de terme général u, est convergente si la suite (Sp) de ses sommes partielles est

+oo
convergente dans K. On note alors > uy, appelée somme de la série, la limite de Sy, soit :

k=0
+o0 n
uy = lim E u,
kz::[) K n—-+o00 —o K

Une série non convergente est dite divergente.

Lécriture > up est une simple notation pour désigner la série de terme général up,.
neN

400
Cependant, I'écriture > uy ne doit, elle, n’étre utilisée qu’aprés avoir démontré la
k=0
convergence de la série!
De plus, il ne faut jamais oublier que cette derniére écriture désigne une limite, donc
tout calcul rigoureux sur les séries doit faire appel aux théorémes sur les limites de suites.
Remarques
@ On ne change pas la nature d’'une série (convergence ou divergence) si on considére seulement les
sommes partielles & partir d'un certain rang ny (mais la valeur de la somme éventuelle change...).

@ De méme, si deux séries ne différent que d’'un nombre fini de termes, elles sont de méme nature.
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Définitions et premiéres propriétés

Définition 3

+oo
Soit Y up une série convergente, et S = > u; sa somme. On appelle reste d'ordre n de cette série le
neN k=0
+oo
nombre: Ry =S—S,= > u.
k=n+1
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Définitions et premiéres propriétés

Définition 3

+oo
Soit Y up une série convergente, et S = > u; sa somme. On appelle reste d'ordre n de cette série le
neN k=0
+oo
nombre: Ry =S—S,= > u.
k=n+1

Rem : On a les relations : Vn € N*, u, = R,_; — Ry et lim R, =0.
n—+oo
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Définitions et premiéres propriétés

Définition 3

+oo
Soit Y up une série convergente, et S = > u; sa somme. On appelle reste d'ordre n de cette série le
neN k=0
+oo
nombre: Ry, =S—S,= > .
k=n+1

Rem : On a les relations : Vn € N*, u, = R,_; — Ry et lim R, =0.
n—+oo

Théoréme 1: Condition nécessaire de convergence

Si la série de terme général u, converge, alors lim u, = 0.
n—+00
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Définitions et premiéres propriétés

Définition 3

+o0
Soit Y up une série convergente, et S = > u; sa somme. On appelle reste d'ordre n de cette série le
neN k=0
+o0
nombre: Ry, =S—S,= > .
k=n+1
Rem : On a les relations : Vn € N*, u, = R,_y — Ry et lim R, =0.
n—-4o00

Théoréme 1: Condition nécessaire de convergence

Si la série de terme général u, converge, alors lim u, = 0.
n—+00

Démonstration

On sait que que up, = S, — Sp—1. Si lim S, = S existe, on en déduit immédiatement que
lim u, =5—5=0.
n— 0o
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Définitions et premiéres propriétés

Définition 3

+o0
Soit Y up une série convergente, et S = > u; sa somme. On appelle reste d'ordre n de cette série le
neN k=0
+o0
nombre: Ry, =S—S,= > .
k=n+1
Rem : On a les relations : Vn € N*, u, = R,_; — Ry et lim R, =0.
n—-4o00

Théoréme 1: Condition nécessaire de convergence

Si la série de terme général u, converge, alors lim u, = 0.
n—+00

Démonstration

On sait que que up, = S, — Sp—1. Si lim S, = S existe, on en déduit immédiatement que
lim u, =5—5=0.
n— 0o

Définition 4

Une série dont le terme général ne tend pas vers 0 est dite grossiérement divergente.
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Définition 3

+o0
Soit Y up une série convergente, et S = > u; sa somme. On appelle reste d'ordre n de cette série le
neN k=0
+o0
nombre: Ry, =S—S,= > .
k=n+1
Rem : On a les relations : Vn € N*, u, = R,_; — Ry et lim R, =0.
n—-4o00

Théoréme 1: Condition nécessaire de convergence

Si la série de terme général u, converge, alors lim u, = 0.
n—+00

Démonstration

On sait que que up, = S, — Sp—1. Si lim S, = S existe, on en déduit immédiatement que
lim u, =5—5=0.
n— 0o

Définition 4

Une série dont le terme général ne tend pas vers 0 est dite grossiérement divergente.

PSI* (Lycée dArsonv: Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Définitions et premiéres propriétés

Exemple important : la série harmonique

1
La série harmonique . — est divergente (cependant, son terme général tend vers 0!)
neN* I
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Définitions et premiéres propriétés

Exemple important : la série harmonique

1
La série harmonique . — est divergente (cependant, son terme général tend vers 0!)

neN* I
) ) n m 1
1 méthode : Soit S, = > —. Alors: S, — Sy = >, —=2n- — = — -
k=1 k k=n+1 k 2n 2
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Définitions et premiéres propriétés

Exemple important : la série harmonique

1
La série harmonique . — est divergente (cependant, son terme général tend vers 0!)
neN* I

n 2n ] 1 1
1 méthode : Soit S, = > —. Alors: S, — Sy = >, — > n- — =
ok k=nt1 k 2n 2

Si (Sn) était convergente, on devrait avoir IiT (S2n — Sn) = 0 d'out la contradiction .
n— +o0
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Définitions et premiéres propriétés

Exemple important : la série harmonique

1
La série harmonique . — est divergente (cependant, son terme général tend vers 0!)
neN* I

n 2n ] 1 1
1 méthode : Soit S, = > —. Alors: S, — Sy = >, — > n- — =
ok k=nt1 k 2n 2

Si (Sn) était convergente, on devrait avoir IiT (S2n — Sn) = 0 d'out la contradiction .
n— +o0

2¢ méthode : Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction In sur l'intervalle [k; k +1] (k € N*)
donne :

Jc € Jk;k+1[ tel que In(k+1) —Ink =

)

[
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Définitions et premiéres propriétés

Exemple important : la série harmonique

1
La série harmonique . — est divergente (cependant, son terme général tend vers 0!)
neN* I

n 2n ] 1 1
1 méthode : Soit S, = > —. Alors: S, — Sy = >, — > n- — =
ok k=nt1 k 2n 2

Si (Sn) était convergente, on devrait avoir IiT (S2n — Sn) = 0 d'out la contradiction .
n— +o0

2¢ méthode : Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction In sur l'intervalle [k; k +1] (k € N*)
donne :

)

Jc € Jk;k+1[ tel que In(k+1) —Ink =

[

1 1 1
dou:Vke N, T <In(k+1) —Ink < E,puis,pourk22:|n(k+l)—|nk<

o iglnk—ln(k—l)‘
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SIS Définitions et premiéres propriétés

Exemple important : la série harmonique

1
La série harmonique . — est divergente (cependant, son terme général tend vers 0!)
neN* I

n 2n ] 1 1
I méthode : Soit S, = > —. Alors : S, — S, = >, — > n- — =
ok k=nt1 k 2n 2

Si (Sn) était convergente, on devrait avoir IiT (S2n — Sn) = 0 d'out la contradiction .
n— +o0

2¢ méthode : Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction In sur l'intervalle [k; k +1] (k € N*)
donne :

)

Jc € Jk;k+1[ tel que In(k+1) —Ink =

[

1

1
dou:Vke N, <In(k+1) —Ink < E,puis,pourk22:|n(k+l)—|nk< P < Ink —In(k —1).

k+1

En additionnant ces inégalités pour k € [2; n], on obtient, aprés télescopage :
In(n+1) —2< S, —1<Inn

et finalement: In(n+1) = IN2+1< S, < Inn+1.

PSI* (Lycé ' Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



SIS Définitions et premiéres propriétés

Exemple important : la série harmonique

1
La série harmonique . — est divergente (cependant, son terme général tend vers 0!)
neN* I

n 2n ] 1 1
I méthode : Soit S, = > —. Alors : S, — S, = >, — > n- — =
ok k=nt1 k 2n 2

Si (Sn) était convergente, on devrait avoir IiT (S2n — Sn) = 0 d'out la contradiction .
n— +o0

2¢ méthode : Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction In sur l'intervalle [k; k +1] (k € N*)
donne :

)

Jc € Jk;k+1[ tel que In(k+1) —Ink =

[

1

1
dou:Vke N, <In(k+1) —Ink < E,puis,pourk)2:|n(k+l)—|nk< P < Ink —In(k —1).

k+1
En additionnant ces inégalités pour k € [2; n], on obtient, aprés télescopage :
In(n+1) —In2< S, —1<Inn

et finalement : In(n+1) —In2+1< S, < Inn+1. Ce dernier encadrement montre que :

. . Sn
e lim S, = 400 : la série diverge. e lim — ) =1cest-a-dire S, ~ Inn.
n— 00 n—=oo \ Inn n—+oo
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SIS Définitions et premiéres propriétés

Exemple important : la série harmonique

1
La série harmonique . — est divergente (cependant, son terme général tend vers 0!)
neN* I

n 2n ] 1 1
I méthode : Soit S, = > —. Alors : S, — S, = >, — > n- — =
k=1 k k=n+1 k 2n 2

Si (Sn) était convergente, on devrait avoir IiT (S2n — Sn) = 0 d'out la contradiction .
n— +o0

2¢ méthode : Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction In sur l'intervalle [k; k +1] (k € N*)
donne :

)

Jc € Jk;k+1[ tel que In(k+1) —Ink =

[

1

1
dou:Vke N, <In(k+1) —Ink < E,puis,pourk)2:|n(k+l)—|nk< P < Ink —In(k —1).

k+1
En additionnant ces inégalités pour k € [2; n], on obtient, aprés télescopage :
In(n+1) —In2< S, —1<Inn

et finalement : In(n+1) —In2+1< S, < Inn+1. Ce dernier encadrement montre que :

. . Sn
e lim S, = 400 : la série diverge. e lim — ) =1cest-a-dire S, ~ Inn.
n— 00 n—=oo \ Inn n—+oo

En résumé :

n o1
la série harmonique diverge et ses sommes partielles vérifient: 3> —  ~  Inn.
k=1 n—+oo
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de séries classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :
n n+1 sig=1
Sn = Z q = 1— qn+1
k=0 —q

sinon.
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de s classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1
Sn:qu: ]_qn+1
k=0

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de séries classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1

Si=3d =11 g

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q

Démonstration

La série diverge évidemment pour g = 1, puisque alors S, = n+1 — +o0.
n——+o00o
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de s classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1

Si=3d =11 g

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q

Démonstration
La série diverge évidemment pour g = 1, puisque alors S, = n+1 — +o0.
n——+o00

Sinon, la série converge si et seulement si la suite (g") converge.
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de séries classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1

Si=3d =11 g

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q

Démonstration
La série diverge évidemment pour g = 1, puisque alors S, = n+1 — +o0.
n——+o00

Sinon, la série converge si et seulement si la suite (g") converge.

@ Si|g| >1alors lim |g"| = +oo0 : la suite (¢"), non bornée, diverge.
n—-+oo
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de séries classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1

Si=3d =11 g

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q

Démonstration

La série diverge évidemment pour g = 1, puisque alors S, = n+1 —+> +o0.
n——+00o

Sinon, la série converge si et seulement si la suite (g") converge.

@ Si|g| >1alors lim |g"| = +oo0 : la suite (¢"), non bornée, diverge.
n—-+oo

. . np_ oS no_
@ Si|g| < 1alors "_I:Too\q | =0 dou "_I:Tcoq =0
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de séries classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1

Si=3d =11 g

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q

Démonstration
La série diverge évidemment pour g = 1, puisque alors S, = n+1 — +o0.
n——+o00

Sinon, la série converge si et seulement si la suite (g") converge.

@ Si|g| >1alors lim |g"| = +oo0 : la suite (¢"), non bornée, diverge.
n—-+oo
. . np_ s no_
@ Si|g| < 1alors "_I:Too |¢"| = 0 dou "_I:Tcoq =0

@ Si|g| =1et g#1, posons g=e?, 6 €]0;2n].
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de séries classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1

Si=3d =11 g

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q

Démonstration
La série diverge évidemment pour g = 1, puisque alors S, = n+1 — +o0.
n——+o00

Sinon, la série converge si et seulement si la suite (g") converge.

@ Si|g| >1alors lim |g"| = +oo0 : la suite (¢"), non bornée, diverge.
n—-+oo
. . np_ s no_
@ Si|g| < 1alors "_I:Too |¢"| = 0 dou "_I:Tcoq =0

@ Si|g| =1et g#1, posons g=e?, 6 €]0;2n].
Si la suite (e),cn était convergente vers £ € C, puisque M0 — 196" on aurait £ = €2 doti £ = 0

puisque e # 1.
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de séries classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1

Si=3d =11 g

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q

Démonstration
La série diverge évidemment pour g = 1, puisque alors S, = n+1 — +o0.
n——+o00

Sinon, la série converge si et seulement si la suite (g") converge.

@ Si|g| >1alors lim |g"| = +oo0 : la suite (¢"), non bornée, diverge.
n—-+oo
. . np_ s no_
@ Si|g| < 1alors "_I:Too |¢"| = 0 dou "_I:Tcoq =0

@ Si|g| =1et g#1, posons g=e?, 6 €]0;2n].

Si la suite (e),cn était convergente vers £ € C, puisque M0 — 196" on aurait £ = €2 doti £ = 0

puisque e # 1. Mais cela nest pas possible car || =1=> [£| = 1!

PSI* (Lycé ' i es de niombres réels ou complexes Novembre 2022



Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemples de séries classiques

Séries géométriques
Il s’agit de séries dont le terme général est celui d’'une suite géométrique. Si u, = g" (g € C), on a :

n n+1 sig=1
Sn:qu: ]_qn+1
k=0

I—q

sinon.

+oo
Donc : | la série géométrique > ¢" converge ssi |g| < 1et dans ce cas: > ¢" = o
neN n=0 —q

Remarque :

Plus généralement, si (up) est le terme général d’'une suite géométrique de raison g avec |g| < 1, et si

nyg € N, on ala formule :
+o00o
Un,
D w=
1—q

k=ng

= premier terme X —— -

I—q

PSI* (Lycée dArsonv: Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Exemples de séries classiques

Séries télescopiques

Il s’agit de séries de la forme > vy, o0 v = up — up—y (n = 1).
neN*

n
Onaalors: Sp = > v = up — up donc :
k=1

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Exemples de séries classiques

Séries télescopiques

Il s’agit de séries de la forme > vy, o0 vy = up — up—y (n = 1.
neN*

n
Onaalors: Sp = > v = up — up donc :

k=1
la série télescopique > (un — up—1) converge si et seulement si la suite (up) converge,
neEN*
+o00
et,danscecas: >, (uyx —up_1) = lim up, —up
k=1 n—+00
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Exemples de séries classiques

Séries télescopiques

Il s’agit de séries de la forme > vy, o0 vy = up — up—y (n = 1.
neN*

n
Onaalors: Sp = > v = up — up donc :

k=1
la série télescopique > (un — up—1) converge si et seulement si la suite (up) converge,
neEN*
+o00
et,danscecas: >, (uyx —up_1) = lim up, —up

= n—+oo

le1: 3% ——

Exemple 1: — =1
= n(n+1)

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Exemples de séries classiques

Séries télescopiques

Il s’agit de séries de la forme > vy, o0 vy = up — up—y (n = 1.
neN*

n
Onaalors: Sp = > v = up — up donc :

k=1
la série télescopique > (un — up—1) converge si et seulement si la suite (up) converge,
neEN*
+o00
et,danscecas: >, (uyx —up_1) = lim up, —up
k=1 n—+o00
le1: 3% ——
Exemple 1: — =1
= n(n+1)
Démonstration

n

X 1 1 1 1
On calcule les sommes partielles : S, = ; m = ; (Z — k—-H) =1- oo Nt 1

n

es de niombres réels ou complexes Novembre 2022



Exemples de séries classiques

Séries télescopiques

Il s’agit de séries de la forme > vy, o0 vy = up — up—y (n = 1.
neN*

n
Onaalors: Sp = > v = up — up donc :

k=1
la série télescopique > (un — up—1) converge si et seulement si la suite (up) converge,
neEN*
+o00 .
et,danscecas: >, (uyx —up_1) = lim up, —up
k=1 n—+o00
le1: 3% ——
Exemple 1: — =1
= n(n+1)
Démonstration

) U 1 "/ 1 1
On calcule les sommes partielles : S, = ; m = 2 (Z — k—-H) =1- oo Nt

PSI* (Lycé ' es de niombres réels ou complexes Novembre 2022
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Séries numériques

Exemple 2 :
1

~ 1
Etudier la suite de terme général u, =1+ 7 +it—=2y/n(n=0).

V2 Vn
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Séries numériques

Exemple 2 :
1

~ 1
Etudier la suite de terme général u, =1+ 7 +it—=2y/n(n=0).

V2 Vn
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemple 2 :
1

~ 1
Etudier la suite de terme général up =1+ — +---+ — —2y/n(n > ).

V2 Vn

Démonstration

Posons v, = upy1 — up. Alors, a l'aide d’un petit développement limité :

éries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemple 2
1

~ 1
Etudier la suite de terme général up =1+ — +---+ — —2y/n(n > ).

V2 Vn

Démonstration

Posons v, = upy1 — up. Alors, a l'aide d’un petit développement limité :

Vh =

m 2(Vat1-vh)
() e ((2))
7 (4o (3)) -2z +o(5)) =0 (5)

%\
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Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemple 2 :
1

~ 1
Etudier la suite de terme général up =1+ — +---+ — —2y/n(n > ).

V2 Vn

Démonstration

Posons v, = upy1 — up. Alors, a l'aide d’un petit développement limité :
1

vn:ﬁ_z(\/m—ﬁ)

1 1\ —1/2 v 1\ /2
=— (1+- =2 1+-) -1
7 (+3) ((+2)
1 1 1 1 1
=—|(1+0(-)) -2 —+0(=))=0(—=5),
7 (+0() -2z +o(3)) =0 ()
1
ce qui montre, par comparaison a la série de terme général positif =y qui est convergente (série de
n

Riemann, voir plus loin), que la série de terme général v, est absolument convergente donc convergente
(voir les régles de comparaison plus loin).

PSI* (Lycée d Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Séries numériques Exemples de séries classiques

Exemple 2 :
1

~ 1
Etudier la suite de terme général up =1+ — +---+ — —2y/n(n > ).

V2 Vn

Démonstration

Posons v, = upy1 — up. Alors, a l'aide d’un petit développement limité :

vn:\/%—z(\/m—ﬁ)

(T
- H(ro(9)-s(E0(3)) ().

1
ce qui montre, par comparaison a la série de terme général positif —77 qui est convergente (série de
n
Riemann, voir plus loin), que la série de terme général v, est absolument convergente donc convergente
(voir les régles de comparaison plus loin).

Ainsi la série de terme général up1 — up converge, donc la suite (u,) converge.
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Exemples de séries classiques

La série harmonique alternée

ot - (="
Il s’agit de la série Z —_—

neEN*

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes

Novembre 2022



Exemples de séries classiques

La série harmonique alternée

- " (="
Il s’agit de la série Z —_—

neEN*

n o (—] k—1
Notons S, = > (=1

1 1
~———— la n-iéme somme partielle (n > 1). On écrit : — = / =14t
=k kJo

éries de riombres réels ou complexes Novembre 2022



Exemples de séries classiques

La série harmonique alternée

- " (="
Il s’agit de la série Z —_—

neEN*

n o (—] k—1
Notons S, = > (=1

1 1
~———— la n-iéme somme partielle (n > 1). On écrit : — = / =14t
=k kJo

Alors :
n '| '| n
=3 [lcotar= [ (Sh0) o
k=10 RVE
11 _ (£ 1 1 (_\n
:/Mdt: ﬂ_/(’)dt
o 1+t o 1+t Jo 1+t
—_——— — ———

=In2 =Rn
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Exemples de séries classiques

La série harmonique alternée

- " (="
Il s’agit de la série Z —_—

neEN*

n o (—] k—1
Notons S, = > (=1

1 1
~———— la n-iéme somme partielle (n > 1). On écrit : — = / =14t
=k kJo

Alors :
n '| '| n
=3 [lcotar= [ (Sh0) o
k=10 RVE
11 _ (£ 1 1 (_\n
:/Mdt: ﬂ_/(’)dt
o 1+t o 1+t Jo 1+t
—_——— — ———

=In2 =Rn

1 " 1 1
avec|Rn|</]+tdt</t"dt:n+].
0 0
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Exemples de séries classiques

La série harmonique alternée

- " (="
Il s’agit de la série Z —_—

neN*

n o (—] k—1
Notons S, = > i

1 1
la n-ieme somme partielle (n > 1). On écrit : — = / =14t
=k kJo

S"ZZ/O(—OH dt:/0 <Z(—t)"'> dt

k=1 k=1

I]__n 1 1 (_\n
:/7(’)(“: —d’—/(’)dr
o 1+t o 1+t Jo 14+t

—_—— —o —

=In2 =Rn

Alors :

1 n 1

t 1 . - .

avec|Rn|</ 1+tdt</ t"dt:n—_H~ Donc nl_l[r;oR,,:Opuls nl_|>r205,,:ln2. Ainsi :
0 0
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Exemples de séries classiques

La série harmonique alternée

- " (="
Il s’agit de la série Z —_—

neN*
(et . ] '
otons S5p = —— la n-1ieme somme partielle (n = 1). Un ecrit : — = 5
Ntskzkl partielle (n >1). O tk Otdt
=]
Alors :

N LV L
S,,—Z/O( t) 'dt_/O<Z( 1) ') dr

k=1 k=1

11 _ (£ 1 1 (_\n
:/](t)dt: dt_/(t)dt
o 1+t o 1+t Jo 1+t

—_—— —o —

=In2 =Rn

1 n 1

t 1 . - .

avec|Rn|</ ]+tdt</ t”dt:T~ Donc I_|>m R» = 0 puis I_|>m Sp = In2. Ainsi :
0 0 n n—oo n— oo

+o00 (_])k,]
la série harmonique alternée converge et Z
k=1

=1In2.
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Séries numériques ions sur les séries

Opérations sur les séries convergentes

Théoréme 2

Soient > un et > v, deux séries convergentes, de sommes respectives U et V, et soit A € K.
neN neN

Alors la série > (Aun + vp) est convergente, de somme AU + V.
neN
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Séries numériques ions sur les séries

Opérations sur les séries convergentes

Théoréme 2

Soient > un et > v, deux séries convergentes, de sommes respectives U et V, et soit A € K.

neN neN
Alors la série > (Aun + vp) est convergente, de somme AU + V.
neN
Démonstration
n n n
Posons Up = > up, Vo= D Vi, Wo=Atp+ vy et Wp=> w.
k=0 k=0 k=0
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Séries numériques ions sur les séries

Opérations sur les séries convergentes

Théoréme 2

Soient > un et > v, deux séries convergentes, de sommes respectives U et V, et soit A € K.

neN neN
Alors la série > (Aun + vp) est convergente, de somme AU + V.
neN
Démonstration
n n n
Posons Up = > up, Vo= D Vi, Wo=Atp+ vy et Wp=> w.
k=0 k=0 k=0

Puisqu'il s’agit de sommes finies, on a W, = AU, + V,, et le théoréme résulte alors des théorémes sur les
limites.
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Séries numériques ions sur les séries

Opérations sur les séries convergentes

Théoréme 2

Soient > un et > v, deux séries convergentes, de sommes respectives U et V, et soit A € K.

neN neN
Alors la série > (Aun + vp) est convergente, de somme AU + V.
neN
Remarques

@ Si > up est convergente et > v, divergente, alors > (un + vi) est divergente.
neN neN neN
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Séries numériques ions sur les séries

Opérations sur les séries convergentes

Théoréme 2
Soient > un et > v, deux séries convergentes, de sommes respectives U et V, et soit A € K.
neN neN

Alors la série > (Aun + vp) est convergente, de somme AU + V.
neN

Remarques

@ Si > up est convergente et > v, divergente, alors > (un + va) est divergente.
neN neN neEN

Démonstration

En effet, si par l'absurde la série > (un + vn) était convergente, d’aprés le théoréme précédent, il en serait
neN
de méme de la série de terme général (u, + vn) — up, ce qui n'est pas.
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Séries numériques ions sur les séries

Opérations sur les séries convergentes

Théoréme 2

Soient > un et > v, deux séries convergentes, de sommes respectives U et V, et soit A € K.

neN neN
Alors la série > (Aun + vp) est convergente, de somme AU + V.
neN
Remarques

@ Si > up est convergente et > v, divergente, alors > (un + va) est divergente.
neN neN neEN

@ Si > upet Y v, sont divergentes, on ne peut rien dire a priori de Y- (un + va).
neN neN neN

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Séries numériques ions sur les séries

Opérations sur les séries convergentes

Théoréme 2

Soient > un et > v, deux séries convergentes, de sommes respectives U et V, et soit A € K.

neN neN
Alors la série > (Aun + vp) est convergente, de somme AU + V.
neN
Remarques

@ Si > up est convergente et > v, divergente, alors > (un + va) est divergente.
neN neN neEN

@ Si > upet Y v, sont divergentes, on ne peut rien dire a priori de Y- (un + va).
neN neN neN

. 1 1 .
Par exemple, si up = — pour n >1et vp = o la série de terme général u, — v, converge
n n

mais celle de terme général up, + v, diverge.
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Séries numériques
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sur les séries

Proposition 1

Soit Y up une série de nombres complexes. La série > u, converge si et seulement si les deux séries
neN neN

> Re(un) et > Zm(up) convergent et, dans ce cas :

neN neN

+oo +oo +o0
> un= > Re(un) +1i 3 Zm(un).
n=0 n=0 n=0

Démonstration

Résulte directement du théoréme similaire sur la limite d’'une suite a valeurs dans C, en considérant les
sommes partielles.

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



sur les séries

Proposition 1

Soit Y up une série de nombres complexes. La série > u, converge si et seulement si les deux séries
neN neN

> Re(un) et > Zm(up) convergent et, dans ce cas :

neN neN

+oo +oo +oo
2o un= > Re(un) +1 3 Zm(un).
n=0 n=0 n=0

i . 2 sinnx
Exemple : Justifier 'existence et calculer : E o
n=0
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Séries numériques ions sur les séries c

Proposition 1

Soit Y up une série de nombres complexes. La série > u, converge si et seulement si les deux séries
neN neN

> Re(un) et > Zm(up) convergent et, dans ce cas :

neN neN

+oo +oo +o0
Sup= > Re(up) +i> Zm(up).
n=0 n=0 n=0

i . 2 sinnx
Exemple : Justifier 'existence et calculer : E o
n=0

Démonstration

N .
Soit N € N. Notons Sy = > S'gn"x la somme partielle d’indice N. Alors :
n=0
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Séries numériques ions sur les séries c

Proposition 1

Soit Y up une série de nombres complexes. La série > u, converge si et seulement si les deux séries
neN neN

> Re(un) et > Zm(up) convergent et, dans ce cas :

neN neN

+oo +oo +o0
Sup= > Re(up) +i> Zm(up).
n=0 n=0 n=0

i . 2 sinnx
Exemple : Justifier 'existence et calculer : E o
n=0

Démonstration
N .
Soit N € N. Notons Sy = > S'gn"x la somme partielle d’indice N. Alors :
n=0
ix \ N+1
€
N iy N X\ 1= (T)
sv=Im (L5 ) =In (X (%)) =20 | —5—
n=0 n=0 1— =
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Séries numériques

sur les séries c

Proposition 1

Soit Y up une série de nombres complexes. La série > u, converge si et seulement si les deux séries
neN

neN
> Re(un) et > Zm(up) convergent et, dans ce cas :
neN neN

+oo +oo +o0
Sup= > Re(up) +i> Zm(up).
n=0 n=0 n=0

i . 2 sinnx
Exemple : Justifier 'existence et calculer : E o
n=0

Démonstration

N .
Soit N € N. Notons Sy = > S"g—n"x la somme partielle d’indice N. Alors :
n=0

() =30 (32)) =0 [ S0

n=0 1— e

SN

2

ix i ix \ N+1 ) ) .
Or 57‘ < 1donc N lim (57) = 0 donc N lim Sy existe : la série converge, et on a:
—+oo —+o0
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Séries numériques érations sur les séries ct

Proposition 1

Soit Y up une série de nombres complexes. La série > u, converge si et seulement si les deux séries
neN neN

> Re(un) et > Zm(up) convergent et, dans ce cas :

neN neN

+oo +oo +o0
Sup= > Re(up) +i> Zm(up).
n=0 n=0 n=0

i . 2 sinnx
Exemple : Justifier 'existence et calculer : E o
n=0

Démonstration
N .
Soit N € N. Notons Sy = > S'gn"x la somme partielle d’indice N. Alors :
n=0
ix \ N+1
N iy N X\ 1= (eT)
Sy = Im (E 2"):En(z (%) ):m s
n=0 n=0 1— =
ix . ix \ N+I1 .
Or S| <1donc lim ca =0donc lim Sy existe : la série converge, et on a :
2 N—+oo \ 2 N—+o0
+oco _. —i H
sin nx 1 2(2—e™™ 2sinx
> = lim Sy=7Im ~ | =Zm ( AZ) = :
= & SRS =% [2—eX| 5 —4cos x
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Séries a termes réels pos

On étudie dans ce paragraphe les séries a termes réels positifs; puisqu'on ne change pas la nature d’'une
série si on change un nombre fini de ses termes, les résultats s’appliqueront aussi aux séries a termes réels
positifs au moins a partir d’'un certain rang.
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Séries a termes réels pos

On étudie dans ce paragraphe les séries a termes réels positifs; puisqu'on ne change pas la nature d’'une
série si on change un nombre fini de ses termes, les résultats s’appliqueront aussi aux séries a termes réels
positifs au moins a partir d’'un certain rang.

Sila série Y up est a termes réels négatifs, on pourra appliquer les résultats obtenus a la série
neN

>~ (—un), qui est de méme nature.

neN
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Séries a termes réels pi Régles de comparaison

Régles de comparaison

neN k=0
On a alors, pour n € N* : S, — S,y = u, > 0, donc la suite (S,) est croissante.
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Séries a termes réels pos Régles de comparaison

Régles de comparaison

neN k=0
On a alors, pour n € N* : S, — S,y = u, > 0, donc la suite (S,) est croissante.
D’aprés le théoréme de la limite monotone :
@ si (Sy) est majorée, la suite (Sp) converge, cest-a-dire que la série > up converge.
neN

@ si (Sy) n'est pas majorée, lim S, = 4o0; la suite (S,) diverge, c'est-a-dire que la série > up
n—+00 neN
diverge.
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SRR TR AT Régles de comparaison

Régles de comparaison

neN - i D k=0
On a alors, pour n € N* : S, — S,y = u, > 0, donc la suite (S,) est croissante.

D’aprés le théoréme de la limite monotone :

@ si (Sy) est majorée, la suite (Sp) converge, cest-a-dire que la série > up converge.

neN
@ si (Ss) nest pas majorée, n—liToo Sn = +00; la suite (S,) diverge, c’est-a-dire que la série n%:N up
diverge.
On a donc :

Théoréme 3

Une série a termes réels positifs est convergente si et seulement si la suite de ses sommes partielles est
majorée.

Ce théoréme, fondamental, est a la base de tous les résultats sur les séries a termes réels positifs.
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SRR TR AT Régles de comparaison

Théoréme 4: Régle de comparaison pour les séries a termes positifs

Soit (un)nen et (Va)nen deux suites de nombres réels telles que

0 < up < vy (au moins a partir d'un certain rang).
Alors :
@ Sila série > v, converge, la série > up converge.
neN neN

© Sila série > up diverge, la série > v, diverge.
neN neN
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SRR TR AT Régles de comparaison

Théoréme 4: Régle de comparaison pour les séries a termes positifs

Soit (un)nen et (Va)nen deux suites de nombres réels telles que
0 < up < vy (au moins a partir d'un certain rang).
Alors :

@ Sila série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN

© Sila série > up diverge, la série > v, diverge.
neN neN

Démonstration

n n
Supposons 0 < up < v pour n > ng. Alors, en notant U, = Z up et V, = Z Vg, on aura U, < Vj.
k=ng k=ng
Ainsi, en utilisant le théoréme 3 :
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Théoréme 4: Régle de comparaison pour les séries a termes positifs

Soit (un)nen et (Va)nen deux suites de nombres réels telles que

0 < up < vy (au moins a partir d'un certain rang).
Alors :

@ Sila série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN

© Sila série > up diverge, la série > v, diverge.
neN neN

Démonstration

n n
Supposons 0 < u, < vy pour n > ng. Alors, en notant U, = Z up et V, = Z Vg, on aura U, < Vj.
k=ng k=ng
Ainsi, en utilisant le théoréme 3 :

@ sila série > v, converge, ses sommes partielles V,, sont majorées, donc les sommes partielles U, de
neN
la série > u, sont majorées et la série > u, converge.
neEN
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Théoréme 4: Régle de comparaison pour les séries a termes positifs

Soit (un)nen et (Va)nen deux suites de nombres réels telles que

0 < up < vy (au moins a partir d'un certain rang).
Alors :

@ Sila série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN

© Sila série > up diverge, la série > v, diverge.
neN neN

Démonstration

n n
Supposons 0 < u, < vy pour n > ng. Alors, en notant U, = Z up et V, = Z Vg, on aura U, < Vj.
k=ng k=ng
Ainsi, en utilisant le théoréme 3 :

@ sila série > v, converge, ses sommes partielles V,, sont majorées, donc les sommes partielles U, de
neN
la série > u, sont majorées et la série > u, converge.
neEN

@ sila série Y up diverge, alors lim U, = +oo (il sagit d’'une série a termes positifs) donc
nEN n— oo

lim V, = 400 et la série > v, diverge.
n— o0 neN
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Exemples

. 1
@ CFtude de la série Z =

nEN*
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Exemples

. 1
@ CFtude de la série Z =

nEN*

On remarque que, pour n > 2: 0 <
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Exemples
@ Etude de la série Z
nEN*
1 1
On remarque que, pourn 22:0 — < —— -
" n(n— l)
or ! _, donel > — (t€l érie déja étudice)
r—— = onc la série converge (télescopage, série déja étudiée).
n(n—1 -1 ke (n_l) ¢ 1P )

1
D’apreés le théoréme précédent : | la série E — converge.
nEN*
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Exemples
@ Etude de la série Z
nEN*
1 1
On remarque que, pourn 22:0 — < —— -
n(n— l)
1
or —— = donc la série converge (télescopage, série déja étudiée).
n(n—1) n—1 ; (n—l) ¢ [ L

1
D’apreés le théoréme précédent : | la série E — converge.

nEN*
+oo <
Rem : On démontrera plus tard que : —_—=—-
p q 2:; ==

PSI* (Lycée dArsonv: Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022
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Exemples
5 1
Etude de la série =
o P
nEN*
1 1
On remarque que, pourn 22:0 — < —— -
n(n— l)
1
Oor —— = donc la série converge (télescopage, série déja étudiée).
n(n—1)  n-—1 ; (n—l)

1
D’apreés le théoréme précédent : | la série Z — converge.

nEN*
+oo <
Rem : On démontrera plus tard que : Z 2=
n=1

1
© Puisque la série harmonique Z — diverge, on obtient: o < 1 = Z — diverge.
neEN* nGN*

1 1
En effet, — > —, qui est le terme général d’'une série a termes positifs divergente.
n n
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Exemples
@ Etude de la série Z
nEN*
1 1
On remarque que, pourn 22:0 — < —— -
n” n(n— l)
or ! ., donc | > — (t€l érie déja étudice)
r—— = onc la série converge (télescopage, série déja étudiée).
n(n—1)  n-—1 = (n—l)

1
D’apreés le théoréme précédent : | la série E — converge.
nEN*

Rem : On démontrera plus tard que :

N
%

[
e

1
© Puisque la série harmonique E — diverge, on obtient: o < 1 = g — diverge.
neEN* nGN*

1 1
En effet, — > —, qui est le terme général d’'une série a termes positifs divergente.
n n

Inn
© La série de terme général — (pour n > 2) est divergente.
n

Inn 1
En effet, pour n > 3, — > —, qui est le terme général d’une série a termes positifs divergente.
n
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Comparaison série-intégrale

Quelques résultats préliminaires :

@ Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [a; 00|, & valeurs dans C.

+o0o X
On dira que l'intégrale / f existe (ou est convergente) si et seulement si  lim / f(t) dt existe
a —_— x—+o0 [,

(et est finie). Dans ce cas, on note :

/am f(t)yde= lim / f(t)dt.
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Comparaison série-intégrale

Quelques résultats préliminaires :

@ Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [a; 00|, & valeurs dans C.

+o0o X
On dira que l'intégrale / f existe (ou est convergente) si et seulement si  lim / f(t) dt existe
a —_— x—+o0 [,

(et est finie). Dans ce cas, on note :

+o0o X
t)dt = i t) dt.
| roa= im [
@ Supposons maintenant f a valeurs réelles positives.

X
La fonction F: x — / f(t) dt est alors croissante; d'aprés le théoréme de la limite monotone,
a

Em F existe si et seulement si F est majorée.
oo
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Théoréme 5: Comparaison série-intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [ng ; +-00[ (ny € N), a valeurs réelles positives
et décroissante. Alors :

+o00o
la série n) converge <—> existe.
8!
ny

n=ngy
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Théoréme 5: Comparaison série-intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [ng ; +-00[ (ng € N), a valeurs réelles positives
et décroissante. Alors :

+o00o
la série n) converge <—> existe.
8!
ny

n=ngy

Démonstration

f étant décroissante, on a, pour n > ny :

Vie [nin+1), f(n+1) < f(6) < f(n),
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Théoréme 5: Comparaison série-intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [ng ; +-00[ (ng € N), a valeurs réelles positives
et décroissante. Alors :

+o00o
la série n) converge <—> existe.
8!
ny

n=ngy

Démonstration
f étant décroissante, on a, pour n > ny :
Vie [nin+1], f(n+1) < f(6) <f(n),

d'oq, en intégrant ces inégalités sur I'intervalle [n; n+1] :

n+1
f(n+l)</+f(f)dt<f(n)
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Théoréme 5: Comparaison série-intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [ng ; +-00[ (ng € N), a valeurs réelles positives
et décroissante. Alors :

+o00o
la série n) converge <—> existe.
8!
ny

n=ngy

Démonstration

f étant décroissante, on a, pour n > ny :
Ve [nin+1], f(n+1) < f(1) < f(n),
d'oq, en intégrant ces inégalités sur I'intervalle [n; n+1] :

n+1
f(n+l)</+f(f)dt<f(n)

ce que l'on peut écrire aussi :

n+1 n
‘v’n}no—l—],/ fgf(n)g/ f.
n n—1

PSI* (Lycée dArsonval) Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022
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Théoréme 5: Comparaison série-intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [ng ; +-00[ (ng € N), a valeurs réelles positives
et décroissante. Alors :

+o00o
la série n) converge <—> existe.
8!
ny

n=ngy

Démonstration

f étant décroissante, on a, pour n > ny :
Vte[nin+1], f(n+1) < f(1) < f(n),
d'oq, en intégrant ces inégalités sur I'intervalle [n; n+1] :

n+1
f(n+l)</+f(f)dt<f(n)

ce que l'on peut écrire aussi :

n+1 n
‘v’n}no—l—],/ fgf(n)g/ f.
n n—1

Cet encadrement est illustré par la figure ci-dessous.
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Sur ce graphique, l'aire de chaque rectangle hachuré est égale a f(n), et les aires colorées sont égales a

/"i] £(8) dt et /""H F(e)dt :

n n+1
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Démonstration (suite)

+oco
@ Supposons d’'abord que / f existe. Alors, en sommant les inégalités précédentes (partie droite), on a, pour tout

o
entier N > ng +1:
N N +00
> [r< [T
n=ngy-+1 oy o
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Démonstration (suite)

+oco
@ Supposons d’'abord que / f existe. Alors, en sommant les inégalités précédentes (partie droite), on a, pour tout

o
entier N > ng +1:
N N +00
> [r< [T
n=ngy-+1 oy o

Les sommes partielles de la série a termes positifs > f(n) étant majorées, cette série converge.
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Démonstration (suite)

+oco
@ Supposons d’'abord que / f existe. Alors, en sommant les inégalités précédentes (partie droite), on a, pour tout

e ff 5

Les sommes partielles de la série a termes positifs > f(n) étant majorées, cette série converge.

entier N > ng +1:
N

n= n0+l

@ Réciproquement, supposons cette série convergente. Alors en sommant les inégalités précédentes (partie gauche) on

a N—1 +oo
/no,/ F<ST < Fn)
n= '70 n:no
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Démonstration (suite)

+oco
@ Supposons d’'abord que / f existe. Alors, en sommant les inégalités précédentes (partie droite), on a, pour tout

e ff 5

Les sommes partielles de la série a termes positifs > f(n) étant majorées, cette série converge.

entier N > ng +1:
N

n= n0+l

@ Réciproquement, supposons cette série convergente. Alors en sommant les inégalités précédentes (partie gauche) on

a N—1 +oo
/no,/ F<ST < Fn)
n= '70 n:no

On aura donc, pour tout réel x > ng, puisque [ est positive :

/":K/nowfs S )

n=ng
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Démonstration (suite)

+oco
@ Supposons d’'abord que / f existe. Alors, en sommant les inégalités précédentes (partie droite), on a, pour tout

e ff 5

Les sommes partielles de la série a termes positifs > f(n) étant majorées, cette série converge.

entier N > ng +1:
N

n= n0+l

@ Réciproquement, supposons cette série convergente. Alors en sommant les inégalités précédentes (partie gauche) on

a N—1 +oo
/no,/ F<ST < Fn)
n= '70 n:no

On aura donc, pour tout réel x > ng, puisque [ est positive :

/":K/nowfs S )

n=ng

X
La fonction F: x — / [ étant majorée, I'intégrale de f converge (cf. remarque préliminaire).
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Démonstration (suite)

+oco
@ Supposons d’'abord que / f existe. Alors, en sommant les inégalités précédentes (partie droite), on a, pour tout

e ff 5

Les sommes partielles de la série a termes positifs > f(n) étant majorées, cette série converge.

entier N > ng +1:

n= n0+l

@ Réciproquement, supposons cette série convergente. Alors en sommant les inégalités précédentes (partie gauche) on

a N—1 +oo
/no,/ F<ST < Fn)
n= ’70 n:no

On aura donc, pour tout réel x > ng, puisque [ est positive :

/":K/nowfs S )

n=ng

X
La fonction F: x — / [ étant majorée, I'intégrale de f converge (cf. remarque préliminaire).

Il est tout aussi important de retenir la démonstration que le résultat de ce
G 2 g >

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Séries a termes réels positifs

Exemple 1: équivalent du reste d’une série convergente

+o0 ]
Trouver un équivalent de Y — lorsque n — +oo.
k=n
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Exemple 1: équivalent du reste d’une série convergente

+o00 1
Trouver un équivalent de Y — lorsque n — +oo.
k=n

Solution

1
La fonction ¢ — E étant continue décroissante sur R:, on a, pour tout k > 2:

k+1 dt 1 ko dt
/ *S*S/ =
rp & k3 -1 B
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Exemple 1: équivalent du reste d’une série convergente

+oo 1
Trouver un équivalent de Y — lorsque n — +oo.
k=n

Solution

1
La fonction ¢ — E étant continue décroissante sur R:, on a, pour tout k > 2:

k+1 dt 1 ko dt
/ *S*S/ =
rp & k3 -1 B

donc en additionnant ces inégalités pour k variant de n 2> 2 a N > n et en utilisant la relation de Chasles :

N

N+ de 1 N dt
— < — < g
TR LA
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Exemple 1: équivalent du reste d’une série convergente

+oo 1
Trouver un équivalent de Y — lorsque n — +oo.
k=n

Solution

1
La fonction ¢ — E étant continue décroissante sur R:, on a, pour tout k > 2:

k1 dt 1 ko dt
- <53 < -
rp & k o B
donc en additionnant ces inégalités pour k variant de n 2> 2 a N > n et en utilisant la relation de Chasles :

N+ g N Nt
[TE<a<[ ¥

k=n

1 N ¥oq 1IN

soit : [_ﬁ} < Z e < |:——] . En faisant N — +o00, ce qui est licite puisque la série converge (série
n k=n n—1

de Riemann, voir ci-aprés), on obtient :

1 1 1

+oo
< -
2 \,Z:;Ié = 2(n—1)2
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Exemple 1: équivalent du reste d’une série convergente

+oo 1
Trouver un équivalent de Y — lorsque n — +oo.
k=n

Solution

1
La fonction ¢ — E étant continue décroissante sur R:, on a, pour tout k > 2:

k1 k
[Plals P2,
rp & k3 -1 B

donc en additionnant ces inégalités pour k variant de n 2> 2 a N > n et en utilisant la relation de Chasles :

N+ g N Nt
[TE<a<[ ¥

k=n

g

1 N ¥oq 1IN
soit : [ ] < Z e < |:——] . En faisant N — +o00, ce qui est licite puisque la série converge (série
n k=n n—1
de Riemann, voir ci-aprés), on obtient :
1 “’2"‘5 Lo !
2 kT 2(n—1)2
k=n

400
1
doit Ton tire facilement par le théoréme des gendarmes :  lim  2n° — =1
p 8 n—+o0o kz k3
=n
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Exemple 1: équivalent du reste d’une série convergente

+oo 1
Trouver un équivalent de Y — lorsque n — +oo.
k=n

Solution

1
La fonction ¢ — E étant continue décroissante sur R:, on a, pour tout k > 2

kgt 1 kode
- <53 < -
rp & k -1 B
donc en additionnant ces inégalités pour k variant de n > 2 a8 N > n et en utilisant la relation de Chasles :
M dE L Node
[ s<Xe<[.F
n I=n 1
1N N
soit : -— -— . En faisant N — +o00, ce qui est licite puisque la série converge (série
[ 2t2] Zk3\ [ 2t2:|n—1 q puisq g

de Riemann, voir ci- apres), on obtient :
1 1

] +oo
< [ G
o2n? \st = 2(n —1)2

k=n
DR 1) : B 2 N . 2
d'ou l'on tire facilement par le théoréme des gendarmes : lim  2n E - =1
n—+o0o k3

1 1
B n—>+oo 2n2

En conclusion : E
—n
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Exemple 2 : équivalent des sommes partielles d’'une série divergente

n
Trouver un équivalent de S v/k lorsque n — +oco.
k=1
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Exemple 2 : équivalent des sommes partielles d’'une série divergente

n
Trouver un équivalent de > v/k lorsque n — +oco.
k=1

Solution

La fonction x — /x est continue et croissante sur R4 donc :

k k+1
Yk >, ﬂdrgﬁg/ Vidt.
k

k—1
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Exemple 2 : équivalent des sommes partielles d’'une série divergente

n
Trouver un équivalent de > v/k lorsque n — +oco.
k=1

Solution
La fonction x — /x est continue et croissante sur R4 donc :
k k+1
V=1, ﬂdrgﬁg/ Vidt.
k—1 k
En additionnant ces inégalités pour k variant de 14 n > 1 et en utilisant la relation de Chasles :

n

n n+l1
vn>1,/\/¥dt<2ﬁ</ Vitdt.
0 1

k=1
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Exemple 2 : équivalent des sommes partielles d’une série divergente

n
Trouver un équivalent de > v/k lorsque n — +oco.
k=1

Solution
La fonction x — /x est continue et croissante sur R4 donc :
k k+1
V=1, \ﬂdrgﬁg/ Vidt.
k—1 k
En additionnant ces inégalités pour k variant de 14 n > 1 et en utilisant la relation de Chasles :

n

n n+1
vn>1,/\/?dt<Z\/E</ Vidt.
0 1

k=1

2 3
On en tire alors facilement (une primitive de t — V't étant t — §ﬁ) ;
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Séries de Riemann
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Séries de Riemann

—, converge si et seulement si o >
n

Démonstration

1
@ Sia<o, — ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossiérement.
n
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Séries de Riemann

La série de Riemann —, converge si et seulement si @ > 1
n

Démonstration
. 1 . .
@ Sia<o, — ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossiérement.
n

1
@ Sinon, on peut appliquer le théoréme de comparaison série-intégrale avec f: t — o qui est

continue, positive et décroissante sur [1; +oo[. Donc :
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Séries de Riemann

La série de Riemann —, converge si et seulement si o > 1
n

Démonstration
. 1 . .
@ Sia<o, — ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossiérement.
n

1
@ Sinon, on peut appliquer le théoréme de comparaison série-intégrale avec f: t — o qui est

continue, positive et décroissante sur [1; +oo[. Donc :

1 +o0
E — converge si et seulement si — converge.
i 1 to
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Séries de Riemann

La série de Riemann —, converge si et seulement si o > 1
n

Démonstration
. 1 . .
@ Sia<o, — ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossiérement.
n

1
@ Sinon, on peut appliquer le théoréme de comparaison série-intégrale avec f: t — o qui est

continue, positive et décroissante sur [1; +oo[. Donc :
1 +o00
E — converge si et seulement si / — converge.
i 1 to
In x sia=1

X dt
Or — = ot ¥
1t { } sinon

—a+1],
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Séries de Riemann

La série de Riemann —, converge si et seulement si o > 1
n

Démonstration
. 1 . .
@ Sia<o, — ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossiérement.
n

1
@ Sinon, on peut appliquer le théoréme de comparaison série-intégrale avec f: t — o qui est

continue, positive et décroissante sur [1; +oo[. Donc :

1 +o0
E — converge si et seulement si — converge.
i 1 to

Inx sia=1

x X dt
Or / — = (ot X donc lim — existe si et seulement si —a+1< 0
1t _— sinon ol I
—a+1],
soit ov > 1.
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Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > u, d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)

neN
> |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).
neN
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Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > up d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)
neEN

> |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).

neN

Théoréme 6

Toute série absolument convergente d’éléments de K est convergente.

+oo +oo
De plus, si > uj est absolument convergente, ona: | > us| < > |upl.
neN n=0 n=0
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Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > up d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)
neEN

>~ |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).

neN

Théoréme 6

Toute série absolument convergente d’éléments de K est convergente.

400 400
De plus, si > uj est absolument convergente, ona: | > us| < > |upl.

neN n=0 n=0
Démonstration

Soit > u, une série absolument convergente.
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Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > up d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)

neN

>~ |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).

neEN

Théoréme 6

Toute série absolument convergente d’éléments de K est convergente.

400 400
De plus, si > uj est absolument convergente, ona: | > us| < > |upl.

neN n=0 n=0
Démonstration

Soit > u, une série absolument convergente.
i

@ Cas ou K = R : Dans ce cas on pose uf = max(uy,0) et u; = max(—u,, 0) (ainsi u, = u} — u;

|up| = u;r +u, )

o et
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Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > up d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)

neN
>~ |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).
neN

Théoréme 6

Toute série absolument convergente d’éléments de K est convergente.

400 400
De plus, si > uj est absolument convergente, ona: | > us| < > |upl.

neN n=0 n=0
Démonstration

Soit > u, une série absolument convergente.
i

@ Cas ou K = R : Dans ce cas on pose uf = max(uy,0) et u; = max(—u,, 0) (ainsi u, = u} — u;

|up| = ”;r +u, )

o et

Les séries 3 u et " u; sont a termes positifs; puisque u < |un| et u; < |up, les théorémes de comparaison

prouvent que ces séries convergent.
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Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > up d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)
neEN

>~ |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).

neN

Théoréme 6

Toute série absolument convergente d’éléments de K est convergente.

400 400
De plus, si > uj est absolument convergente, ona: | > us| < > |upl.

neN n=0 n=0
Démonstration

Soit > u, une série absolument convergente.

@ Cas ou K = R : Dans ce cas on pose uf = max(uy,0) et u; = max(—up, 0) (ainsi u, = u} — u et

n
lup| = ul + u).

Les séries 3 u et " u; sont a termes positifs; puisque u < |un| et u; < |up, les théorémes de comparaison
* — u;, le théoreme 2 montre que la série 3 u, converge.

-

prouvent que ces séries convergent. Et puisque u, = u,

éries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > up d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)
neEN

>~ |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).

neN

Théoréme 6

Toute série absolument convergente d’éléments de K est convergente.

400 400
De plus, si > uj est absolument convergente, ona: | > us| < > |upl.

neN n=0 n=0
Démonstration

Soit > u, une série absolument convergente.

@ Cas ou K = R : Dans ce cas on pose uf = max(uy,0) et u; = max(—up, 0) (ainsi u, = u} — u et

n
lup| = ul + u).

Les séries 3 u et " u; sont a termes positifs; puisque u < |un| et u; < |up, les théorémes de comparaison
* — u;, le théoreme 2 montre que la série 3 u, converge.

prouvent que ces séries convergent. Et puisque u, = u, —
@ Cas ou K = C: Dans ce cas, les inégalités |Re (u,)| < |un| et |Zm (upn)| < |up| prouvent que les séries de
termes général Re (u,) et Zm (u,) sont des séries a termes réels absolument convergentes donc convergentes

d’aprés le ler cas, et par suite la série > u, converge.
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Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > up d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)
neEN

>~ |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).

neN

Théoréme 6

Toute série absolument convergente d’éléments de K est convergente.

400 400
De plus, si > uj est absolument convergente, ona: | > us| < > |upl.

neN n=0 n=0
Démonstration

Soit > u, une série absolument convergente.

@ Cas ou K = R : Dans ce cas on pose uf = max(uy,0) et u; = max(—up, 0) (ainsi u, = u} — u et

n
lup| = ul + u).

Les séries 3 u et " u; sont a termes positifs; puisque u < |un| et u; < |up, les théorémes de comparaison
* — u;, le théoreme 2 montre que la série 3 u, converge.

prouvent que ces séries convergent. Et puisque u, = u, —
@ Cas ou K = C: Dans ce cas, les inégalités |Re (u,)| < |un| et |Zm (upn)| < |up| prouvent que les séries de
termes général Re (u,) et Zm (u,) sont des séries a termes réels absolument convergentes donc convergentes

d’aprés le ler cas, et par suite la série > u, converge.

@ Enfin, l'inégalité

N N
> un| < X |ug| valable pour tout entier N entraine I'inégalité annoncée par passage a la limite.
n=0 =

n=I
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Séries absolument convergentes

Définition 5

Une série > up d’éléments de K est dite absolument convergente si la série (a termes réels positifs)

neEN
> |un| est convergente (ou | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).
neN

Théoréme 6

Toute série absolument convergente d’éléments de K est convergente.

+oo +oo
De plus, si > uj est absolument convergente, ona: | > us| < > |upl.
neN n=0 n=0

Remarque : Il existe des séries qui sont convergentes, mais pas absolument convergentes. Par exemple, la
série harmonique alternée. Une telle série est dite semi-convergente.
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a termes complexes

ée d’Arsonval)

Dans ce paragraphe, on applique les résultats sur les
séries a termes positifs & des séries numériques plus
générales, en utilisant 'absolue convergence.
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Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (vy)nen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que : u = O(w).
ppose que:up = O(vn)

Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neN neEN
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Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (va)nen une suite de nombres réels positifs.

On suppose que : u, = O(w).

ppose que:up = O(vn)

Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neEN neEN

Démonstration

Lhypothése up, = O(vn) s'écrit ici :
o0
IMEeR, tqVneN, |uy| < M|vy| = Mv,

(Jun| désigne le module de up, et (vn) est a termes réels positifs...)
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Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (va)nen une suite de nombres réels positifs.

On suppose que : u, = O(w).

ppose que:up = O(vn)

Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neEN neEN

Démonstration

Lhypothése up, = O(vn) s'écrit ici :
o0
IMEeR, tqVneN, |uy| < M|vy| = Mv,
(Jun| désigne le module de up, et (vn) est a termes réels positifs...)

Puisque > v, converge, il en est de méme de > Mv,, et le théoréme 4 implique la convergence de

neEN neN
>~ |un|, c'est-a-dire la convergence absolue de >~ up.
neN neN
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Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (va)nen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que : u = O(w).
ppose que:up = O(vn)

Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neN neEN

Corollaire:

Soit (up)nen une suite a valeurs dans C et (vn),en une suite de nombres réels positifs.
On suppose que : u, = 0o(vn).
ppose que:un = 0o(vn)
Alors, si la série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN
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Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (va)nen une suite de nombres réels positifs.

On suppose que : up e O(vn).

Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neN neEN

Corollaire:

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (vs)pen une suite de nombres réels positifs.

On suppose que : up o o(vn).

Alors, si la série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN

Démonstration

Immédiate ; en effet, 'hypothése u, = o(vn) sécrit :
oo

Ve >0, 3n € NtqVn=ng, |up| <evn.

Il est donc clair que up = o(vn) = up = O(vn), et on applique directement le théoréme précédent.
oo oo
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Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (va)nen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que :u, = O(va).
n

—+00

Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neN neEN

Corollaire:

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (vs)pen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que : u, = 0o(vn).
ppose que:un = 0o(vn)
Alors, si la série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN

Corollaire: critére de Riemann, ou « régle n®up »

Soit > u, une série a termes complexes.
neN

@ Silexiste £ € [0; +oo[ et « > 1tels que lim n%u, = £, la série Y u, est (absolument)
n—+oc =
convergente.

Q il existe £ € ]0; +00] et o < 1tels que lim  n™ |u,| = £, la série > |uy| est divergente.
n—+o0o nEN
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Séries a termes complexes

Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (va)nen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que : u, = O(w).
ppose que:up = O(vn)
Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neN neN
Corollaire:

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (vs)pen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que : u, = 0o(vn).
ppose que:un = 0o(vn)

Alors, si la série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN

Corollaire: critére de Riemann, ou « régle n®up »

Soit > u, une série a termes complexes.
neN

@ Silexiste £ € [0; +oo[ et « > 1tels que lim n%u, = £, la série Y u, est (absolument)
n—+oc =
convergente.

Q Sil existe £ €]0; +00] et & < 1tels que lim  n® |uy| = ¢, la série 3 |u,| est divergente.
n—+00 =

Démonstration

1
@ En effet dans ce cas ona u, = O (—a) donc le résultat découle du théoréme de comparaison 7.
n
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Séries a termes complexes

Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (va)nen une suite de nombres réels positifs.

On suppose que : up e O(vn).

Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neN neEN

Corollaire:

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (vs)pen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que : u, = 0o(vn).
ppose que:un = 0o(vn)

Alors, si la série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN

Corollaire: critére de Riemann, ou « régle n®up »

Soit > u, une série a termes complexes.
neN

@ Silexiste £ € [0; +oo[ et « > 1tels que lim n%u, = £, la série Y u, est (absolument)
n—-+o00 =
convergente.

Q Sil existe £ €]0; +00] et & < 1tels que lim  n® |uy| = ¢, la série 3 |u,| est divergente.
n—+00 =

Démonstration

e 1
O Si lim n%|u,| = £ > 0alors |uy| > = — a partir d'un certain rang (adapter dans le cas £ = +o0), donc le
n—+o0 2 n~

résultat découle du théoréme de comparaison 4.
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Théoréme 7

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (va)nen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que :u, = O(va).
n

—+00

Alors, si la série > v, converge, la série > uj, est absolument convergente (donc convergente).
neN neEN

Corollaire:

Soit (un)nen une suite a valeurs dans C et (vs)pen une suite de nombres réels positifs.
On suppose que : u, = 0o(vn).
ppose que:un = 0o(vn)
Alors, si la série > v, converge, la série Y u, converge.
neN neN

Corollaire: critére de Riemann, ou « régle n®up »

Soit > u, une série a termes complexes.
neN

@ Silexiste £ € [0; +oo[ et « > 1tels que lim n%u, = £, la série Y u, est (absolument)
n—+oc =
convergente.

Q il existe £ € ]0; +00] et o < 1tels que lim  n™ |u,| = £, la série > |uy| est divergente.
n—+o0o nEN

Remarque : il ne faut pas apprendre ce critére par cceur, mais en refaire la démonstration a
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Séries a termes complexes

Exemple d’application : les séries de Bertrand

1

Il s’agit des séries de terme général uyp = ———— -
n%(In n)?

Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :

La série de Bertrand de terme général
n

1
2 (In n)B

converge ssi & > 1 ou [a =letg > l].
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Exemple d’application : les séries de Bertrand

1

Il s’agit des séries de terme général u, =

n%(In n)?
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :
1
La série de Bertrand de terme général ———— converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n%(In n)?
Démonstration
@ lercas:a <1
Soit alors 7y tel que « < v < 1. Ona:
n’~
lim n"u, = lim —— =400
n— oo n—oo (In n)ﬁ
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Exemple d’application : les séries de Bertrand

1

Il s’agit des séries de terme général u, =

n%(In n)?
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :
1
La série de Bertrand de terme général ———— converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n%(In n)?
Démonstration
@ lercas:a <1
Soit alors 7y tel que « < v < 1. Ona:
n’~
lim n"u, = lim —— =400
n— oo n—oo (In n)ﬁ

puisque v — « > 0, et ce, pour tout 3.
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Exemple d’application : les séries de Bertrand

1
n(Inn)8
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :

Il s’agit des séries de terme général u, =

La série de Bertrand de terme général converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n

1
2 (In n)B

Démonstration
@ lercas:a <1

Soit alors 7y tel que « < v < 1. Ona:

Y—o
. n
lim n"u, =

n— oo n|~l>n;o (Inn)B =Ee

puisque v — « > 0, et ce, pour tout 3.

1 1
Donc, pour n assez grand, on aura n” u, > 1 soit u, > - Puisque g - diverge, il en est de méme de > uj,.
n n
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Séries a termes complexes

Exemple d’application : les séries de Bertrand

1

Il s’agit des séries de terme général u, =

n(Inn)8
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :
1
La série de Bertrand de terme général ———— converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n%(In n)?
Démonstration
@ 2¢mecas:a =1
1 1
Alors u, = W = f(n) avec, pour t > 2, f(t) = W
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Séries a termes complexes

Exemple d’application : les séries de Bertrand

1
n(Inn)8
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :

Il s’agit des séries de terme général u, =

La série de Bertrand de terme général converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n

1
2 (In n)B

Démonstration

@ 2émecas:a =1
Al ! f(n) t>2 f(t) !
ors u, = ——— = f(n) avec, pour , = —
" Rt (In6)?

n(ln n)#

1
@ SiB <0, u, > — pourn >3, donc > uy, diverge.
n
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Séries a termes complexes

Exemple d’application : les séries de Bertrand

1
n(Inn)8
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :

Il s’agit des séries de terme général u, =

La série de Bertrand de terme général converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n

1
2 (In n)B

Démonstration

@ 2¢emecas:a =1

1 1

Alors u, = W = f(n) avec, pour t > 2, f(t) = W

1
@ SiB <0, u, > — pourn >3, donc > uy, diverge.
n

@ Si 3> 0, f est continue positive et décroissante sur [2; +oo[, donc Y u, converge si et seulement si

+oo d
—— converge.
/2 t(In t)8 E
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Séries a termes complexes

Exemple d’application : les séries de Bertrand

1
n(Inn)8

Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :

Il s’agit des séries de terme général u, =

1
La série de Bertrand de terme général 7)5 converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n

*(Inn

Démonstration
@ 2¢emecas:a =1

1 1
Alors u, = ——— = f(n) avec, pour t > 2, f(t) = W

n(ln n)#
1
@ SiB <0, u, > — pourn >3, donc > uy, diverge.
n
@ Si 3> 0, f est continue positive et décroissante sur [2; +oo[, donc Y u, converge si et seulement si
+oo g
——— converge.
/2 t(In t)8 E
X A A
[In(In 1‘)]2 sipg=1

X dr
Or — = B+
/z t(In)B {%] sinon
2

—B+1

PSI*
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Séries a termes complexes

Exemple d’application : les séries de Bertrand

1
n(Inn)8
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :

Il s’agit des séries de terme général u, =

La série de Bertrand de terme général converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].

1
n%(In n)?

Démonstration

@ 2¢emecas:a =1

1 1

Alors u, = o(in n)B = f(n) avec, pour t > 2, f(1) = t(In t)#

1
0 Sif<O0,u >~ ~ pour n > 3, donc > uy, diverge.

@ Si 3> 0, f est continue positive et décroissante sur [2; +oo[, donc Y u, converge si et seulement si

+oo d
—— converge.
/2 t(In t)8 E

[In( Int)] sipg=1
X dt N . toodt L .
Or = (In Omai donc _lim —— existe si et seulement si
2 t(In t)B 51 sinon =R Uy t(Int)8

—B+1<0soit B >1
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Exemple d’application : les séries de Bertrand

1

Il s’agit des séries de terme général u, =

n%(In n)?
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :
1
La série de Bertrand de terme général ———— converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n%(In n)?
Démonstration
@ 3emecas:a > 1
Soit y tel que 1 < v < a. Ona:
ny—e
@ o _
e = e m?

puisque v — « < 0, et ce, pour tout 3.
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Exemple d’application : les séries de Bertrand

1

Il s’agit des séries de terme général u, =

n%(In n)?
Le résultat suivant est hors-programme, mais il est indispensable d’en connaitre la démonstration :
1
La série de Bertrand de terme général ———— converge ssi a > 1 ou [a =letg > l].
n%(In n)?
Démonstration
@ 3emecas:a > 1
Soit y tel que 1 < v < a. Ona:
ny—e
@ o _
e = e m?

puisque v — « < 0, et ce, pour tout 3.

1 ) 1 . N
Donc u, = 0 (n_v) Puisque Z — converge, il en est de méme de > up,.
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Séries & termes complexes

Théoréme 8

Soit (un)nen une suite a valeurs réelles et (v1),en une suite de nombres réels positifs.
On suppose qu'il existe un réel k # 0 tel que : up ~ kv,
n—-+o00

Alors : les séries > up et > v, sont de méme nature.
neN neN

es de nombres réels ou complexes



Théoréme 8

Soit (un)nen une suite a valeurs réelles et (v1),en une suite de nombres réels positifs.

On suppose qu'il existe un réel k # 0 tel que : up ~ kv,
n—-+o00

Alors : les séries > up et > v, sont de méme nature.
neN neN

Démonstration

@ Une remarque préliminaire : 'hypothése u, o kv, implique que (u,) est de signe constant (celui de k) a
n— +0o0o

partir d’un certain rang. Il est donc inutile d’étudier le signe de u, (mais il faut absolument que (v,) soit a termes
positifs ).
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Théoréme 8

Soit (un)nen une suite a valeurs réelles et (vn)nen une suite de nombres réels positifs.

On suppose qu'il existe un réel k # 0 tel que : up ~ kv,
n—-+o00

Alors : les séries > up et > v, sont de méme nature.
neN neN

Démonstration

@ Une remarque préliminaire : 'hypothése u, o kv, implique que (u,) est de signe constant (celui de k) a
n— +0o0o

partir d’un certain rang. Il est donc inutile d’étudier le signe de u, (mais il faut absolument que (v,) soit a termes
positifs ).
@ Supposons > v, convergente : u,  ~ kv, signifie u, — kv, = 0(v,). D’aprés le corollaire 7, la série
neN n—+oo n—+oo

>~ (un — kvy) converge, et, puisque u, = (u, — kv,) + kvi, > up converge (somme de deux séries convergentes).
n€N n€EN
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Théoréme 8

Soit (un)nen une suite a valeurs réelles et (vn)nen une suite de nombres réels positifs.

On suppose qu'il existe un réel k # 0 tel que : uy ~ kv,
n—-+o00

Alors : les séries > up et > v, sont de méme nature.
neN neN

Démonstration

@ Une remarque préliminaire : 'hypothése u, o kv, implique que (u,) est de signe constant (celui de k) a
n— +0o0o

partir d’un certain rang. Il est donc inutile d’étudier le signe de u, (mais il faut absolument que (v,) soit a termes
positifs ).
@ Supposons > v, convergente : u,  ~ kv, signifie u, — kv, = 0(v,). D’aprés le corollaire 7, la série
neN n—+oo n—+oo

>~ (un — kvy) converge, et, puisque u, = (u, — kv,) + kvi, > up converge (somme de deux séries convergentes).
n€N n€EN

1

@ Idem pour la réciproque, compte tenu de la remarque préliminaire, et puisque v,  ~ 7um
n—-+oo

éries de riombres réels ou complexes Novembre 2022



Théoréme 8

Soit (un)nen une suite a valeurs réelles et (vn)nen une suite de nombres réels positifs.

On suppose qu'il existe un réel k # 0 tel que : uy ~ kv,
n—-+o00

Alors : les séries > up et > v, sont de méme nature.
neN neN

Démonstration

@ Une remarque préliminaire : 'hypothése u, o kv, implique que (u,) est de signe constant (celui de k) a
n— +0o0o

partir d’un certain rang. Il est donc inutile d’étudier le signe de u, (mais il faut absolument que (v,) soit a termes
positifs ).
@ Supposons > v, convergente : u,  ~ kv, signifie u, — kv, = 0(v,). D’aprés le corollaire 7, la série
neN n—+oo n—+oo

>~ (un — kvy) converge, et, puisque u, = (u, — kv,) + kvi, > up converge (somme de deux séries convergentes).
n€N n€EN

1

@ Idem pour la réciproque, compte tenu de la remarque préliminaire, et puisque v,  ~ 7um
n—-+oo

On ne peut RIEN dire si u, ~ vj et si (un), (vn) ne sont pas de signes constants.

(

le : — —1" _ .
Exemple : u, = etv,= ——+ —:
n n nlnn
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i termes complexes

Exemple 1

Nature de 3~ uy avec u, = v/ + an — v/ +3.
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Séries a termes complexes

Exemple 1

Nature de 3~ uy avec u, = v/ + an — v/ +3.

Solution

On effectue un développement limité de u, lorsque n — 4o (il s’agit d’'une méthode trés souvent
utilisée).
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Séries a termes complexes

Exemple 1

Nature de S~ up avec u, = v/ + an — /n? +3.

Solution

On effectue un développement limité de u, lorsque n — 4o (il s’agit d’'une méthode trés souvent
utilisée).

Pour n € N* :

we PP e ()= (02~ (+2)')
:n<<l+$+0(%))—(H—%_;-O(#))):g;iﬁ_o(%)‘

(on a utilisé ici le développement limité de (14 h)* au voisinage de 0 avec a = 5 et a = %).
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Séries a termes complexes

Exemple 1

Nature de S~ up avec u, = v/ + an — /n? +3.

Solution

On effectue un développement limité de u, lorsque n — 4o (il s’agit d’'une méthode trés souvent

PP (+2) (0D (+3))
(550 (G)) - Cr o (@) - 40 ),

(on a utilisé ici le développement limité de (14 h)* au voisinage de 0 avec o = % et = %). On peut
alors conclure :

up

a_ 3
3 2

9 1
@ sia# > alors up, ~ . La série de terme général positif — étant divergente, il résulte du
n

n—-+oo n
théoréme 8 que la série Y u, diverge aussi;
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Séries a termes complexes

Exemple 1

Nature de S~ up avec u, = v/ + an — /n? +3.

Solution

On effectue un développement limité de u, lorsque n — 4o (il s’agit d’'une méthode trés souvent

PR 5) = (03 - (+2))
(550 (G)) - Cr o (@) - 40 ),

1

(on a utilisé ici le développement limité de (14 h)* au voisinage de 0 avec a = 3 et a = %). On peut
alors conclure :

up

a_ 3
3 2

9 1
@ sia# > alors up, ~ . La série de terme général positif — étant divergente, il résulte du
n

n—+oo n
théoréme 8 que la série Y u, diverge aussi;
@sia= % alors up = (0] (%), et puisque la série a termes positifs > % converge, il en est de
oo

méme de > uy, en vertu du théoréme 7.
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i termes complexes

Exemple 2

Nature de > u, avec u, = % ((n—i—])H'ln —(n —])]_ln) .




Séries a termes complexes

Exemple 2

Nature de > u, avec u, = # ((n—|— ])H'ln —(n— ])1_1") .

Solution

La encore, on effectue un développement limité de u, lorsque n — 400, afin d’en trouver un équivalent
simple. Ce calcul est un peu plus compliqué que le précédent, et il faut retenir la technique utilisée. Elle

consiste & utiliser directement I'équivalent e¥ —1 ~ x afin d’éviter de faire en plus un développement
x—0

limité de exp.
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Séries a termes complexes

Exemple 2

Nature de > uj, avec u, = # ((n—i— ])H'ln —(n— ])1_1") .

Solution

La encore, on effectue un développement limité de u, lorsque n — 400, afin d’en trouver un équivalent
simple. Ce calcul est un peu plus compliqué que le précédent, et il faut retenir la technique utilisée. Elle

consiste & utiliser directement I'équivalent e¥ —1 ~ x afin d’éviter de faire en plus un développement
x—0
limité de exp.

Pourn>2:

_ l I+l" In(n+1) _ —l" In(n—1)\ _ l I—l" In(n—1) I+l" In(n+1)— —l" In(n—1) _
up = 3 (e( ) e( ) ) = ,-,36( ) (e( ) ( ) ]) (*)
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Séries a termes complexes

Exemple 2

1
Nature de > uj, avec u, = = ((n—i— ])H'ln —(n— ])1_1"> .
"

Solution

La encore, on effectue un développement limité de u, lorsque n — 400, afin d’en trouver un équivalent
simple. Ce calcul est un peu plus compliqué que le précédent, et il faut retenir la technique utilisée. Elle

consiste & utiliser directement I'équivalent e¥ —1 ~ x afin d’éviter de faire en plus un développement
x—0

limité de exp.

Pourn>2:

_ l I+l" In(n+1) _ 1—1" In(n—1)\ _ l I—l" In(n—1) I+l" In(n+1)— 1—1" In(n—1) _
up = 3 (e( ) e( ) ) = ,-,36( ) (e( ) ( ) ]) (*)

Posons v, = (1+ ln) In(n+1) — (1— ln) In(n —1). Un petit calcul auxiliaire donne :
1 1 1 1
o= ()l ) = (E= A b=
n n n n
Inn 1 1 1 1 Inn 1
=24 i+ )im(1+-)=(1==)m(1==)=2""40(-)-
n n n n n n n
_,]_/ N ——
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Séries a termes complexes

Exemple 2

Nature de > u, avec u, = # ((n+ ])H'ln —(n— ])1_1") .

Solution (suite)

Inn
Il en résulte que v, ~ 2——, et puisque cette quantité tend vers 0 quand n — +o00, on a
n—-+4o00 n

e’ —1 ~ v, et en remplacant dans (x) on obtient :
n—-+oo

2Inn (- 1) in(n—1).

up ~
n—+oo

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Séries a termes complexes

Exemple 2

Nature de > u, avec u, = # ((n+ ])H'ln —(n— ])1_1") .

Solution (suite)

Inn
Il en résulte que v, ~ 2——, et puisque cette quantité tend vers 0 quand n — +o00, on a
n—-+4o00 n

" —1 ~ vy et en remplagant dans () on obtient :
n—-+oo

2lnn _1 —
Uy~ e(l n) In(n l).
n—+oo

Puis :

( )In(nfl (lfl)(ln n+|n( )) — e nto(l) _ elnn eo(l) e
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Séries a termes complexes

Exemple 2

Nature de > u, avec u, = # ((n—|— ])H'ln —(n— ])1_1") .

Solution (suite)

Inn
Il en résulte que v, ~ 2——, et puisque cette quantité tend vers 0 quand n — +o00, on a
n—-+4o00 n

" —1 ~ vy et en remplagant dans () on obtient :
n—-+oo

2lnn _1 —
Uy~ e(l n) In(n l).
n—+oo

Puis :

( )In(nfl (lfl)(ln n+|n( )) — e nto(l) _ elnn eo(l) e

Inn
Finalement : u, ~ 2—3, et par comparaison a une série a termes positifs (théoréme 8), la série de
n—+oco I

Inn
terme général u, est de méme nature que la série de terme général =
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Séries a termes complexes

Exemple 2

Nature de > uj, avec u, = # ((n—i— ])H'ln —(n— ])1_1") .

Solution (suite)

Inn
Il en résulte que v, ~ 2——, et puisque cette quantité tend vers 0 quand n — +o00, on a
n—-+4o00 n

" —1 ~ vy et en remplagant dans () on obtient :
n—-+oo

2lnn _1 —
Uy~ e(l n) In(n l).
n—+oo

Puis :

( )In(nfl (lfl)(ln n+|n( )) — e nto(l) _ elnn eo(l) e

Inn
Finalement : u, ~ 2—3, et par comparaison a une série a termes positifs (théoréme 8), la série de
n—+oco I

m +oo

L R L. ., Inn . Inn 1
terme général u, est de méme nature que la série de terme général = Et puisque — = o| — |,

cette série converge.
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Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).
neN

. . Up4 PN o . L.
Q@ S'il existe k €]0;1[ tel que =1 < k (au moins a partir d’un certain rang), alors la série > up est
Un neN
absolument convergente (donc convergente).
u,
Q Si i > 1a partir d'un certain rang, la série > uy, diverge (grossiérement).
Un neN
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Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).
neN

Q S'il existe k € ]0; 1] tel que ]

n
absolument convergente (donc convergente).

. | Un+l N P g P g as
O Si || > 14 partir d'un certain rang, la série >~ up diverge (grossiérement).
Un neN
Démonstration
u
Qsi| < k a partir d'un rang ng, on obtient, en faisant le produit de ces inégalités :
Up

V>, Junl <K Jug

— | < k (au moins a partir d'un certain rang), alors la série > uj est
u

neN
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Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).
neN

q . Up4 PN . q A
@ Sil existe k € ]0;1[ tel que | — | < k (au moins & partir d'un certain rang), alors la série > u, est
n neN
absolument convergente (donc convergente).
. | Un+l S .o q P . g
Q Si > 1a partir d'un certain rang, la série > uy, diverge (grossiérement).
Un neN
Démonstration
u
Qsi| < k a partir d'un rang ng, on obtient, en faisant le produit de ces inégalités :
up,

V>, Junl <K Jug

Le résultat découle alors du fait que la série géométrique de terme général k"~ est convergente et de la régle de
comparaison pour les séries a termes réels positifs.

éries de riombres réels ou complexes
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Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).
neN

q . Up4 PN . . A
@ Sil existe k € ]0;1[ tel que | — | < k (au moins & partir d'un certain rang), alors la série > u, est
up neN
absolument convergente (donc convergente).
. | Unt N o . L. . .
Q Si ihis > 1a partir d'un certain rang, la série > uy, diverge (grossiérement).
Un neN
Démonstration
u
Qsi| < k a partir d'un rang ng, on obtient, en faisant le produit de ces inégalités :
up,

V>, Junl <K Jug

Le résultat découle alors du fait que la série géométrique de terme général k"~ est convergente et de la régle de
comparaison pour les séries a termes réels positifs.

© On aici pour n > ny |un| > |u,70| > 0 donc (u,) ne peut tendre vers 0 et la série diverge grossiérement.
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Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).
neN

. . Up4 PN o . L.
@ Sil existe k € ]0;1[ tel que | — | < k (au moins & partir d'un certain rang), alors la série > u, est
un neN
absolument convergente (donc convergente).
u,
Q Si i > 1a partir d'un certain rang, la série > uy, diverge (grossiérement).
Un neN
Corollaire:
. u . —
Soit > un une série a termes complexes non nuls , telle que lim " — ¢ existe dans R
neN n—+o00o up
(€ [0;+oo).

@ Si £ <1 lasérie Y up converge absolument.
neN

Q Si £ > 1, lasérie 3 u, diverge (grossierement).
nEN
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Séries a termes complexes

Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).

neN

. . Up4 PN o . A

@ Sil existe k € ]0;1[ tel que | — | < k (au moins & partir d'un certain rang), alors la série > u, est
n neN
absolument convergente (donc convergente).
u
Q Si i > 1a partir d'un certain rang, la série > uy, diverge (grossiérement).
Un neN
Corollaire:
. u . =
Soit > un une série & termes complexes non nuls , telle que lim Znt1) — ¢ existe dans R
neN n—+oo | up
(€ [0; +00).
@ Si £ <1 lasérie Y up converge absolument.
neEN
Q Si L > 1, la série >~ up diverge (grossiérement).
nEN
Démonstration
2 M| Un+1 P A af
Q Si lim = /¢ < 1, on écrit la définition de la limite :
n—+o0o u,
u
Ve>0,3dn ENtgn>2n=—=4{¢—c< A <fl—+e.
I

PSI* (Lycée d’Arsonval)
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Séries a termes complexes

Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).

neN

. . Up4 PN o . A

@ Sil existe k € ]0;1[ tel que | — | < k (au moins & partir d'un certain rang), alors la série > u, est
n neN
absolument convergente (donc convergente).
u
Q Si i > 1a partir d'un certain rang, la série > uy, diverge (grossiérement).
Un neN
Corollaire:
. u . =
Soit > un une série & termes complexes non nuls , telle que lim Znt1) — ¢ existe dans R
neN n—+oo | up
(€ [0; +00).
@ Si £ <1 lasérie Y up converge absolument.
neEN
Q Si L > 1, la série >~ up diverge (grossiérement).
nEN
Démonstration
2 M| Un+1 P A af
Q Si lim = /¢ < 1, on écrit la définition de la limite :
n—+o0o u,
u
Ve>0,3dn ENtgn>2n=—=4{¢—c< A <fl—+e.
I

On choisit alors € tel que £ + & < 1, et on applique le théoréeme précédent.

PSI* (Lycée d’Arsonval)
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Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).
neN

o . Up4 PN o . L.
@ Sil existe k € ]0;1[ tel que | — | < k (au moins & partir d'un certain rang), alors la série > u, est
un neN
absolument convergente (donc convergente).
u,
Q Si i > 1a partir d'un certain rang, la série > uy, diverge (grossiérement).
Un neN
Corollaire:
. u . —
Soit > un une série a termes complexes non nuls , telle que lim " — ¢ existe dans R
neN n—+o00o up
(€ [0;+oo).

@ Si £ <1 lasérie Y up converge absolument.
neN

Q Si £ > 1, lasérie 3 u, diverge (grossierement).
nEN

Démonstration

Q Si ¢ > 1alors > 1 pour n assez grand, et on applique le théoréme précédent.

un
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Théoréme 9: Régle de d’Alembert

Soit Z up une série a termes complexes non nuls (au moins a partir d'un certain rang).
neN

. . Up4 PN o . L.
@ Sil existe k € ]0;1[ tel que | — | < k (au moins & partir d'un certain rang), alors la série > u, est
n neN
absolument convergente (donc convergente).
u,
Q Si i > 1a partir d'un certain rang, la série > uy, diverge (grossiérement).
Un neN
Corollaire:
. u . —
Soit > un une série a termes complexes non nuls , telle que lim " — ¢ existe dans R
neN n—+o00o up
(€ [0;+oo).

@ Si £ <1 lasérie Y up converge absolument.
neN

Q Si £ > 1, lasérie 3 u, diverge (grossierement).
nEN

1 1
Remarque : Si £ =1, on ne peut rien dire a priori . Ex : Z = @l Z o
n

es de niombres réels ou complexes
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Application : la fonction exponentielle complexe

n
I By . z
Pour tout z € C, on considére la série E -
n!
neEN
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Application : la fonction exponentielle complexe

n
I By . z
Pour tout z € C, on considére la série E —
n!
neEN
Zn

Il est clair que la série converge si z = 0. Sinon, on pose u, = -
n!
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Application : la fonction exponentielle complexe

n
I By s z
Pour tout z € C, on considére la série E -
n!
neEN

n

2g g g z

Il est clair que la série converge si z = 0. Sinon, on pose u, = -
n!

. Upp q z 0 S S B P
Alors lim M = lim l = 0. D'apreés la régle de d’Alembert, la série g up est absolument
n— o0 |Un| n—oo n+ 1 —

convergente donc convergente.
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Application : la fonction exponentielle complexe

n
I By s z
Pour tout z € C, on considére la série E -
n!
neEN

Z"

Il est clair que la série converge si z = 0. Sinon, on pose u, = -
n!

A Upti n 4 N N 2
Alors lim M = lim l = 0. D'apreés la régle de d’Alembert, la série g up est absolument
n— o0 |Un| n—oo n+ 1
neEN
convergente donc convergente.
La somme de cette série se note exp(z) ou e :
. +o00 "
VzeC, e = —
n!
n=0

et s'appelle I'exponentielle du nombre complexe z.
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Formule de Stirling

Conformément au programme, les démonstrations de cette section sont non exigibles.
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Théoréme 10: Critéere de Duhamel-Raabe (cas douteux de la régle de d’Alembert)

Soit Y up une série a termes réels strictement positifs, telle que :
neN

1
Un+l = ]—g—l—O(—) aveca € Ret 5 >1.
n nP

un n—+o00

k
Alors il existe un réel k > 0 tel que u, ~  — (et par conséquent, Y uj converge ssi a > 1.
n—+oo n%
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Formule de Stirling

Théoréme 10: Critéere de Duhamel-Raabe (cas douteux de la régle de d’Alembert)

Soit Y up une série a termes réels strictement positifs, telle que :
neN

1
Sl ]—g—i-O(—ﬁ) aveca € Ret 3 >1.
n

un n—+oo n

k
Alors il existe un réel k > 0 tel que u, ~  — (et par conséquent, Y uj converge ssi a > 1.
n—+oo N

Démonstration

On considére la série de terme général v, = In up41 — Inup. Ona:
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Formule de Stirling

Théoréme 10: Critéere de Duhamel-Raabe (cas douteux de la régle de d’Alembert)

Soit Y up une série a termes réels strictement positifs, telle que :
neN

1
Sl ]—g—i-O(—ﬁ) aveca € Ret 3 >1.
n

un n—+oo n

k
Alors il existe un réel k > 0 tel que u, ~  — (et par conséquent, Y uj converge ssi a > 1.
n—+oo N

Démonstration
On considére la série de terme général v, = In up41 — Inup. Ona:
Upq1 a 1 o 1 n
=hn|{—)=h(1——4+0(—=) ) =——+0(—= 6 = min(2
" (un) ( n+ (nﬁ)) n+ (né) avee n(2, 8)
a 1
—;+W,, avecwn:O(n—é)»
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Formule de Stirling

Théoréme 10: Critéere de Duhamel-Raabe (cas douteux de la régle de d’Alembert)

Soit Y up une série a termes réels strictement positifs, telle que :
neN

1
Sl ]—g—i-O(—ﬁ) aveca € Ret 3 >1.
n

un n—+oo n

k
Alors il existe un réel k > 0 tel que u, ~  — (et par conséquent, Y uj converge ssi a > 1.
n—+oo N

Démonstration
On considére la série de terme général v, = In up41 — Inup. Ona:
_ Upp1\ «@ 1 .« 1 .
Vo= In (T,,) =In (l -—+ O(n—ﬁ)) o O(n—é) avec § = min(2, B)

a 1
- +w, avecw, = O(ﬁ)

Puisque § > 1, la série de terme général w, est absolument convergente, donc convergente. Notons W sa somme.
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Formule de Stirling

Théoréme 10: Critéere de Duhamel-Raabe (cas douteux de la régle de d’Alembert)

Soit Y up une série a termes réels strictement positifs, telle que :
neN

1
Sl ]—g—i-O(—ﬁ) aveca € Ret 3 >1.
n

un n—+oo n

k
Alors il existe un réel k > 0 tel que u, ~  — (et par conséquent, Y uj converge ssi a > 1.
n—+oo N

Démonstration
On considére la série de terme général v, = In up41 — Inup. Ona:
_ Upp1\ « 1 .« 1 .
Vo= In (T,,) =In (1 -—+ O(n—B)) o O(n—é) avec § = min(2, B)

a 1
- +w, avecw, = O(ﬁ)

Puisque § > 1, la série de terme général w, est absolument convergente, donc convergente. Notons W sa somme. On a
donc, en sommant les égalités précédentes pour ndela N —1:

N—1 N—1 N—1 N—1
1 1
InuN—Inu]=Zvn=—aZ;+an=—aZ;+W+O(I)
n=1 n=1 n=1 n=1
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Théoréme 10: Critéere de Duhamel-Raabe (cas douteux de la régle de d’Alembert)

Soit Y up une série a termes réels strictement positifs, telle que :
neN

1
Sl ]—g—l—O(—ﬁ) aveca € Ret 3 >1.
n

un n—+oo n

k
Alors il existe un réel k > 0 tel que u, ~  — (et par conséquent, Y uj converge ssi a > 1.
n—+oo N

Démonstration
On considére la série de terme général v, = In up41 — Inup. Ona:
_ Upp1\ « 1 .« 1 .
Vo= In (T,,) =In (1 -—+ O(n—B)) o O(n—é) avec § = min(2, B)

a 1
- +w, avecw, = O(ﬁ)

Puisque § > 1, la série de terme général w, est absolument convergente, donc convergente. Notons W sa somme. On a
donc, en sommant les égalités précédentes pour ndela N —1:

N—1 N—1 N—1 N—1
1 1
InuN—Inu]=Zvn=—aZ;+an=—aZ;+W+0(I)
n=1 n=1 n=1 n=1

donc (en notant -y la constante d’Euler) :

InuN:Inm—a(ln(N—l)+’y+o(l))+W+0(]):Inu1—o¢(|nN+In(l—%)+7)+W+0(])

—alIn N+ C+ o(1)
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Formule de Stirling

Théoréme 10: Critéere de Duhamel-Raabe (cas douteux de la régle de d’Alembert)

Soit Y up une série a termes réels strictement positifs, telle que :
neN
u « 1
S ]—f—l—O(—ﬁ) aveca € Ret S >1.
n

un n—+oo n

k
Alors il existe un réel k > 0 tel que u, ~  — (et par conséquent, Y uj converge ssi a > 1.
n—+oo N

Démonstration
On considére la série de terme général v, = In up41 — Inup. Ona:
_ Upp1\ « 1 .« 1 .
Vo= In (T,,) =In (1 -—+ O(n—ﬂ)) o O(n—é) avec § = min(2, B)

a 1
- +w, avecw, = O(ﬁ)

Puisque § > 1, la série de terme général w, est absolument convergente, donc convergente. Notons W sa somme. On a
donc, en sommant les égalités précédentes pour ndela N —1:

N—1 N—1 N—1 N—1
1 1
Inuy —Inuy = = — - = — Z 4 W+ o(1
volnu=3 vh=—ad — 4D wn=—ad =+ Wit o)
n=1 n=1 n=1 n=1
donc (en notant -y la constante d’Euler) :

InuN:Inm—a(ln(N—l)+'y+o(l))+W+0(]):Inu1—o¢(|nN+In(l—%)+7)+W+0(])

=—alnN+C+ o(1)

et finalement : uy = e~ @MNFCTA) — —_go() o
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La formule de Stirling

ny\n n
b Up 1 1 e . N

Pour cela, on pose u, = ~“—; on a alors ——~ = — (14+—) — —, donc, d’aprés la régle de
n! a —oo a

d’Alembert pour les suites :
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Formule de Stirling

La formule de Stirling

ny\n n
b Up 1 1 e . .

Pour cela, on pose u, = ~“—; on a alors —& = — (l + -] — —, donc, daprés la regle de
n! a —oo a

d’Alembert pour les suites :

@sia>e lim u,=0;
n— 0o
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La formule de Stirling

ny\n n
a Up4 1 1 € . N
Pour cela, on pose u, = ~“—; on a alors ——~ = — (14+—) — —, donc, d’aprés la régle de
n! a —oo a
d’Alembert pour les suites :
@sia>e lim u,=0;
n— 00

@sia<e lim u,=+400;
n— oo
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La formule de Stirling

nyn n
7 Uppr 1 1 e R R
Pour cela, on pose u, = ~2—;onaalors — = — ( 1+ — — —, donc, d’aprés la régle de
| — 00
n! a a
d’Alembert pour les suites :
@sia>e lim u,=0;
n— 0o
@sia<e lim u,=+400;
n— oo

. . . - 4 P Upt
@ si a = e, on ne peut rien dire a priori. On effectue alors un développement limité de ——. On
Un
obtient :
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La formule de Stirling

ny\n n
a Uppr 1 1 e R R
Pour cela, on pose up = —=—;onaalors — = — (14+ — | — —, donc, d’aprés la régle de
n! up a n/) n—oo a
d’Alembert pour les suites :
@sia>e lim u,=0;
n— 00
@sia<e lim u,=-+o0;
n— oo
. . . - B Lo Un41
@ si a = e, on ne peut rien dire a priori. On effectue alors un développement limité de ——. On
un

obtient :

Uit _ Loan(d) — on(h-zz+0(E) - 2y L o (L))
up e 2n n
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La formule de Stirling

ny\n n
a Up4 1 1 € . N

Pour cela, on pose u, = ~“—; on a alors ——~ = — (14+—) — —, donc, d’aprés la régle de
n! a —oo a

d’Alembert pour les suites :

@sia>e lim u,=
n— 0o

@sia<e lim u,=+400;
n— oo

u
@ si a = e, on ne peut rien dire a priori. On effectue alors un développement limité de Al
Un
obtient :
1 1__1 L)) = 1 1
i _ Loam() _ n(Ggzro(F)) - Lo 1)
Uun e 2n n?

1/k

D’aprés le critére de Duhamel-Raabe, il existe un réel k > 0 tel que u, ~ 7_ soit :
n
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La formule de Stirling

2n)!
@ On en déduit par récurrence : Vn € N, Wy, = % : % ().
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La formule de Sti

@ On en déduit par ré VnEN, W= 2L T
n en déduit par récurrence : Vn € N, Wy, = W 5 2).
@ |l est facile de vérifier que la suite (W) est décroissante. On a donc, pour tout n € N, Wy1o < Wy < W, dou,
en divisant par W, (qui est strictement positif) :

Whio < Wi <

1
~X X
WN Wn
_ntl
T ont2
. Win
dot lim =1, s0it: Wyp1 ~  W,.
n—roo n n—+oo
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La formule de Stirling

@ On en déduit par ré VnEN, W= LT,
n en déduit par récurrence : Vn € N, Wy, = W 5 2).
@ |l est facile de vérifier que la suite (W) est décroissante. On a donc, pour tout n € N, Wy1o < Wy < W, dou,
en divisant par W, (qui est strictement positif) :

Whio < Wi <

1
W W,
_ntl
=iz
W,
doa lim ' — 1soit: Wop  ~ W,.
n— oo n n—+4o0o
@ D'aprés la relation de récurrence trouvée plus haut, on a, pour n > 2 : nW,W,—; = (n — 1) W, W,_5, donc la
suite (nW,W,_1) est constante. On en déduit : Vn € N*, nW,W,_; = WiW, = 5
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La formule de Stirling

dédui . YnEN. W — @) 7 .
@ On en déduit par récurrence : Vn € N, Wy, = W 5 2).
@ |l est facile de vérifier que la suite (W) est décroissante. On a donc, pour tout n € N, Wy1o < Wy < W, dou,
en divisant par W, (qui est strictement positif) :
Wata < Wi <

<1

W, W,
_ntl
=iz
W,
doa lim ' — 1soit: Wop  ~ W,.
n—oo W, n—+oo
@ D'aprés la relation de récurrence trouvée plus haut, on a, pour n > 2 : nW,W,—; = (n — 1) W, W,_5, donc la
suite (nW,W,_1) est constante. On en déduit : Vn € N*, nW,W,_; = WiW, = 5
A s — - . 7T e
A l'aide de I'équivalent précédent, on obtient alors : W, ~ 4/ — et donc Wa, ~ —4/— (3).
2n n—+co 2\ n
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La formule de Stirling

@ On en déduit par ré VnEN, W= LT,
n en déduit par récurrence : Vn € N, Wy, = W 5 2).
@ |l est facile de vérifier que la suite (W) est décroissante. On a donc, pour tout n € N, Wy1o < Wy < W, dou,
en divisant par W, (qui est strictement positif) :

Whio < Wi <

1
Wy W,
_ntl
=iz
W,
doa lim ' — 1soit: Wop  ~ W,.
n—oo W, n—-+oo
@ D'aprés la relation de récurrence trouvée plus haut, on a, pour n > 2 : nW,W,—; = (n — 1) W, W,_5, donc la
suite (nW, W,_) est constante. On en déduit : Vn € N*, nW,W,_; = MW, = 5
A s — - . 7T e
A l'aide de I'équivalent précédent, on obtient alors : W, ~ 4/ — et donc Wa, ~ —4/— (3).
2n n—+oo 2 n

Il ne reste plus qu'a mélanger (1), (2) et (3) : on obtient k = /2w d'ou la célébre formule de Stirling :
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Séries alternées

Définition 6

est de signe constant.

Une série a termes réels > uj est dite alternée si la suite ((—1)"un)
neN

neEN
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Séries alternées

Définition 6

est de signe constant.

Une série a termes réels > uj est dite alternée si la suite ((—1)"up)
neEN

neEN

Théoréme 11: Critére spécial des séries alternées, ou critére de Leibniz

Soit Y up une série alternée. On suppose que :
neN

@ la suite (|us|) est décroissante; @ lim u,=0.
n—oo

Alors la série > un converge.
neN
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Séries alternées

Définition 6

Une série a termes réels > ujp est dite alternée si la suite ((—1)"up)
neEN

neN est de signe constant.

Théoréme 11: Critére spécial des séries alternées, ou critére de Leibniz

Soit Y up une série alternée. On suppose que :
neN

@ la suite (|un|) est décroissante; @ lim u,=0.
n— 00
Alors la série > un converge.
neN
Démonstration

La suite (up) est alternée. Supposons par exemple up > 0. On aura alors, pour tout entier n, uz, > 0 et
wp4 < 0.
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Séries alternées

Définition 6

Une série a termes réels > ujp est dite alternée si la suite ((—1)"up)
neEN

neN est de signe constant.

Théoréme 11: Critére spécial des séries alternées, ou critére de Leibniz

Soit Y up une série alternée. On suppose que :
neN

@ la suite (|un|) est décroissante; @ lim u,=0.
n— 00

Alors la série > un converge.
neN

Démonstration

La suite (up) est alternée. Supposons par exemple up > 0. On aura alors, pour tout entier n, uz, > 0 et
wp4 < 0.
n
Notons S, = > u la n-iéme somme partielle.
k=0
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Séries alternées

Définition 6

Une série a termes réels > ujp est dite alternée si la suite ((—1)"up)
neEN

neN est de signe constant.

Théoréme 11: Critére spécial des séries alternées, ou critére de Leibniz

Soit Y up une série alternée. On suppose que :
neN

@ la suite (|un|) est décroissante; @ lim u,=0.
n— 00

Alors la série > un converge.
neN

Démonstration

La suite (up) est alternée. Supposons par exemple up > 0. On aura alors, pour tout entier n, uz, > 0 et
wp4 < 0.
n
Notons S, = > u la n-iéme somme partielle.
k=0
La suite (S2n) est décroissante car : Vn € N, Sp49 — Sop = Uopy2 + o1 = |uznt2| — |uznm| < 0.
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Séries alternées

Définition 6

Une série a termes réels > ujp est dite alternée si la suite ((—1)"up)
neEN

neN est de signe constant.

Théoréme 11: Critére spécial des séries alternées, ou critére de Leibniz

Soit Y up une série alternée. On suppose que :
neN

@ la suite (|un|) est décroissante; @ lim u,=0.
n— 00

Alors la série > un converge.
neN

Démonstration

La suite (up) est alternée. Supposons par exemple up > 0. On aura alors, pour tout entier n, uz, > 0 et
wp4 < 0.
n
Notons S, = > u la n-iéme somme partielle.
k=0
La suite (S2n) est décroissante car : Vn € N, Sp49 — Sop = Uopy2 + o1 = |uznt2| — |uznm| < 0.

et la suite (Sznt1) est croissante car: Vn € N, Sypis — Sont = Uzpgs + Wont2 = |Uzny2| — |t2ngs| = 0.
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Séries alternées

Définition 6

Une série a termes réels > ujp est dite alternée si la suite ((—1)"up)
neEN

neN est de signe constant.

Théoréme 11: Critére spécial des séries alternées, ou critére de Leibniz
Soit Y up une série alternée. On suppose que :
neN
@ la suite (|un|) est décroissante; @ lim u,=0.
n— 00

Alors la série > un converge.
neN

Démonstration

La suite (up) est alternée. Supposons par exemple up > 0. On aura alors, pour tout entier n, uz, > 0 et

wp4 < 0.
n
Notons S, = > u la n-iéme somme partielle.
k=0
La suite (S2n) est décroissante car : Vn € N, Sp49 — Sop = Uopy2 + o1 = |uznt2| — |uznm| < 0.

et la suite (Sznt1) est croissante car: Vn € N, Sypis — Sont = Uzpgs + Wont2 = |Uzny2| — |t2ngs| = 0.

De plus, Spnt1 — S2n = wzp41 tend vers 0 quand n — oo.
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Séries alternées

Définition 6

Une série a termes réels > ujp est dite alternée si la suite ((—1)"up)
neEN

neN est de signe constant.

Théoréme 11: Critére spécial des séries alternées, ou critére de Leibniz
Soit Y up une série alternée. On suppose que :
neN
@ la suite (|un|) est décroissante; @ lim u,=0.
n— 00

Alors la série > un converge.
neN

Démonstration

La suite (un) est alternée. Supposons par exemple uy > 0. On aura alors, pour tout entier n, uz, > 0 et

wp4 < 0.
n
Notons S, = > u la n-iéme somme partielle.
k=0
La suite (S2n) est décroissante car : Vn € N, Sp49 — Sop = Uopy2 + o1 = |uznt2| — |uznm| < 0.

et la suite (Sznt1) est croissante car: Vn € N, Sypis — Sont = Uzpgs + Wont2 = |Uzny2| — |t2ngs| = 0.
De plus, Spnt1 — S2n = wzp41 tend vers 0 quand n — oo.

Les deux suites sont donc adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite U, donc la suite (S,) aussi.
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Théoréme 12

Soit > up une série alternée telle que :
neN

@ la suite (Jup|) est décroissante; @ lim u, =0
n—00
et soit S sa somme. Alors :
@ S est comprise entre deux sommes partielles d’indices consécutifs.
© S est du signe de up, et |S| < |ug].

+oo
© Sionnote R, = > uy le reste dordre n, alors Ry, est du signe de u,1 et |Rn| < |ups| -
k=n+1
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Théoréme 12

Soit > up une série alternée telle que :
neN

@ la suite (Jup|) est décroissante; @ lim u, =0
n—00

et soit S sa somme. Alors :
@ S est comprise entre deux sommes partielles d’indices consécutifs.

© S est du signe de up, et |S| < |ug].

+oo
© Sionnote R, = > uy le reste dordre n, alors Ry, est du signe de u,1 et |Rn| < |ups| -
k=n+1

Démonstration

@ résulte directement du fait que les suites (S2,) et (S2p+1) sont adjacentes.
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Théoréme 12

Soit > up une série alternée telle que :
neN

@ la suite (Jup|) est décroissante; @ lim u, =0
n—00

et soit S sa somme. Alors :
@ S est comprise entre deux sommes partielles d’indices consécutifs.

© S est du signe de up, et |S| < |ug].

+o00
© Sionnote R, = > uy le reste dordre n, alors Ry, est du signe de u,1 et |Rn| < |ups| -
k=n+1
Démonstration
@ résulte directement du fait que les suites (S2,) et (S2p+1) sont adjacentes.

@ Danslecasotiug > 0,0na$ < S < S soit ug 4+ < S < up, et ug 4ty = |up| — || = 0, dot le résultat.
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Théoréme 12

Soit > up une série alternée telle que :
neN

@ la suite (Jup|) est décroissante; @ lim u, =0
n—00

et soit S sa somme. Alors :
@ S est comprise entre deux sommes partielles d’indices consécutifs.

© S est du signe de up, et |S| < |ug].

+o00
© Sionnote R, = > uy le reste dordre n, alors Ry, est du signe de u,1 et |Rn| < |ups| -
k=n+1
Démonstration
@ résulte directement du fait que les suites (S2,) et (S2p+1) sont adjacentes.

@ Danslecasotiug > 0,0na$ < S < S soit ug 4+ < S < up, et ug 4ty = |up| — || = 0, dot le résultat.
Dans le cas up < 0,0ona S < S < § soit up < S < up+ uy <0, dott le résultat.
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Séries alternées

Théoréme 12

Soit > up une série alternée telle que :
neN

@ la suite (Jup|) est décroissante; @ lim u, =0
n—00
et soit S sa somme. Alors :
@ S est comprise entre deux sommes partielles d’indices consécutifs.
© S est du signe de up, et |S| < |ug].

+oo
© Sionnote R, = > uy le reste dordre n, alors Ry, est du signe de u,1 et |Rn| < |ups| -
k=n+1

Démonstration

@ résulte directement du fait que les suites (S2,) et (S2p+1) sont adjacentes.

@ Danslecasotiug > 0,0na$ < S < S soit ug 4+ < S < up, et ug 4ty = |up| — || = 0, dot le résultat.
Dans le cas up < 0,0ona S < S < § soit up < S < up+ uy <0, dott le résultat.
© On applique le résultat précédent a la série S v, avec vp = u, 14 : pour cette série (qui vérifie encore les

keN
hypothéses du CSSA), on a S = R, et vy = up4.

PSI* (Lycé ' es de niombres réels ou complexes Novembre 2022



Exemple : les séries de Riemann alternées.

_])nfl

Il s’agit des séries Z ="
neEN*
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Exemple : les séries de Riemann alternées.

_])nfl

Il s’agit des séries Z ="
neEN*

Posons, pour n > 1, up =
nOé

oy _
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Exemple : les séries de Riemann alternées.

_])nfl

Il s’agit des séries Z (
neEN*
-
Posons, pour n > 1, up = ——— -
nO{

@ Si a <0, la suite (un) ne tend pas vers 0 quand n — oo, donc la série Y u, diverge grossiérement.
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Exemple : les séries de Riemann alternées.

_])nfl

Il s’agit des séries Z ="
neEN*
(_-l)n—l

Posons, pour n > 1, up =
nOé

@ Si a <0, la suite (un) ne tend pas vers 0 quand n — oo, donc la série Y u, diverge grossiérement.

. 1 .
@ Sia>1, |up| = — et la série 3 up est absolument convergente, donc convergente.
n
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Exemple : les séries de Riemann alternées.

-
Il s’agit des séries Z
neEN*
Cp-
Posons, pour n > 1, up = ——— -
nO{

@ Si a <0, la suite (un) ne tend pas vers 0 quand n — oo, donc la série Y u, diverge grossiérement.

. 1 .
@ Sia>1, |up| = — et la série 3 up est absolument convergente, donc convergente.
n

@ Si a €]0;1], la suite (up) vérifie les hypothéses du CSSA, donc la série)  u, converge (elle est ici

semi-convergente).

Novembre 2022
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = (—1)"/nsin (1) (n > 1).
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = (—1)"/nsin (1) (n > 1).

Solution

1 1
@ |u,| = /nsin (—) ~ T donc 3 |uy| diverge : > u, n'est pas absolument convergente.
n n
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = (—1)"/nsin (1) (n > 1).

Solution

1 1
@ |u,| = /nsin (—) ~ T donc 3 |uy| diverge : > u, n'est pas absolument convergente.
n n

@ u, est du signe de (—1)", donc la suite (u,) est alternée. Si on veut absolument utiliser le CSSA, il faut étudier le
signe de |upq1| — |ug|. Pour cela, deux solutions possibles :
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = (—1)"y/nsin (1) (n >1).

Solution

1 1
Q@ |uy| = +/nsin (—) ~ T donc 3 |uy| diverge : > u, n'est pas absolument convergente.
n n

@ u, est du signe de (—1)", donc la suite (uy) est alternée. Si on veut absolument utiliser le CSSA, il faut étudier le
signe de |upq1| — |ug|. Pour cela, deux solutions possibles :

@ On effectue un développement limité :

1 1
|tns1| — |un| = V/n+1sin (—) — +/nsin (7)
n+1 n
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = (—1)"y/nsin (1) (n >1).

Solution
1 1
Q@ |uy| = +/nsin (—) ~ T donc 3 |uy| diverge : > u, n'est pas absolument convergente.
n n

donc la suite (u,) est alternée. Si on veut absolument utiliser le CSSA, il faut étudier le

@ u, est du signe de (—1)",
signe de |upq1| — |ug|. Pour cela, deux solutions possibles :

@ On effectue un développement limité :
1 1
|tns1| — |un| = V/n+1sin (—) — +/nsin (7)
n+1 n
1 A
=+/n ]+7sin< ) \ﬁzsm<f)
n n(1+ n
= f( +o.+0

(
1+—+o(

-vi(
f('

, donc |up41| — |upn| est négatif au moins a partir d'un certain rang, ce qui permet

Ainsi, [up| — |up| ~
2n

d’appliquer le CSSA : > u, converge. (OUF)
Novembre 2022
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Solution (suite)

1
o On peut aussi remarquer que |u,| = f(n) avec f(x) = /xsin (—) et étudier le sens de variation de f.
X

Allons-y :
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Solution (suite)
o On peut aussi remarquer que |u,| = f(n) avec f(x) = /xsin (—) et étudier le sens de variation de f.
X

1 ( 1 ) 1 4 )
) - = ~ —,ce qui

VX 5 x% hed Zx%
—_——

% ~

X—» 00

cos (%) donc f’(x)xH

>
ol

Allons-y :
fest €% sur R} et, Vx >0, f'(x) = IV sin
X
~Y
2x2

X— 00
montre que f(x) < 0 pour x assez grand, donc que f décroit pour x assez grand, et on aboutit a la méme

conclusion.
@ Tout cela est affreusement calculatoire (bien qu'il s’agisse de calculs que tout éléve de Sup doit savoir faire!). Il y a

une bien meilleure solution, qui consiste a effectuer directement un développement limité de uj, :
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o On peut aussi remarquer que |u,| = f(n) avec f(x) = /xsin (—) et étudier le sens de variation de f.
| i
~ —, ce qui

< cos (%) donc f’(x)x

Solution (suite)
7o ()
—sin ( -
2y/x bt .
1 1
S5 3 b3

Allons-y :
fest €% sur R} et, Vx >0, f'(x) =

X— 00 2%
montre que f(x) < 0 pour x assez grand, donc que f décroit pour x assez grand, et on aboutit a la méme

m

conclusion.
@ Tout cela est affreusement calculatoire (bien qu'il s’agisse de calculs que tout éléve de Sup doit savoir faire!). Il y a
—-n" 1
=) +0( |-
n2

une bien meilleure solution, qui consiste a effectuer directement un développement limité de uj, :
] —
=7

w = (v (1 + 0

ries de nombres réels ou complexes
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o On peut aussi remarquer que |u,| = f(n) avec f(x) = /xsin (—) et étudier le sens de variation de f.
| i
~ —, ce qui

< cos (%) donc f’(x)x

Solution (suite)
7o ()
—sin ( -
2y/x bt .
1 1
S5 3 b3

Allons-y :
fest €% sur R} et, Vx >0, f'(x) =

X— 00 2%
montre que f(x) < 0 pour x assez grand, donc que f décroit pour x assez grand, et on aboutit a la méme

:(—1)"\5(];+O(na

1
etw, =0 <—5>
n2

conclusion.
@ Tout cela est affreusement calculatoire (bien qu'il s’agisse de calculs que tout éléve de Sup doit savoir faire!). Il y a
—-n" 1
=) +0( |-
n2

une bien meilleure solution, qui consiste a effectuer directement un développement limité de uj, :
] —
=7

u

3

(=n"

T

Ainsi, u, = v, + wp, avec v,
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1
V/xsin (—) et étudier le sens de variation de f.
X
| i
~ —, ce qui

X—=00 9\

! cos (%) donc f/(x)

@ On peut aussi remarquer que |u,| = f(n) avec f(x)
7 ()
sin| - ) — —
X .

~

2/x
———
1
X—» 00

>
ol

Solution (suite)
Allons-y :
fest €% sur R} et, Vx >0, f'(x) =
X;Vm in%
montre que f(x) < 0 pour x assez grand, donc que f décroit pour x assez grand, et on aboutit a la méme

conclusion.

m

@ Tout cela est affreusement calculatoire (bien qu'il s’agisse de calculs que tout éléve de Sup doit savoir faire!). Il 'y a
—-n" 1
=) +0( |-
n2

une bien meilleure solution, qui consiste a effectuer directement un développement limité de uj, :
1
V/n
. La série de terme général v, est convergente (série de

w = (v (1 + 0

1
5

=n"
etw, =0
n2
Riemann alternée), et celle de terme général w, est absolument convergente (comparaison & une série de Riemann)

T

Ainsi, u, = v, + w,, avec v,
Novembre 2022
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1
V/xsin (—) et étudier le sens de variation de f.
X
| i
~ —, ce qui

X—=00 9\

! cos (%) donc f/(x)

@ On peut aussi remarquer que |u,| = f(n) avec f(x)
7 ()
sin| - ) — —
X .

~

2/x
— ——
1
X—» 00

>
ol

Solution (suite)
Allons-y :
fest €% sur R} et, Vx >0, f'(x) =
X;VOO in%
montre que f(x) < 0 pour x assez grand, donc que f décroit pour x assez grand, et on aboutit a la méme

conclusion.

m

@ Tout cela est affreusement calculatoire (bien qu'il s’agisse de calculs que tout éléve de Sup doit savoir faire!). Il 'y a
une bien meilleure solution, qui consiste a effectuer directement un développement limité de uj, :
1 1 —-n" 1
un:(—l)"ﬁ<—+0( )):( )+o —= |-
n V/n ns
1 - Ay -

etw, =0 -5 |- La série de terme général v, est convergente (série de
n2

T

=n"
Ainsi, u, = v, + w,, avec v,
Riemann alternée), et celle de terme général w, est absolument convergente (comparaison & une série de Riemann)
Il en résulte que > uy est la somme de deux séries convergentes, donc est convergente.
Novembre 2022
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1
V/xsin (—) et étudier le sens de variation de f.
X
| i
~ —, ce qui

X—=00 9\

! cos (%) donc f/(x)

@ On peut aussi remarquer que |u,| = f(n) avec f(x)
7 ()
sin| - ) — —
X .

~

2/x
—_———
1
X—» 00

>
ol

Solution (suite)
Allons-y :
fest €% sur R} et, Vx >0, f'(x) =
x;voo 2,(7%
montre que f(x) < 0 pour x assez grand, donc que f décroit pour x assez grand, et on aboutit a la méme

conclusion.

m

@ Tout cela est affreusement calculatoire (bien qu'il s’agisse de calculs que tout éléve de Sup doit savoir faire!). Il 'y a
une bien meilleure solution, qui consiste a effectuer directement un développement limité de uj, :
1 1 —-n" 1
un:(—l)"ﬁ<—+0< )):( )+o —= |-
n V/n ns
1 - - -

etw, =0 -5 |- La série de terme général v, est convergente (série de
n2

T

=n"
Ainsi, u, = v, + w,, avec v,
Riemann alternée), et celle de terme général w, est absolument convergente (comparaison & une série de Riemann)
Il en résulte que > uy est la somme de deux séries convergentes, donc est convergente.
Novembre 2022
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Etude de la série de terme général u, = sin (71'\/n2 + 1).
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Etude de la série de terme général u, = sin (71'\/n2 + 1).

Solution

Ici la suite ne vérifie pas (a priori) les conditions du CSSA.

Mais la encore, un simple développement limité permet de résoudre I'exercice :
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = sin (ﬂ\/nz + 1).

Solution

Ici la suite ne vérifie pas (a priori) les conditions du CSSA.

Mais la encore, un simple développement limité permet de résoudre I'exercice :

oo rnfg) = (o )
(e rolG) = (5o (3)
RO LIwTEY

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes



Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = sin (71'\/n2 + 1).

Solution

Ici la suite ne vérifie pas (a priori) les conditions du CSSA.

Mais la encore, un simple développement limité permet de résoudre I'exercice :

oo rnfg) = (o )
(e rolG) = (5o (3)
RO LIwTEY

ce qui permet de conclure comme dans P'exercice précédent : > u, est somme d’une série
semi-convergente et d’'une série absolument convergente, elle est donc convergente.
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"
VAt ()

Etude de la série de terme général u, =




Séries alternées

Gy
i+ ()

Etude de la série de terme général u, =

Solution

Je vous laisse le soin de vérifier que (un) est bien alternée, tend vers 0 quans n — oo, mais que (|us|)
n'est pas décroissante : le CSSA ne s'applique pas!
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Séries alternées

Gy
i+ ()

Etude de la série de terme général u, =

Solution

Je vous laisse le soin de vérifier que (un) est bien alternée, tend vers 0 quans n — oo, mais que (|us|)
n'est pas décroissante : le CSSA ne s'applique pas!

La solution passe donc par un ...développement limité!
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Séries alternées

"
VAt ()

Etude de la série de terme général u, =

Solution

Je vous laisse le soin de vérifier que (un) est bien alternée, tend vers 0 quans n — oo, mais que (|us|)
n'est pas décroissante : le CSSA ne s'applique pas!

La solution passe donc par un ...développement limité!

S

Le calcul (facile) donne : u, =
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Séries alternées

Gy
i+ ()

Etude de la série de terme général u, =

Solution

Je vous laisse le soin de vérifier que (un) est bien alternée, tend vers 0 quans n — oo, mais que (|us|)
n'est pas décroissante : le CSSA ne s'applique pas!

La solution passe donc par un ...développement limité!

oG

Conclusion : > up est somme d’une série semi-convergente, d’une série divergente et d’'une série
absolument convergente : elle est donc divergente.

Le calcul (facile) donne : u, =
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(

Etudier la série de terme général u, = In ( 1+ sin _T pour @ € R.
n

1y
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Séries alternées

(

Etudier la série de terme général u, = In ( 1+ sin _T pour @ € R.
n

1y

Solution

="

@ Si a <0, la suite sin

n'a pas de limite quand n — +o00. Dans ce cas, la série > u, diverge grossiérement.




Séries alternées

(

Etudier la série de terme général u, = In ( 1+ sin _T pour @ € R.
n

1y

Solution

. (=)
@ Si o < 0, la suite sin ( a) n'a pas de limite quand n — +o00. Dans ce cas, la série > u, diverge grossiérement.

1
@ sia >0 |up] ~ — donc 3 uy converge absolument si et seulement si v > 1 (théoreme de comparaison
n—+oo N

de séries a termes positifs).




Séries alternées

(="

Etudier la série de terme général u, = In (] + sin —

Solution

—1 D
@ Si a <0, la suite sin ( a) n'a pas de limite quand n — +o00. Dans ce cas, la série > u, diverge grossiérement.
n

1 .
@ sia>0|u| ~ — donc >~ up, converge absolument si et seulement si « > 1 (théoréme de comparaison
n—+oo N

de séries a termes positifs).

@ Si a €]0;1], on effectue un développement limité :

unzln(l+(;—l)"+0(#)):§;i—2nz%+a(#)

N——

vn wn
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Séries alternées

(="

Etudier la série de terme général u, = In (] + sin —

Solution

. (=)
@ Si a <0, la suite sin ( a) n'a pas de limite quand n — +o00. Dans ce cas, la série > u, diverge grossiérement.
n

1
@ sia >0, |ug] ~ — donc 37 uy converge absolument si et seulement si o > 1 (théoréme de comparaison
n—+oo N

de séries a termes positifs).

@ Si a €]0;1], on effectue un développement limité :

unzln(l+(;—l)"+0(#)):§;i—2nz%+a(#)

N——

vn wn

La série de terme général v, est une série de Riemann alternée qui vérifie le CSSA, elle converge.
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Séries alternées

(="

Etudier la série de terme général u, = In (] +sin =—= ) poura € R.
n

Solution

@ Si a < 0, la suite sin

="

n'a pas de limite quand n — +o00. Dans ce cas, la série > u, diverge grossiérement.

1
@ sia >0, |ug] ~ — donc 37 uy converge absolument si et seulement si o > 1 (théoréme de comparaison
n—+oo N

de séries a termes positifs).

@ Sia €]0;1], on effectue un développement limité :

unzln(l+(;—l)"+0(#)):§;i—2nz%+a(#)

N——

vn wp

La série de terme général v, est une série de Riemann alternée qui vérifie le CSSA, elle converge.

1
w, ~ —— donc par le critére de comparaison des séries a termes positifs (comparaison a une série de
n—foo 2%

1
Riemann) , la série de terme général w, converge si et seulement si o > >
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Séries alternées

(="

Etudier la série de terme général u, = In (] + sin % pour a € R.
n

Solution

—1 D
@ Si a <0, la suite sin ( a) n'a pas de limite quand n — +o00. Dans ce cas, la série > u, diverge grossiérement.

1
@ sia >0, |ug] ~ — donc 37 uy converge absolument si et seulement si o > 1 (théoréme de comparaison
n—+oo N

de séries a termes positifs).

@ Sia €]0;1], on effectue un développement limité :

unzln(l+(;—l)"+0(#)):§;i—2nz%+a(#)

N——

vn wn

La série de terme général v, est une série de Riemann alternée qui vérifie le CSSA, elle converge.

1
w, ~ —— donc par le critére de comparaison des séries a termes positifs (comparaison a une série de
n—foo 2%

1
Riemann) , la série de terme général w, converge si et seulement si o > >

1
Conclusion : par le théoréme d’opération sur les séries, la série > u, converge si et seulement si av > x
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Etude de la série de terme général u,
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u,

Solution

Cet exercice repose sur une grosse astuce!
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = sin (Trn!

Solution
Cet exercice repose sur une grosse astuce!

On écrit I'inégalité de Taylor-Lagrange pour la fonction x — e* entre 0 et 1, a Fordre n41:

1 1 1 1 e
e:]+ﬁ+a+"'+m+m+m avec |rn|<

(n+2)!
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = sin (Trn!e).

Solution
Cet exercice repose sur une grosse astuce!

On écrit I'inégalité de Taylor-Lagrange pour la fonction x — e* entre 0 et 1, a Fordre n41:

1 1 1 1 e
e —d — e — 4 o < ———.
e=ltgtat Hat gyt eIl < a0
Donc7ren‘—7r><n‘(]—l—l—i-l—inu—i—#—l—#)—i—wn‘(L—i—l)—i— +r
T ' noo2l (n=3)  (n—=2)! A= ) ng1 "
entier pair! =m(n+1)

e
avec |rl| < —, dou

n
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = sin (Trn!e).

Solution
Cet exercice repose sur une grosse astuce!

On écrit I'inégalité de Taylor-Lagrange pour la fonction x — e* entre 0 et 1, a Fordre n41:

1 1 1 1 e
=l b — 4y < —.
e=ltgtat Hat gyt eIl < a0

1 1 1 1 1 1 T
| = | = — —_— —_— M — — !
Donc men! 7T><n.(l+”+2!+ +(n—3)!+(n—2)!)+7m.((n—l)!+n!>+n+l+r"

entier pair! =m(n+1)

e
avec |rl| < —, dou

n

up = sin (2k7r +(n+N7m + % + r,’,) = (—])"'H sin (L +0 (l>>
n

_ (="' (L) ]
T o+l 0 n?

n+1 n
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Séries alternées

Etude de la série de terme général u, = sin (Trn!e).

Solution
Cet exercice repose sur une grosse astuce!

On écrit I'inégalité de Taylor-Lagrange pour la fonction x — e* entre 0 et 1, a Fordre n41:

1 1 1 1 e
=l b — 4y < —.
e=ltgtat Hat gyt eIl < a0

1 1 1 1 1 1 T
| = | = — —_— —_— M — — !
Donc men! 7T><n.(l+”+2!+ +(n—3)!+(n—2)!)+7m.((n—l)!+n!>+n+l+r"

entier pair! =m(n+1)

e
avec |rl| < —, dou

2
up = sin (2k7r +(n+N7m + % + r,’,) = (—])"'H sin (L +0 (l>>
n

n+1 n
CLLIPYEN
T on41 +© n

Il en résulte que > uy est la somme d’une série semi-convergente et d’'une série absolument convergente,
donc est convergente.
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Définition 7

Soit (un)nen et (vn)nen deux suites a valeurs complexes.
On appelle série produit de Cauchy des séries de terme général u, et v, la série de terme général w;, avec :

n
VneN, w,= ZUkVn—k = Z UpVg .
k=0

ptq=n
p,qEN
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Produit de Cauchy

Définition 7

Soit (un)nen et (Va)nen deux suites a valeurs complexes.
On appelle série produit de Cauchy des séries de terme général u, et v, la série de terme général w;, avec :

n
VneN, Wn:ZUkVn—k: Z UpVg .
k=0 ptg=n

p,qEN

Théoréme 13

Si les séries > un et Y. v, sont absolument convergentes, alors > wj, est absolument convergente, et
neN neN neN

n=0 n=0

de plus :
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Produit de Cauchy

Démonstration

@ ler cas : On commence par traiter le cas o0 Y u, et > v, sont deux séries de nombres réels positifs.
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Produit de Cauchy

Démonstration

@ ler cas : On commence par traiter le cas o0 Y u, et > v, sont deux séries de nombres réels positifs.

Notons, pour tout n € N :

n n n
U= up Vo= viet Wo=> wy
k=0 k=0 k=0
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Produit de Cauchy

Démonstration

@ ler cas : On commence par traiter le cas o0 Y u, et > v, sont deux séries de nombres réels positifs.

Notons, pour tout n € N :
n n n

U= up Vo= viet Wo=> wy
k=0 k=0 k=0

et considérons les ensembles d'indices (k, £) représentés
ci-contre :

T, = {(k,€) € [0;n]?, k+¢£< n}
G, = [0; n]?

n n
Ainsi: W, =3 wi=3>0 > wve= > Wy
i=0

i=0 k-++£=i (k,2)eTy
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Produit de Cauchy

Démonstration

@ ler cas : On commence par traiter le cas o0 Y u, et > v, sont deux séries de nombres réels positifs.

Notons, pour tout n € N :

n n n
U= up Vo= viet Wo=> wy

k=0 k=0 k=0
et considérons les ensembles d'indices (k, £) représentés
ci-contre :
T, = {(k,€) € [0; nl, k+£ < n}

C, = |IO;n]]Z

n n
Ainsi: Wy =>wi=> > wve= > wve.
=0

i=0 k+0=i (k,£)ETy (n, 0)

Les séries étant a termes positifs,ona: > wve < Y. wve < > wpve,
(k,0)ET, (k,0)E€Cn (k,0)ETy,

c'est-a-dire W, < U,V, < Wap.
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Produit de Cauchy

Démonstration

@ ler cas : On commence par traiter le cas o0 Y u, et > v, sont deux séries de nombres réels positifs.

Notons, pour tout n € N :

n n n
U= up Vo= viet Wo=> wy

k=0 k=0 k=0
et considérons les ensembles d'indices (k, £) représentés
ci-contre :
T, = {(k,€) € [0; nl, k+£ < n}

C, = |IO;n]]Z

n n
Ainsi: W, =3 wi=3>0 > wve= > Wy
i=0

i=0 k+0=i (k,£)ETy (n, 0)

Les séries étant a termes positifs,ona: > wve < Y. wve < > wpve,
(k,0)ET, (k,0)E€Cn (k,0)ETy,

c'est-a-dire W, < U,V, < Wap.

+oo +oo

Notons U = > up et V.= > v, La premiére de ces inégalités implique (les séries étant a termes positifs)
n=0 =0

W, < UV.
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Produit de Cauchy

Démonstration

@ ler cas : On commence par traiter le cas o0 Y u, et > v, sont deux séries de nombres réels positifs.

Notons, pour tout n € N :

n n n
U= up Vo= viet Wo=> wy

k=0 k=0 k=0
et considérons les ensembles d'indices (k, £) représentés
ci-contre :
T, = {(k,€) € [0; nl, k+£ < n}

C, = |IO;n]]Z

n n
Ainsi: W, =3 wi=3>0 > wve= > Wy
i=0

i=0 k+0=i (k,£)ETy (n, 0)

Les séries étant a termes positifs,ona: > wve < Y. wve < > wpve,
(k,€)ETh (k,€)ECn (k,£)ETop

c'est-a-dire W, < U,V, < Wap.

+oo +oo

Notons U = > up et V.= > v, La premiére de ces inégalités implique (les séries étant a termes positifs)
n=0 =0

W, < UV. Ainsi, les sommes partielles de la série (& termes positifs) > w;, sont majorées; cette série converge

+oo
dong, et, si l'on note W = >~ wj,, on aura W < UV.
n=0
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Produit de Cauchy

Démonstration

@ ler cas : On commence par traiter le cas o0 Y u, et > v, sont deux séries de nombres réels positifs.

Notons, pour tout n € N :

n n n
U= up Vo= viet Wo=> wy

k=0 k=0 k=0
et considérons les ensembles d'indices (k, £) représentés
ci-contre :
T, = {(k,€) € [0; nl, k+£ < n}

C, = |IO;n]]Z

n n
Ainsi: W, =3 wi=3>0 > wve= > Wy
i=0

i=0 k+0=i (k,£)ETy (n, 0)

Les séries étant a termes positifs,ona: > wve < Y. wve < > wpve,
(k,€)ETh (k,€)ECn (k,£)ETop

c'est-a-dire W, < U,V, < Wap.

+oo +oo

Notons U = > up et V.= > v, La premiére de ces inégalités implique (les séries étant a termes positifs)
n=0 =0

W, < UV. Ainsi, les sommes partielles de la série (& termes positifs) > w;, sont majorées; cette série converge

+oo
dong, et, si l'on note W = >~ wj,, on aura W < UV.
n=0

La deuxiéme inégalité implique alors, par passage a la limite, UV < W, et finalement : W = UV.
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Démonstration (suite)

@ Cas général

On suppose ici que Y u, et > v, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes.
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Démonstration (suite)

@ Cas général
On suppose ici que Y u, et > v, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes.

On conserve les notations précédentes, et on note aussi u, = |u,|, v, = |vy| et w, le terme général de la série
produit de Cauchy des séries > u/ et 5" v/.
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Démonstration (suite)

@ Cas général

On suppose ici que Y u, et > v, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes.

On conserve les notations précédentes, et on note aussi u, = |u,|, v, = |vy| et w, le terme général de la série
produit de Cauchy des séries > u/ et 5" v/.

D'aprés le cas précédent, >~ w/, converge.
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Démonstration (suite)

@ Cas général
On suppose ici que Y u, et > v, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes.
On conserve les notations précédentes, et on note aussi u, = |u,|, v, = |vy| et w, le terme général de la série
produit de Cauchy des séries > u/ et 5" v/.
) N P /
D'aprés le cas précédent, > w; converge.

On a aussi :
n n

7
[wal = | D" uevo—ie| D lweveel = > vy, = w)
k=0 k=0 k=0
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Démonstration (suite)

@ Cas général
On suppose ici que Y u, et > v, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes.
On conserve les notations précédentes, et on note aussi u, = |u,|, v, = |vy| et w, le terme général de la série
produit de Cauchy des séries > u/ et 5" v/.
) N P /
D'aprés le cas précédent, > w; converge.

On a aussi :
n n

7
[wal = | D" uevo—ie| D lweveel = > vy, = w)
k=0 k=0 k=0

donc, d’aprés les régles de comparaison de séries a termes positifs, la série > w, est absolument convergente,
donc convergente.
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Démonstration (suite)

@ Cas général
On suppose ici que Y u, et > v, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes.
On conserve les notations précédentes, et on note aussi u, = |u,|, v, = |vy| et w, le terme général de la série
produit de Cauchy des séries > u/ et 5" v/.
) N P /
D'aprés le cas précédent, > w; converge.

On a aussi :
n n

n
|Wn| = Zukvnfk < |llkv,7,k| = Z";«Vlfk = Wr:
k=0 k=0 k=0

donc, d’aprés les régles de comparaison de séries a termes positifs, la série > w, est absolument convergente,
donc convergente.

Enfin,ona: U,V, — W, = > v, donc
(k,£)ECa\Tn
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Démonstration (suite)

@ Cas général
On suppose ici que Y u, et > v, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes.
On conserve les notations précédentes, et on note aussi u, = |u,|, v, = |vy| et w, le terme général de la série
produit de Cauchy des séries > u/ et 5" v/.
) N P /
D'aprés le cas précédent, > w; converge.

On a aussi :
n n

n
|Wn| = Zukvnfk < |llkv,7,k| = Z";«Vlfk = Wr:
k=0 k=0 k=0

donc, d’aprés les régles de comparaison de séries a termes positifs, la série > w, est absolument convergente,
donc convergente.

Enfin,ona: U,V, — W, = > v, donc
(k,£)ECa\Tn

[Un Vi — Wa| < Z [ug| [vo—i| = Ur:vr: - Wr: .
(k,£)ECH\Tn

Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Démonstration (suite)

@ Cas général
On suppose ici que Y u, et > v, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes.
On conserve les notations précédentes, et on note aussi u, = |u,|, v, = |vy| et w, le terme général de la série
produit de Cauchy des séries > u/ et 5" v/.
) N P /
D'aprés le cas précédent, > w; converge.

On a aussi :
n n

n
‘Wnl = Zukvnfk < |llkv,7,k‘ = Z";«Vlfk = Wr:
k=0 k=0 k=0

donc, d’aprés les régles de comparaison de séries a termes positifs, la série > w, est absolument convergente,
donc convergente.

Enfin,ona: U,V, — W, = > v, donc
(k,£)ECa\Tn

[Un Vi — Wa| < Z [ug| [vo—i| = U;Vr: - Wr: .
(k,£)ECH\Tn

Or on sait (cas précédent) que lim UV/ — W/ = 0; on en déduit lim U,V, — W, = 0, soitW = UV.
n— 0o n— oo
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Produit de Cauchy

Application a I'exponentielle complexe

PN

Proposition 2: Des développements en série a connaitre
Pour tout x € R on a:

+t0 on x2nt

.y +o0 +oo X2n
e’ = ; sinx = Z(—])"i ; cosx = Z(—])”
n=0 n=0

(2n)!

nl (2n+1)!

n=0
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Produit de Cauchy

Application a 'exponentielle complexe
pp

Proposition 2: Des développements en série a connaitre
Pour tout x € Rona:

e = — ; sinx =) (-1)'—— ; cosx = » (=1)" .
“ nl e 2n+1)! e (2n)!
Démonstration

On ne démontrera ici que la premiére de ces relations, la méthode étant la méme pour les autres.
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Produit de Cauchy

Application a 'exponentielle complexe
pp

Proposition 2: Des développements en série a connaitre
Pour tout x € Rona:

e = — ; sinx =) (-1)" ; cosx = » (=1)" .
“ nl e 2n+1)! e (2n)!
Démonstration

On ne démontrera ici que la premiére de ces relations, la méthode étant la méme pour les autres.

On sait que la fonction exponentielle est 4> sur R. Linégalité de Taylor-Lagrange appliquée a f: t — e'
entre 0 et x s'écrit :

PSI* (Lycée d’ Vi Chapitre X : Séries de nombres réels ou complexes Novembre 2022



Produit de Cauchy

Application a 'exponentielle complexe
pp

Proposition 2: Des développements en série a connaitre
Pour tout x € Rona:

X2n
(2n)!

N +00 2t Gy
eX = Z ; sinx = ZO(—I)"W ; Cos x = ZO(_])H

Démonstration
On ne démontrera ici que la premiére de ces relations, la méthode étant la méme pour les autres.

On sait que la fonction exponentielle est 4> sur R. Linégalité de Taylor-Lagrange appliquée a f: t — e'

entre 0 et x s’écrit :
VneN, VxR, |f(x) znjxkf“f)(o) o I sup
n , Vx s X) — — < ——— su
prll (n+1)! tep,y

f(n+l)(t)‘

soit :
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Produit de Cauchy

Application a 'exponentielle complexe
pp

Proposition 2: Des développements en série a connaitre
Pour tout x € Rona:

e = ; sinx =) (-1)'—— ; cosx = » (=1)" .
“ nl e 2n+1)! e (2n)!
Démonstration

On ne démontrera ici que la premiére de ces relations, la méthode étant la méme pour les autres.

On sait que la fonction exponentielle est 4> sur R. Linégalité de Taylor-Lagrange appliquée a f: t — e'
entre 0 et x s'écrit :

n xk n+l1
VneN, VxeR, ‘f(x)—zﬂf(")(()) < (LL]), e (t)‘
k=0 "
soit : :
n n+

|X| p |er|.

VneN, Vx eR, su
(n+1)' t€0,x]

c-3

k=0
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Produit de Cauchy

Application a 'exponentielle complexe
PP

Proposition 2: Des développements en série a connaitre
Pour tout x € Rona:

e = — ; sinx =) (-1)'—— ; cosx = » (=1)" .
“ nl e 2n+1)! e (2n)!
Démonstration

On ne démontrera ici que la premiére de ces relations, la méthode étant la méme pour les autres.

On sait que la fonction exponentielle est 4> sur R. Linégalité de Taylor-Lagrange appliquée a f: t — e'
entre 0 et x s'écrit :

n xk n+l1
VneN, VxeR, ‘f(x)—zﬂf(")(()) < (LL]), e (t)‘
k=0 "
soit : :
n n+

|X| p |er|.

VneN, Vx eR, su
(n+1)' t€0,x]

c-3

k=0

|X|n+]
Or, x étant fixé, lim [ ———
n— 0o (

- ])I) = 0 (comparaison des suites usuelles), donc :
n !
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Produit de Cauchy

Application a 'exponentielle complexe
PP

Proposition 2: Des développements en série a connaitre
Pour tout x € Rona:

e = — ; sinx =) (-1)'—— ; cosx = » (=1)" .
“ nl e 2n+1)! e (2n)!
Démonstration

On ne démontrera ici que la premiére de ces relations, la méthode étant la méme pour les autres.

On sait que la fonction exponentielle est 4> sur R. Linégalité de Taylor-Lagrange appliquée a f: t — e'
entre 0 et x s'écrit :

n xk n+l1
VneN, VxeR, ‘f(x)—zﬂf(")(()) < (LL]), e (t)‘
k=0 "
soit : :
n n+

|X| p |er|.

VneN, Vx eR, su
(n+1)' t€0,x]

c-3

k=0

|X|n+]
Or, x étant fixé, lim [ ———
n— 0o (

- ])I) = 0 (comparaison des suites usuelles), donc :
n !
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Produit de Cauchy
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Produit de Cauchy

Proposition 3

’ ’
Pour tous (z,2') € C? on a: e”™” =e” - e’

éries de riombres réels ou complexes Novembre 2022



Produit de Cauchy

Proposition 3

’
Pour tous (z,2') € C? on a: e”™” =e” - e’

Démonstration
o0
z i z" 7
e’ = g — ete
n!
n=0 <~
un

’

+o00 2"
n!
n=0 "~

Vn
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Produit de Cauchy

Proposition 3

’
Pour tous (z,2') € C? on a: e”™” =e” - e’

Démonstration
; +00 " y +o00 2"
e’ = g ete? = — o
n! n!
n=0 <~ n=0 "~
up Vn

’

Le produit de Cauchy des séries > u, et > v, est la série de terme général w;, avec :
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Produit de Cauchy

Proposition 3

’ ’
Pour tous (z,2') € C? on a: e”™” =e” - e’

Démonstration
; +00 " y +o00 2"
e’ = g — ete” = — o
n! n!
n=0 <~ n=0 "~
up Vn

Le produit de Cauchy des séries > u, et > v, est la série de terme général w;, avec :

0 /\n
n Zkzlnfk _ (Z+ Z )
> () e

Zk/n—k 1

n n
Wn:goukvn,kzzm:

k=0
d'ou le résultat en appliquant simplement le théoréme précédent, les deux séries étant absolument
convergentes.

n! n!
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Produit de Cauchy
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Démonstration

Il suffit de prendre z/ = —z dans la proposition précédente : e” - e=% = e = 1.
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Produit de Cauchy

Proposition 4

Pour tout 6 € R, € = cos +isin6.
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Produit de Cauchy

Proposition 4
Pour tout 6 € R, € = cos +isin6.
Démonstration

n
12 s . A . . . s . z . . .1
Il suffit de considérer les séries parties réelle et imaginaire de la série > —~ lorsque z = i6, puis utiliser la
n!

proposition 2.
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Produit de Cauchy

Proposition 4
Pour tout 6 € R, € = cos +isin6.

Corollaire:
| Siz=x+iyavec x,y réels, on a: e” = eV = e*. el = e*(cosy +isiny).
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Produit de Cauchy

Proposition 4
Pour tout 6 € R, € = cos +isin6.
Corollaire:
| Siz=x+iyavec x,y réels, on a: e” = eV = e*. el = e*(cosy +isiny).
Remarque : On peut définir sur C les fonctions sin, cos, sh,ch, etc... par:
eiz _ efiz eiz + efiz e? —e 2 e? + e~ ?

VzeC, sinz= —— cosz=——— shz=——— chz=
2i 2 2 2

Par combinaison linéaire de séries convergentes, on aura alors, par exemple :

L2+ = e
n —
VzeC, smz_Z( 1) (2 T Shz_;(Zn—H)! etc...

On a aussi, pour tout z € C :

24 2 eiz+e ) ? e’ —e ¥ : ! iz —2iz ! iz —2iz
cos? z+sin’z = : + - =—1(ez +e —2)+1(e2 +e 8 42) =1

etc...
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