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Définition

Définition 1

Soit (ap) une suite de nombres complexes.

On appelle série entiére de la variable complexe z et de coefficients (ax) la série de fonctions > anz".
neN
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Définition 1

Soit (@) une suite de nombres complexes.

On appelle série entiére de la variable complexe z et de coefficients (ax) la série de fonctions > anz".
neN

Le domaine de convergence de cette série est D =< z € C | > anz" converge p ; c'est le domaine de
neEN

définition de la fonction somme de la série entiére, définie par :

+o0o
VzeD, f(z) :Za,,z”.

n=0
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Définition

Définition 1

Soit (@) une suite de nombres complexes.

On appelle série entiére de la variable complexe z et de coefficients (ax) la série de fonctions > anz".
neN

Le domaine de convergence de cette série est D =< z € C | > anz" converge p ; c'est le domaine de
neEN

définition de la fonction somme de la série entiére, définie par :

+o0o
VzeD, f(z) :Za,,z”.

n=0

Remarque : Dans les écritures ci-dessus, on pose 20 =1, méme si z = 0. Ainsi, on a toujours 0 € D, et

f(0) = ao.
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Exemples

@ Un polynéme en z est une série entiére dont les coefficients sont nuls & partir d’un certain rang. Dans ce cas,
D=C.
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Exemples

@ Un polynéme en z est une série entiére dont les coefficients sont nuls & partir d’un certain rang. Dans ce cas,
D=C.

n
z

Q> — est une série entiére pour laquelle D = C (sa somme est 7).
neN
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Exemples

@ Un polynéme en z est une série entiére dont les coefficients sont nuls & partir d’un certain rang. Dans ce cas,
D=C.

n
z

Q> — est une série entiére pour laquelle D = C (sa somme est 7).
neN

© > n!z" est une série entiére pour laquelle D = {0}
nEN
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Exemples

@ Un polynéme en z est une série entiére dont les coefficients sont nuls & partir d’un certain rang. Dans ce cas,
D=C.

n
z

Q> — est une série entiére pour laquelle D = C (sa somme est 7).
neN

© > nlz" est une série entiére pour laquelle D = {0} (en effet, pour tout z # 0, la suite (n!z") nest pas bornée,
neN
d’aprés les résultats sur les croissances comparées des suites usuelles).
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Exemples

@ Un polynéme en z est une série entiére dont les coefficients sont nuls & partir d’un certain rang. Dans ce cas,
D=C.

n
z

Q> — est une série entiére pour laquelle D = C (sa somme est 7).
neN

© > nlz" est une série entiére pour laquelle D = {0} (en effet, pour tout z # 0, la suite (n!z") nest pas bornée,
neN
d’aprés les résultats sur les croissances comparées des suites usuelles).

n

z
@ Si a est un complexe non nul, > — est une série entiére pour laquelle D = {z € C tq |z| < [a|} est le disque
neN @

ouvert de centre 0 et de rayon |a| (et, pour tout z € D, on a ici f(z) = )
a—z
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Exemples

@ Un polynéme en z est une série entiére dont les coefficients sont nuls & partir d’un certain rang. Dans ce cas,
D=C.

n
z

Q> — est une série entiére pour laquelle D = C (sa somme est 7).
neN

© > nlz" est une série entiére pour laquelle D = {0} (en effet, pour tout z # 0, la suite (n!z") nest pas bornée,
neN
d’aprés les résultats sur les croissances comparées des suites usuelles).

n

z
@ Si a est un complexe non nul, > — est une série entiére pour laquelle D = {z € C tq |z| < [a|} est le disque
neN @

ouvert de centre 0 et de rayon |a| (et, pour tout z € D, on a ici f(z) = )
a—z

z
@ Si a est un complexe non nul, 3 prp est une série entiére pour laquelle D = {z € C tq |z| < |a|} estle
neN n°a

disque fermé de centre 0 et de rayon |
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Définition du rayon de convergence et propriétés

Théoréme 1: Lemme d’Abel
Soit Z anz" une série entiére.

neEN
On suppose qu'il existe un complexe non nul z tel que la suite (az]) soit bornée.

Alors, pour tout complexe z tel que |z| < |z, la série numérique > anz" est absolument convergente.
neN
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Définition du rayon de convergence et propriétés

Théoréme 1: Lemme d’Abel

Soit Y anz" une série entiére.
neN
N . P\ et ,
On suppose qu'il existe un complexe non nul z tel que la suite (anz{) soit bornée.

Alors, pour tout complexe z tel que |z| < |z, la série numérique > anz" est absolument convergente.
neN

Démonstration

Par hypothése : IM € Ry tqVn € N, |anz)| < M.

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



L ENTL N RS P PP PR/ Définition du rayon de convergence et propriétés

Définition du rayon de convergence et propriétés

Théoréme 1: Lemme d’Abel

Soit Y anz" une série entiére.
neN
N . P\ et ,
On suppose qu'il existe un complexe non nul z tel que la suite (anz{) soit bornée.

Alors, pour tout complexe z tel que |z| < |z, la série numérique > anz" est absolument convergente.

neN
Démonstration
Par hypothése : IM € Ry tqVn € N, |anz)| < M.
Puisque zy # 0 on a alors, pour tout z € C :
z|" z|"
jana?] =l | 2| < | 2
2y

Chapitre XIV : Séries el Janvier 2023



Rayon de convergence d’une s (LU Définition du rayon de convergence et propriétés

Définition du rayon de convergence et propriétés

Théoréme 1: Lemme d’Abel

Soit Y anz" une série entiére.
neN
N . P\ et ,
On suppose qu'il existe un complexe non nul z tel que la suite (anz{) soit bornée.

Alors, pour tout complexe z tel que |z| < |z, la série numérique > anz" est absolument convergente.

neN
Démonstration
Par hypothése : IM € Ry tqVn € N, |anz)| < M.
Puisque zy # 0 on a alors, pour tout z € C :
z|" z |"
jana?] =l | 2| < | 2
2y 2

n
Or, si |z| < |z, la série géométrique > |—

neN | 20
comparaison sur les séries a termes positifs.

est convergente, d'ou le résultat d’aprés les théoréemes de
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Définition 2

Soit Y anz" une série entiére. Lensemble / des réels positifs r tels que la suite (a,r") soit bornée est un
neEN

intervalle contenant 0 (en effet, 0 € / et si r > 0 appartient a /, tout réel r’ tel que 0 < r

aussi a /).

/< r appartient
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Définition 2

Soit Y anz" une série entiére. Lensemble / des réels positifs r tels que la suite (a,r") soit bornée est un
neEN

intervalle contenant 0 (en effet, 0 € / et si r > 0 appartient a /, tout réel r’ tel que 0 < r

aussi a /).

/< r appartient

On appelle alors rayon de convergence R de cette série entiére la borne supérieure (dans R) de cet
intervalle :

R=sup{r € Ry | (anr™) bornée} ou R=sup{r € Ry | (|an| r") bornée} (R € R4 U {+o0}).
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Définition 2

Soit Y anz" une série entiére. Lensemble / des réels positifs r tels que la suite (a,r") soit bornée est un
neEN

intervalle contenant 0 (en effet, 0 € / et si r > 0 appartient a /, tout réel r’ tel que 0 < r

aussi a /).
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On appelle alors rayon de convergence R de cette série entiére la borne supérieure (dans R) de cet
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R=sup{r € Ry | (anr™) bornée} ou R=sup{r € Ry | (|an| r") bornée} (R € R4 U {+o0}).
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@ Si R =0, quel que soit z non nul, la suite (a,z") n'est pas bornée : la série > anz" est alors
neN
grossiérement divergente. Elle ne converge que pour z = 0.

Exemple : > nlz".
neN
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Définition 2

Soit Y anz" une série entiére. Lensemble / des réels positifs r tels que la suite (a,r") soit bornée est un
neEN

intervalle contenant 0 (en effet, 0 € / et si r > 0 appartient a /, tout réel r’ tel que 0 < r

aussi a /).
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On appelle alors rayon de convergence R de cette série entiére la borne supérieure (dans R) de cet
intervalle :

R=sup{r € Ry | (anr™) bornée} ou R=sup{r € Ry | (|an| r") bornée} (R € R4 U {+o0}).

Il'y a deux cas particuliers importants.

@ Si R =0, quel que soit z non nul, la suite (a,z") n'est pas bornée : la série > anz" est alors
neN
grossiérement divergente. Elle ne converge que pour z = 0.

Exemple : > nlz".
neN

O Si R = +o00, la suite (anr") est bornée pour tout r € R. Puisque, pour tout complexe z, il existe
r € Ry tel que |z| < r, il résulte du lemme d’Abel que la série entiére > a,z" est absolument
neN
convergente pour tout z € C.
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Théoréme 2

Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence R.
neN
@ SiR>0,alors:

pour tout z tel que |z| < R, la série > anz" est absolument convergente.
neN
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Théoréme 2

Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence R.
neN
@ SiR>0,alors:
pour tout z tel que |z| < R, la série > anz" est absolument convergente.
neN
O Si R < +o0 alors :

pour tout z tel que |z| > R, la série Y anz" est (grossiérement) divergente.
neEN
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Théoréme 2

Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence R.
neN

@ SiR>0,alors:

pour tout z tel que |z| < R, la série > anz" est absolument convergente.
neN

O Si R < +o0 alors :
pour tout z tel que |z| > R, la série Y anz" est (grossiérement) divergente.

neEN
Démonstration
@ On suppose ici R > 0.

Si |z| < R alors, par définition de la borne supérieure (=plus petit majorant), il existe r tel que
|z] < r < R et tel que la suite (a,r") est bornée.
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Théoréme 2

Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence R.
neN

@ SiR>0,alors :
pour tout z tel que |z| < R, la série > anz" est absolument convergente.
neN
@ Si R < +oo alors :
pour tout z tel que |z| > R, la série Y anz" est (grossiérement) divergente.

neEN
Démonstration
@ On suppose ici R > 0.

Si |z| < R alors, par définition de la borne supérieure (=plus petit majorant), il existe r tel que
|z] < r < R et tel que la suite (a,r") est bornée. Le résultat découle alors directement du lemme
d'Abel.
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Théoréme 2

Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence R.
neN

@ SiR>0,alors :

pour tout z tel que |z| < R, la série > anz" est absolument convergente.
neN

@ Si R < +oo alors :
pour tout z tel que |z| > R, la série Y anz" est (grossiérement) divergente.

neEN
Démonstration
@ On suppose ici R > 0.

Si |z| < R alors, par définition de la borne supérieure (=plus petit majorant), il existe r tel que
|z] < r < R et tel que la suite (a,r") est bornée. Le résultat découle alors directement du lemme
d'Abel.

© On suppose ici R réel fini.

Si |z| > R alors, par définition de la borne supérieure, la suite (a,z") n’est pas bornée.
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Théoréme 2
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Théoréme 2

Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence R.
neN

@ SiR>0,alors :
pour tout z tel que |z| < R, la série > anz" est absolument convergente.
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@ Si R < +oo alors :
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Proposition 1

Soit Y anz" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup{|z| tqlasérie > a,z" est absolument convergente} ;

b) R = sup{|z| tqla série > a,z" est convergente};
¢) R=sup {|z| tq lim a,z" = 0};

n—+oo
d) R=sup{|z| tq la suite (a,z") est bornée} .

Démonstration

Notons E, = {|z| tq la série > a,z" est absolument convergente} et R, = sup E,; notons de méme Ej, E. et Ej les
trois autres ensembles de I'énoncé, et Ry, R. et Ry leurs bornes supérieures (dans R).
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Proposition 1

Soit Y anz" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup{|z| tqlasérie > a,z" est absolument convergente} ;
b) R = sup{|z| tqla série > a,z" est convergente};
¢) R=sup {|z| tq lim a,z" = 0};

n—+oo

d) R=sup{|z| tq la suite (a,z") est bornée} .

Démonstration

Notons E, = {|z| tq la série D> a,z" est absolument convergente} et R, = sup E,; notons de méme Ep, E. et Eq les
trois autres ensembles de I'énoncé, et Ry, R. et Ry leurs bornes supérieures (dans R).

@ Par définition, le rayon de convergence de la série entiére est R = Ry.
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Proposition 1

Soit Y anz" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup{|z| tqlasérie > a,z" est absolument convergente} ;

b) R = sup{|z| tqla série > a,z" est convergente};

] R:sup{|z| tq anToo a2’ = 0};

d) R=sup{|z| tq la suite (a,z") est bornée} .

Démonstration

Notons E, = {|z| tq la série D> a,z" est absolument convergente} et R, = sup E,; notons de méme Ep, E. et Eq les
trois autres ensembles de I'énoncé, et Ry, R. et Ry leurs bornes supérieures (dans R).

@ Par définition, le rayon de convergence de la série entiére est R = Ry.

@ Puisque E, C E, C E. C Eg,ona R, < Ry < R. < Ry
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Proposition 1

Soit Y anz" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup{|z| tqlasérie > a,z" est absolument convergente} ;

b) R = sup{|z| tqla série > a,z" est convergente};
¢) R=sup {|z| tq lim a,z" = 0};
n—+oo

d) R=sup{|z| tq la suite (a,z") est bornée} .

Démonstration

Notons E, = {|z| tq la série D> a,z" est absolument convergente} et R, = sup E,; notons de méme Ep, E. et Eq les
trois autres ensembles de I'énoncé, et Ry, R. et Ry leurs bornes supérieures (dans R).

@ Par définition, le rayon de convergence de la série entiére est R = Ry.

@ Puisque E, C E, C E. C Eg,ona R, < Ry < R. < Ry

@ Si Ry = 0 ou Ry = 400, c'est terminé (cf. les remarques précédentes).
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Proposition 1

Soit Y anz" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup{|z| tqlasérie > a,z" est absolument convergente} ;

b) R = sup{|z| tqla série > a,z" est convergente};
¢) R=sup {|z| tq lim a,z" = 0};
n—+oo

d) R=sup{|z| tq la suite (a,z") est bornée} .

Démonstration

Notons E, = {|z| tq la série D> a,z" est absolument convergente} et R, = sup E,; notons de méme Ep, E. et Eq les
trois autres ensembles de I'énoncé, et Ry, R. et Ry leurs bornes supérieures (dans R).

@ Par définition, le rayon de convergence de la série entiére est R = Ry.

@ Puisque E, C E, C E. C Eg,ona R, < Ry < R. < Ry

@ Si Ry = 0 ou Ry = +00, c'est terminé (cf. les remarques précédentes). Sinon, il reste donc a montrer Ry < R,.
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Proposition 1

Soit Y anz" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup{|z| tqlasérie > a,z" est absolument convergente} ;

b) R = sup{|z| tqla série > a,z" est convergente};
¢) R=sup {|z| tq lim a,z" = 0};
n—+oo

d) R=sup{|z| tq la suite (a,z") est bornée} .

Démonstration
Notons E, = {|z| tq la série D> a,z" est absolument convergente} et R, = sup E,; notons de méme Ep, E. et Eq les
trois autres ensembles de I'énoncé, et Ry, R. et Ry leurs bornes supérieures (dans R).
@ Par définition, le rayon de convergence de la série entiére est R = Ry.
@ Puisque E, C E, C E. C Eg,ona R, < Ry < R. < Ry
@ Si Ry = 0 ou Ry = +00, c'est terminé (cf. les remarques précédentes). Sinon, il reste donc a montrer Ry < R,.
Par définition de la borne supérieure de Eg, pour tout & > 0 il existe zy € Ey tel que Ry — & < |z| < Ry. Puisque

R4 > 0 on peut supposer € assez petit pour que Ry — & > 0; soit alors z € C tel que |z| = Ry — . Puisque

2y € Eg, la suite (a,z;) est bornée, donc d’aprés le lemme d’Abel, puisque |z| < |z, la série > a,z" est
neEN
absolument convergente, c'est-a-dire |z| € E,.
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Proposition 1

Soit Y anz" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup{|z| tqlasérie > a,z" est absolument convergente} ;

b) R = sup{|z| tqla série > a,z" est convergente};
¢) R=sup {|z| tq lim a,z" = 0};
n—+oo

d) R=sup{|z| tq la suite (a,z") est bornée} .

Démonstration
Notons E, = {|z| tq la série D> a,z" est absolument convergente} et R, = sup E,; notons de méme Ep, E. et Eq les
trois autres ensembles de I'énoncé, et Ry, R. et Ry leurs bornes supérieures (dans R).

@ Par définition, le rayon de convergence de la série entiére est R = Ry.

@ Puisque E, C E, C E. C Eg,ona R, < Ry < R. < Ry

@ Si Ry = 0 ou Ry = +00, c'est terminé (cf. les remarques précédentes). Sinon, il reste donc a montrer Ry < R,.

Par définition de la borne supérieure de Eg, pour tout & > 0 il existe zy € Ey tel que Ry — & < |z| < Ry. Puisque
R4 > 0 on peut supposer € assez petit pour que Ry — & > 0; soit alors z € C tel que |z| = Ry — . Puisque

2y € Eg, la suite (a,z;) est bornée, donc d’aprés le lemme d’Abel, puisque |z| < |z, la série > a,z" est
neEN
absolument convergente, c'est-a-dire |z| € E,.

Il en résulte |z| < R, c'est-a-dire Ry — & < Rq;

Chapitre XIV : Séries entiéres
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Proposition 1

Soit Y anz" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup{|z| tqlasérie > a,z" est absolument convergente} ;

b) R = sup{|z| tqla série > a,z" est convergente};
¢) R=sup {|z| tq lim a,z" = 0};
n—+oo

d) R=sup{|z| tq la suite (a,z") est bornée} .

Démonstration
Notons E, = {|z| tq la série D> a,z" est absolument convergente} et R, = sup E,; notons de méme Ep, E. et Eq les
trois autres ensembles de I'énoncé, et Ry, R. et Ry leurs bornes supérieures (dans R).
@ Par définition, le rayon de convergence de la série entiére est R = Ry.
@ Puisque E, C E, C E. C Eg,ona R, < Ry < R. < Ry
@ Si Ry = 0 ou Ry = +00, c'est terminé (cf. les remarques précédentes). Sinon, il reste donc a montrer Ry < R,.
Par définition de la borne supérieure de Eg, pour tout & > 0 il existe zy € Ey tel que Ry — & < |z| < Ry. Puisque
R4 > 0 on peut supposer € assez petit pour que Ry — & > 0; soit alors z € C tel que |z| = Ry — &. Puisque
2y € Eg, la suite (a,z;) est bornée, donc d’aprés le lemme d’Abel, puisque |z| < |z, la série > a,z" est

nEN
absolument convergente, c'est-a-dire |z| € E,.

Il en résulte |z| < R, c'est-a-dire Ry — & < R,; cela étant vrai pour tout € > 0 assez petit, on en déduit
Ry < Rq: cqfd.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Janvier 2023
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Définition 3

Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
neN

On appelle disque ouvert de convergence de cette série entiére 'ensemble

D={z€Ctq |z| <R} (boule ouverte de centre 0 et de rayon R).

Rem : Dans le cas d’'une série entiere > a,x” de la variable réelle x, on parle alors de
neEN
l'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



L ENTL N RS P PP PR/ Définition du rayon de convergence et propriétés

Définition 3

Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
neN

On appelle disque ouvert de convergence de cette série entiére 'ensemble

D={z€Ctq |z| <R} (boule ouverte de centre 0 et de rayon R).

Rem : Dans le cas d’'une série entiere > a,x” de la variable réelle x, on parle alors de
neEN
l'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Ce disque ouvert de convergence est donc caractérisé par les propriétés suivantes :

@ Si z € D, la série entiére > a,z" est absolument convergente.
neN

@ Si z ¢ D, la série entiere > anz" est (grossierement) divergente.
neN

@ Si |z| = R on ne peut rien dire a priori (le cercle de centre 0 et de rayon R s’appelle
parfois le cercle d'incertitude).

PSI* (Lycée d’ Vi i : Séri Janvier 2023
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Détermination du rayon de convergence : application de la définition.
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Détermination du rayon de convergence : application de la défini

Soit Y anz" une série entiére et R son rayon de convergence.
neN
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Détermination du rayon de convergence : application de la défini

Soit Y anz" une série entiére et R son rayon de convergence.
neN

@ Sila série > apz" converge pour z = z, alors R > |z|.

Janvier 2023
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Détermination du rayon de convergence : application de la défini

Soit Y anz" une série entiére et R son rayon de convergence.
neN

@ Sila série > apz" converge pour z = z, alors R > |z|.

@ Sila série > apz" diverge pour z = z alors R < |z].

Janvier 2023



Rayon de convergence d’une série entiére

Meéthodes de détermination du rayon de convergence

Détermination du rayon de convergence : application de la défini

Soit Y anz" une série entiére et R son rayon de convergence.
neN

@ Sila série > apz" converge pour z = z, alors R > |z|.
@ Sila série > apz" diverge pour z = z alors R < |z].

@ Sila série > ayz" converge non absolument pour z = z, alors R = |z)|.

Chapitre XIV
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Détermination du rayon de convergence : application de la défini

Soit Y anz" une série entiére et R son rayon de convergence.
neN

@ Sila série > apz" converge pour z = z, alors R > |z|.
@ Sila série > apz" diverge pour z = z alors R < |z].
@ Sila série > ayz" converge non absolument pour z = z, alors R = |z)|.

@ Si la suite (a,z") est bornée pour z = zj, alors R > |z].

Chapitre XIV i ie Janvier 2023
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Détermination du rayon de convergence : application de la défini

Soit Y anz" une série entiére et R son rayon de convergence.
neN

@ Sila série > apz" converge pour z = z, alors R > |z|.

@ Sila série > apz" diverge pour z = z alors R < |z].

@ Sila série > ayz" converge non absolument pour z = z, alors R = |z)|.
@ Si la suite (a,z") est bornée pour z = zj, alors R > |z].

@ Si la suite (anz™) ne converge pas vers 0 pour z = z, alors R < |z].

Chapitre XIV i ie Janvier 2023



GO R I T ST PR R TP Méthodes de détermination du rayon de convergence

Détermination du rayon de convergence : application de la défini

Soit Y anz" une série entiére et R son rayon de convergence.
neN

@ Sila série > apz" converge pour z = z, alors R > |z|.

@ Sila série > apz" diverge pour z = z alors R < |z].

@ Sila série > ayz" converge non absolument pour z = z, alors R = |z)|.

@ Si la suite (a,z") est bornée pour z = zj, alors R > |z].

@ Si la suite (anz™) ne converge pas vers 0 pour z = z, alors R < |z].

@ Si la suite (a,z") est bornée mais ne converge pas vers 0 pour z = z, alors R = |z)|.

Chapitre XIV i ie Janvier 2023



Rayon de convergence d’une série entiére

Exemples

z
@ > — est semi-convergente pour z = —1: son rayon de convergence est donc R = 1.
neN* N

Séries entiéres



Rayon de convergence d’une série entiére

Exemples
2
@ > — est semi-convergente pour z = —1: son rayon de convergence est donc R = 1.
neN* N
On peut aussi dire : la série diverge pour z =1, donc R < 1; et elle converge absolument pour |z| < 1 (par
comparaison a la série géométrique de terme général |z|"), donc R > 1.

Séries entiéres



GO R I T ST PR R TP Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemples

n
Qo > 7 est semi-convergente pour z = —1 : son rayon de convergence est donc R = 1.
neN* N
On peut aussi dire : la série diverge pour z =1, donc R < 1; et elle converge absolument pour |z| < 1 (par
comparaison a la série géométrique de terme général |z|"), donc R > 1.
Zn
@ > = converge (absolument) pour z = 1: son rayon de convergence R est donc supérieur ou égal a 1;
neN*

XIV : Séries entiéres Janvier 2023
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Exemples

n
Qo > 7 est semi-convergente pour z = —1 : son rayon de convergence est donc R = 1.
neN* N
On peut aussi dire : la série diverge pour z =1, donc R < 1; et elle converge absolument pour |z| < 1 (par
comparaison a la série géométrique de terme général |z|"), donc R > 1.
Zn
@ > ~ converge (absolument) pour z = 1: son rayon de convergence R est donc supérieur ou égal a 1; puisque
neN*

o
la suite (ﬁ) ne converge pas vers 0 dés que |z| > 1, ona: R <1

ée d’Arsonval) Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023
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Exemples

n
z
@ > — est semi-convergente pour z = —1: son rayon de convergence est donc R = 1.
neN* N
On peut aussi dire : la série diverge pour z =1, donc R < 1; et elle converge absolument pour |z| < 1 (par
comparaison a la série géométrique de terme général |z|"), donc R > 1.
n
z - o] 5 q
@ > ~ converge (absolument) pour z = 1: son rayon de convergence R est donc supérieur ou égal a 1; puisque
neN*

2
la suite (ﬁ) ne converge pas vers 0 dés que |z| > 1, on a: R < 1. En définitive, R = 1.

2

BTy

ée d’Arsonval) Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023
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Exemples

o

o

n
z
>~ — est semi-convergente pour z = —1: son rayon de convergence est donc R = 1.
neN* N
On peut aussi dire : la série diverge pour z =1, donc R < 1; et elle converge absolument pour |z| < 1 (par
comparaison a la série géométrique de terme général |z|"), donc R > 1.
n
z - An] & q
>~ — converge (absolument) pour z = 1: son rayon de convergence R est donc supérieur ou égal & 1; puisque
neN*

o
la suite (;) ne converge pas vers 0 dés que |z| > 1, on a: R < 1. En définitive, R = 1.

BTy ‘ GT ()

vers 0 lorsque z = 2, donc R = 2.

n

an : cette suite est donc bornée pour z = 2, mais elle ne converge pas

Les deux premiers exemples sont un cas particulier du résultat suivant, qui figure désormais au
programme, donc qui peut étre utilisé directement.

Proposition 2

Pour tout réel , le rayon de convergence R de la série entiere > n®z" est égal a 1.

neEN*

Janvier 2023



LENZL N R W P BT PP T Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemples
n
z
@ > — est semi-convergente pour z = —1: son rayon de convergence est donc R = 1.
neN* N
On peut aussi dire : la série diverge pour z =1, donc R < 1; et elle converge absolument pour |z| < 1 (par
comparaison a la série géométrique de terme général |z|"), donc R > 1.
n
z
Qo > —, converge (absolument) pour z = 1: son rayon de convergence R est donc supérieur ou égal a 1; puisque
neN* 17
o
la suite (—2> ne converge pas vers 0 dés que |z| > 1, on a: R < 1. En définitive, R = 1.
n
QO z ‘ Z < 17", cette suite est donc bomné 2, mais ell
: : cette suite est donc bornée pour z = 2, mais elle ne converge pas
nett B+ (=DM [ @+ (=) T

2"
vers 0 lorsque z =2, donc R = 2.

Les deux premiers exemples sont un cas particulier du résultat suivant, qui figure désormais au
programme, donc qui peut étre utilisé directement.

Proposition 2

Pour tout réel , le rayon de convergence R de la série entiere > n®z" est égal a 1.

neEN*

Démonstration

Soit r > 0. D’aprés les régles dites « de croissances comparées », quel que soit le signe de «, la suite n®r"
tend vers 0 (donc est bornée) si r < 1 et tend vers +o0 si r > 1.

PSI* (Lycée d’ Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023 12/63



LENZL N R W P BT PP T Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemples

n
z
@ > — est semi-convergente pour z = —1: son rayon de convergence est donc R = 1.
neN* N
On peut aussi dire : la série diverge pour z =1, donc R < 1; et elle converge absolument pour |z| < 1 (par
comparaison a la série géométrique de terme général |z|"), donc R > 1.
Zﬂ
Qo > —, converge (absolument) pour z = 1: son rayon de convergence R est donc supérieur ou égal a 1; puisque
neN* 17

7
la suite (—2> ne converge pas vers 0 dés que |z| > 1, on a: R < 1. En définitive, R = 1.
n

e

> |
nen 3+ (=1)")" [ B+ (=1)")”
vers 0 lorsque z =2, donc R = 2.

z' |2|" . . .
< T : cette suite est donc bornée pour z = 2, mais elle ne converge pas

o

Les deux premiers exemples sont un cas particulier du résultat suivant, qui figure désormais au
programme, donc qui peut étre utilisé directement.

Proposition 2

Pour tout réel , le rayon de convergence R de la série entiere > n®z" est égal a 1.
neEN*

Démonstration

Soit r > 0. D’aprés les régles dites « de croissances comparées », quel que soit le signe de «, la suite n®r"
tend vers 0 (donc est bornée) si r < 1 et tend vers +o0 si r > 1.

Directement par deﬁnltlon du rayon de convergence, on a R=1.
Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023 12/63
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Détermination du rayon de convergence : utilisation des régles de comparaison.

Théoréme 3

Soient > anz" et Y, bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Ry et Rp.
neN neN

Q@ Sia, ~ by, alors Ry =Ry,

n—+00

@ Si |an| < |bp| (au moins & partir d'un certain rang), alors Ry > Ry,

© Si ap, = O(by) ou ap, = o(bn), alors Ry > Ry

Chapitre XIV i ie Janvier 2023
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Détermination du rayon de convergence : utilisation des régles de comparaison.

Théoréme 3

Soient > anz" et Y, bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Ry et Rp.
neN neN

@ Sia, ~ by, alors Ry = Ry,

n—+00

@ Si |an| < |bp| (au moins & partir d'un certain rang), alors Ry > Ry,

© Si ap, = O(by) ou ap, = o(bn), alors Ry > Ry

Démonstration

Q Sian, ~ by, alors (anz") bornée <= (bpz") bornée d'ou I'égalité des rayons de convergence.
n—+00

Janvier 2023
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Détermination du rayon de convergence : utilisation des régles de comparaison.

Théoréme 3

Soient > anz" et Y, bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Ry et Rp.
neN neN

@ Sia, ~ by, alors Ry = Ry,

n—+00

@ Si |an| < |bp| (au moins & partir d'un certain rang), alors Ry > Ry,

© Si ap, = O(by) ou ap, = o(bn), alors Ry > Ry

Démonstration

Q Sian, ~ by, alors (anz") bornée <= (bpz") bornée d'ou I'égalité des rayons de convergence.
n—+00
© Supposons |an| < |bn| . Pour tout z tel que |z| < Ry, la série >~ |by||z|" converge, donc puisque
neN
0 < |an| |z|" < |bnl |2]", la série > |an||z|" converge également, donc |z| < Rq.
neEN

PSI* (Lycée d’ Vi i : Séri Janvier 2023



LENTL N RV P BT T Méthodes de détermination du rayon de convergence

Détermination du rayon de convergence : utilisation des régles de comparaison.

Théoréme 3

Soient > anz" et Y, bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Ry et Rp.
neN neN

@ Sia, ~ by, alors Ry = Ry,

n—+00

@ Si |an| < |bp| (au moins & partir d'un certain rang), alors Ry > Ry,

© Si ap, = O(by) ou ap, = o(bn), alors Ry > Ry

Démonstration

Q Sian, ~ by, alors (anz") bornée <= (bpz") bornée d'ou I'égalité des rayons de convergence.
n—+00

© Supposons |an| < |bn| . Pour tout z tel que |z| < Ry, la série >~ |by||z|" converge, donc puisque
neN
0 < |an| |z|" < |bnl |2]", la série > |an||z|" converge également, donc |z| < Rq.
neN

Ainsi: Vz € C, |z| < Ry = |z| < Rq. Cela implique R, < R, (détailler...).

PSI* (Lycée d’ Vi i : Séri Janvier 2023
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Détermination du rayon de convergence : utilisation des régles de comparaison.

Théoréme 3

Soient > anz" et Y, bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Ry et Rp.
neN neN

@ Sia, ~ by, alors Ry = Ry,

n—+00

@ Si |an| < |bp| (au moins & partir d'un certain rang), alors Ry > Ry,

© Si ap, = O(by) ou ap, = o(bn), alors Ry > Ry

Démonstration

Q Sian, ~ by, alors (anz") bornée <= (bpz") bornée d'ou I'égalité des rayons de convergence.
n—+00

© Supposons |an| < |bn| . Pour tout z tel que |z| < Ry, la série >~ |by||z|" converge, donc puisque
neN
0 < |an| |z|" < |bnl |2]", la série > |an||z|" converge également, donc |z| < Rq.
neN

Ainsi: Vz € C, |z| < Ry = |z| < Rq. Cela implique R, < R, (détailler...).

© Conséquence immédiate du résultat précédent puisque a, = O(bp) s'écrit :
M e Ry tq |an| < M|by| .

PSI* (Lycé Vi Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



GO R I T ST PR R TP Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemple 1

Rayon de convergence de la série entiére > a,z" ol a, désigne la n-iéme décimale aprés la virgule dans
neEN

I'écriture décimale illimitée de 7.

ée d’Arsonval) Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



GO R I T ST PR R TP Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemple 1

Rayon de convergence de la série entiére > a,z" ol a, désigne la n-iéme décimale aprés la virgule dans
neEN

I'écriture décimale illimitée de 7.

Solution

On a ap < 9 pour tout n donc le rayon de convergence R de la série entiére > anz" est supérieure a
neN
celui de la série entiére > 92", qui est égal a 1 (série géométrique de raison 2) :
neN
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GO R I T ST PR R TP Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemple 1

Rayon de convergence de la série entiére > a,z" ol a, désigne la n-iéme décimale aprés la virgule dans
neEN

I'écriture décimale illimitée de 7.

Solution

On a ap < 9 pour tout n donc le rayon de convergence R de la série entiére > anz" est supérieure a
neN
celui de la série entiére > 92", qui est égal a 1 (série géométrique de raison 2) :
neN

R>1.

De plus la série numérique Y a, diverge puisque son terme général ne tend pas vers 0 : en effet, si la
neN

suite (an) tendait vers 0, comme il s’agit d'une suite d’entiers, elle serait constante égale a 0 a partir d'un

certain rang, et le nombre 7 serait un nombre décimal....

Chapitre XIV i ie Janvier 2023



GO R I T ST PR R TP Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemple 1

Rayon de convergence de la série entiére > a,z" ol a, désigne la n-iéme décimale aprés la virgule dans
neEN

I'écriture décimale illimitée de 7.

Solution

On a ap < 9 pour tout n donc le rayon de convergence R de la série entiére > anz" est supérieure a
neN
celui de la série entiére > 92", qui est égal a 1 (série géométrique de raison 2) :
neN

R>1.

De plus la série numérique Y a, diverge puisque son terme général ne tend pas vers 0 : en effet, si la
neN
suite (an) tendait vers 0, comme il s’agit d'une suite d’entiers, elle serait constante égale a 0 a partir d'un
certain rang, et le nombre 7 serait un nombre décimal....
Puisque la série entiere Y. anz" diverge pour z=1on a
neN

et finalement, R = 1.

Janvier 2023



Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Chapitre



Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Solution

Facilement, on a : 1 < dp < n pour tout n € N*,

Chapitre



Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Solution

Facilement, on a : 1 < dp < n pour tout n € N*, donc le rayon de convergence R de la série entiére

>~ dnz" est compris entre celui de la série entiére Y 2", qui vaut 1, et celui de la série entiere y nz",
neN*
qui vaut 1 aussi (cf. proposition 2 ).

Donc R=1.




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Exemple 3

Rayon de convergence de la série entiére > (cos n)z". Quelle est sa somme?
neN




GO R I T ST PR R TP Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Exemple 3

Rayon de convergence de la série entiére > (cos n)z". Quelle est sa somme?
neN

Solution

@ Puisque |cos n| < 1, le rayon de convergence R de la série entiére » (cos n)z" est supérieur a celui de la série
nEN

entiére Y 2", soit R > 1.

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023 15/63
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Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Exemple 3
Rayon de convergence de la série entiére > (cos n)z". Quelle est sa somme?
neN
Solution
@ Puisque |cos n| < 1, le rayon de convergence R de la série entiére » (cos n)z" est supérieur a celui de la série
nEN

entiére Y 2", soit R > 1.

On sait (exercice classique) que la suite (cos n) est divergente; il en résulte que la série > cos n diverge, donc
R

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023 15/63
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Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Exemple 3

Rayon de convergence de la série entiére > (cos n)z". Quelle est sa somme?
neN

Solution
@ Puisque |cos n| < 1, le rayon de convergence R de la série entiére » (cos n)z" est supérieur a celui de la série
nEN

entiére Y 2", soit R > 1.

On sait (exercice classique) que la suite (cos n) est divergente; il en résulte que la série > cos n diverge, donc
R

En conclusion, R = 1.
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Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Exemple 3

Rayon de convergence de la série entiére > (cos n)z". Quelle est sa somme?
neN

Solution

@ Puisque |cos n| < 1, le rayon de convergence R de la série entiére » (cos n)z" est supérieur a celui de la série
nEN
entiére Y 2", soit R > 1.

On sait (exercice classique) que la suite (cos n) est divergente; il en résulte que la série > cos n diverge, donc
R

En conclusion, R = 1.

+o00
@ Pour |z| <lona: E e = ]7‘ (série géométrique de raison ze' avec |Ze'| < 1), et aussi
— — eiz
+oo ]
: : —in_n
e z = ]7_1
n=0 —ez
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LENTL N RV P BT T Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemple 2

Rayon de convergence de la série entiere > d,z" ou d, est le nombre de diviseurs de n.
neN*

Exemple 3

Rayon de convergence de la série entiére > (cos n)z". Quelle est sa somme?
neN

Solution

@ Puisque |cos n| < 1, le rayon de convergence R de la série entiére » (cos n)z" est supérieur a celui de la série
nEN
entiére Y 2", soit R > 1.

On sait (exercice classique) que la suite (cos n) est divergente; il en résulte que la série > cos n diverge, donc
R

En conclusion, R = 1.

+oo

) 1 ) )
@ Pour |z| <lona: Z e"z" = ——— (série géométrique de raison ze' avec |ze'| < 1), et aussi
— 1—e'z
=2 g 1
Sewre Lo
5 1—e"'z
On en déduit :
= 1 1 1
Z(cos nN'=-(——+——1]=... (a arranger si 'on veut).
2 \1—e'z l=7%
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Exemple 4

Rayon de convergence de la série entiere > (ch n)z". Quelle est sa somme?
neEN




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4

Rayon de convergence de la série entiere > (ch n)z". Quelle est sa somme?
neEN

Solution

Puisquechn ~ %e”, le rayon de convergence R de la série entiere > (ch n)z" est égal a celui de la

n—-+o00 neN

(la série géométrique de raison ez converge si et seulement si |ez| < 1).

série entiére Y e"z", soit R =
neN

o | =




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4

Rayon de convergence de la série entiere > (ch n)z". Quelle est sa somme?
neEN

Solution

1

Puisque chn ~  7e”, le rayon de convergence R de la série entiere 3 (ch n)z" est égal a celui de la

n—-+oo neN
série entiére Y e"z", soit R = — (la série géométrique de raison ez converge si et seulement si |ez| < 1).
neN €
1 -
Pour |z| < —, on peut écrire
e
+0oo 1 +00 +00
E (ch n)z" = g e"z" + g e "z"
n=0 n=0 n=0

car les deux séries convergent.




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4

Rayon de convergence de la série entiere > (ch n)z". Quelle est sa somme?
neEN

Solution
Puisquechn ~ %e”, le rayon de convergence R de la série entiere > (ch n)z" est égal a celui de la
n—-+oo neN
1
série entiére Y e"z", soit R = — (la série géométrique de raison ez converge si et seulement si |ez| < 1).
neN €
1 -
Pour |z| < —, on peut écrire
e
+0oo 1 +00 +00
chn)z" = - e"z" + e "z"
Dehmz = o (D e+ >
n=0 n=0 n=0

1 1 1

car les deux séries convergent. La somme cherchée est donc égale a a7 + :
— _

&
e




GO R I T ST PR R TP Méthodes de détermination du rayon de convergence

Détermination du rayon de convergence : utilisation de la régle de d’Alembert.

d’appliquer la régle de d’Alembert a la série a termes positifs > |up|, en étudiant la limite éventuelle
|un+]' ap41 |

, c'est-a-dire de I'expression

lorsque n — +o0 du rapport |
n
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Détermination du rayon de convergence : utilisation de la régle de d’Alembert.

d’appliquer la régle de d’Alembert a la série a termes positifs > |up|, en étudiant la limite éventuelle

Up4 < 1. . an4
lorsque n — +o0 du rapport [uns , C'est-a-dire de I'expression L |z|.
Un| an
. . Unpt1 . =
On rappelle que, si £ = |im M existe (dans R) :

n—+00 |Un|

@ si £ <1, la série de terme général uy, est absolument convergente;

@ et si £ > 1, cette série est (grossiérement) divergente.

Chapitre XIV i ie Janvier 2023



Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 1

so. BN n
Rayon de convergence de la série entiere 3 — 2"
neN* 11




LENTL N RV P BT T Méthodes de détermination du rayon de convergence

Exemple 1

so. BN n
Rayon de convergence de la série entiere >, —z.
neNx n"

Solution
n!

Pour n € N* et z # 0, posons u, = —z". Alors
n

gl _ (a1 7

|~ (n+1)m
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Exemple 1

n

so. BN n
Rayon de convergence de la série entiere >, —z.
neNx n"

Solution

n!
Pour n € N* et z # 0, posons u, = —z". Alors
n

: N g
L] _ 0 2 el = () el

|~ (n+1)m

Or (calcul classique, déja fait et a connaitre) :

" 1"
lim (n+ ) = lim (l + —) = lim e"'"(H'ln) =e (car In (l + ];) ~ ';)
n +oo

n—-+4oo n n——+o00 n—-+4oo

Chapitre XIV : Séries el Janvier 2023
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Exemple 1

L N n!
Rayon de convergence de la série entiere >, —z.
neNx n"

Solution

n!
Pour n € N* et z # 0, posons u, = —z". Alors
n

Upi n+1)! n" n \"
bl 0 (0

|~ (n+1)m

Or (calcul classique, déja fait et a connaitre) :

. n+1\" . " . 1
lim = lim (1+-) = Ilim e"n(+3) = ¢ (car In (] + l) L
n—+o0 n n—+oo n n—+o0 " too
o un] 2 . , - - )
donc lim —— = —. La régle de d’Alembert pour les séries numériques permet alors de dire que :
n—-+o00 |u"| e
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Exemple 1

L N n!
Rayon de convergence de la série entiere >, —z.
neNx n"

Solution

n!
Pour n € N* et z # 0, posons u, = —z". Alors
n

: N g
L] _ 0 2 el = () el

|~ (n+1)m

Or (calcul classique, déja fait et a connaitre) :

. n+1\" . 1" . 1
lim = lim (1+-) = Ilim e"n(+3) = ¢ (car In (] + l) L
n—+o0 n n—+oo n n—+o0 " too
. uen] |7 \ , - - .
donc lim —— = —. La régle de d’Alembert pour les séries numériques permet alors de dire que :
n—-+o00 |u"| e
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Exemple 1

n

L. . n!
Rayon de convergence de la série entiere >, —z.
neN= n"

Solution

n!
Pour n € N* et z # 0, posons u, = —z". Alors
n

|un] n+1)! n" n \"
al_ () ) = ol

|~ (n+1)m

Or (calcul classique, déja fait et a connaitre) :

. n+1\" . 1" . 1
lim = lim (1+-) = Ilim e"n(+3) = ¢ (car In (] + l) L
n—+o0 n n—+oo n n—+o0 " too
. uen] |7 \ , - - .
donc lim —— = —. La régle de d’Alembert pour les séries numériques permet alors de dire que :
n—-+o00 |u"| e

@ si |z| < e, la série de terme général u, est (absolument) convergente;

@ et si|z| > e, elle diverge.
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Exemple 1

L. . n!
Rayon de convergence de la série entiere >, —z.
neN= n"

Solution

n!
Pour n € N* et z # 0, posons u, = —z". Alors
n

: N g
L] _ 0 2 el = () el

|~ (n+1)m

Or (calcul classique, déja fait et a connaitre) :

. n+1\" . 1" . 1
lim = lim (1+-) = Ilim e"n(+3) = ¢ (car In (] + l) L
n—+o0 n n—+oo n n—+o0 " too
. uen] |7 \ , - - .
donc lim —— = —. La régle de d’Alembert pour les séries numériques permet alors de dire que :
n—-+o00 |u"| e

@ si |z| < e, la série de terme général u, est (absolument) convergente;

@ et si|z| > e, elle diverge.

En conclusion, le rayon de convergence cherché est égal a e.
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Exemple 2

. 3N n
Rayon de convergence de la série entiere > —nz3"
neN




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

. BN n
Rayon de convergence de la série entiére > —nz3".
neN

Solution

n
Posons u, = 523". Pour z # 0 on a

lunn| _ n127 |20 4 2P
|un| 2ntl p 2n '




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

. BN n
Rayon de convergence de la série entiére > —nz3".
neN

Solution

n
Posons u, = 523". Pour z # 0 on a

|t _ 412" |23(m)] _nl 1P
[un| 2t n |20 2n '

3
Donc lim M = ﬂ
n—+o00 |Un| 2




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

. BN n
Rayon de convergence de la série entiére > —nz3".
neN

Solution

n
Posons u, = 523". Pour z # 0 on a

lunpi| _ n412" |23(m)] _nt] 1P
[un| 2l p |28 2n '

3
. Un+ z 5 5 a1 a1
Donc lim luna] = u D’apreés la régle de d’Alembert pour les séries numériques :
n—+oo  |up| 2

@ si |z|3 < 2, c'est-a-dire si |z| < V2, la série de terme général u, est (absolument) convergente ;




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

. BN n
Rayon de convergence de la série entiére > —nz3".
neN

Solution

n
Posons u, = 523". Pour z # 0 on a

lunpi| _ n412" |23(m)] _nt] 1P
[un| 2l p |28 2n '

3
. Un+ z 5 5 a1 a1
Donc lim luna] = u D’apreés la régle de d’Alembert pour les séries numériques :
n—+oo  |up| 2

@ si |z|3 < 2, c'est-a-dire si |z| < V2, la série de terme général u, est (absolument) convergente ;

@ etsiz| > V2, elle diverge.




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 2

. BN n
Rayon de convergence de la série entiére > —nz3".
neN

Solution

n
Posons u, = 523". Pour z # 0 on a

lunpi| _ n412" |23(m)] _nt] 1P
[un| 2l p |28 2n '

3
. Un+ z 5 5 a1 a1
Donc lim luna] = u D’apreés la régle de d’Alembert pour les séries numériques :
n—+oo  |up| 2

@ si |z|3 < 2, c'est-a-dire si |z| < V2, la série de terme général u, est (absolument) convergente ;

@ etsiz| > V2, elle diverge.

. ~ - ~ 3
En conclusion, le rayon de convergence cherché est égal 4 v/2.




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 3
2

Rayon de convergence de la série entiere > nlz".
neN




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 3

?

Rayon de convergence de la série entiere > nlz".
neN

Solution

Posons u, = n!z”z. Pour z # 0 on a

|l|1u"‘+_f L () 2l = ()




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 3

?

Rayon de convergence de la série entiere > nlz".
neN

Solution

Posons u, = n!z”z. Pour z # 0 on a

|l|1u"‘+_f L () 2l = ()

0 i 1
Donc lim Lnﬂ' = ST Izl <
n—+00 |up| 400 sinon .




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 3

?

Rayon de convergence de la série entiere > nlz".
neN

Solution

Posons u, = n!z”z. Pour z # 0 on a

[t 1] =(n+1) |Z|(n+l)27n2 =(n+1) |Z|2n+l )

|un]
i 1
Donc lim Lnﬂ': 0 ST Izl <
n—+00 |up| 400 sinon .

D’aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques, si |z| < 1la série de terme général u, est
(absolument) convergente, et sinon elle est divergente.




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 3

?

Rayon de convergence de la série entiere > nlz".
neN

Solution

Posons u, = n!z”z. Pour z # 0 on a

[t 1] =(n+1) |Z|(n+l)27n2 =(n+1) |Z|2n+l )

|un]
i 1
Donc lim Lnﬂ': 0 ST Izl <
n—+00 |up| 400 sinon .

D’aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques, si |z| < 1la série de terme général u, est
(absolument) convergente, et sinon elle est divergente.

En conclusion, le rayon de convergence cherché est égal a 1.




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4

2n+1

- . 2
Rayon de convergence de la série entiere > (%) z
neEN




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4
2+

- . 2
Rayon de convergence de la série entiere > (%) z
neEN

Solution

Posons u, = (2:)22”"']. Pour z # 0 on a

|uﬂ+]| _ 22n+] |Z|2
|un| n-+1

ée d’Arsonval)



Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4
2+

- . 2
Rayon de convergence de la série entiere > (%) z
neEN

Solution

Posons u, = (2:)22”"']. Pour z # 0 on a

|U,,+]| . 2n+1| |2
|un| n-+1

|"n+l|

donc lim = 4|z|%. D'aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques

n—+o00 |Un|




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4
2+

- . 2
Rayon de convergence de la série entiere > (%) z
neEN

Solution

Posons u, = (2:)22”"']. Pour z # 0 on a

2 1
|uﬂ+l| —9 n+ |Z|2

|un| n-+1

donc lim M

= 4|z|%. D'aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques
n—+0o |up|

@ si|z] < %, la série de terme général u, est (absolument) convergente ;




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4
2+

- . 2
Rayon de convergence de la série entiere > (%) z
neEN

Solution

Posons u, = (2:)22”"']. Pour z # 0 on a

2 1
|uﬂ+l| —9 n+ |Z|2

|un| n-+1

donc lim M

= 4|z|%. D'aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques
n—+0o |up|

@ si|z] < %, la série de terme général u, est (absolument) convergente ;

@ etsiz| > %, elle diverge.




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4
2+

- . 2
Rayon de convergence de la série entiere > (%) z
neEN

Solution

Posons u, = (2:)22”"']. Pour z # 0 on a

2 1
|uﬂ+l| —9 n+ |Z|2

|un| n-+1

donc lim M

= 4|z|%. D'aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques
n—+0o |up|

@ si|z] < %, la série de terme général u, est (absolument) convergente ;

@ etsiz| > %, elle diverge.

1
En conclusion, le rayon de convergence cherché est égal a o




Rayon de convergence d’une série entiére

Exemple 4
2+

- . 2
Rayon de convergence de la série entiere > (%) z
neEN

Solution

Posons u, = (2:)22”"']. Pour z # 0 on a

2 1
|uﬂ+l| —9 n+ |Z|2

|un| n-+1

donc lim M

= 4|z|%. D'aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques
n—+0o |up|

@ si|z] < %, la série de terme général u, est (absolument) convergente ;
@ etsiz| > %, elle diverge.

1
En conclusion, le rayon de convergence cherché est égal a o

Rem : une autre solution possible consiste a utiliser la formule de Stirling...







LIEET IO R R Somme de deux séries entiéres

Somme de deux séries entiéres

Théoréme 4

Soient > anz" et Y. bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Rq et R.

neN neN
@ Si R, # Ry, la série entiére > (an + b,)z" a pour rayon de convergence R = min(Rq, Rp).
neN
@ Si R, = Ry, la série entiére > (a, + by)z" a un rayon de convergence R > R,.
neN
@ Dans les deux cas, on a, pour tout z tel que |z| < min(Rq, Rp) : Z(un + bn) Z apz” + Z byz"
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LIEET IO R R Somme de deux séries entiéres

Somme de deux séries entiéres

Théoréme 4

Soient > anz" et Y. bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Rq et R.

neN neN
@ Si R, # Ry, la série entiére > (an + b,)z" a pour rayon de convergence R = min(Rq, Rp).
neN
@ Si R, = Ry, la série entiére > (a, + by)z" a un rayon de convergence R > R,.
neN
@ Dans les deux cas, on a, pour tout z tel que |z| < min(Rq, Rp) : Z(un + bn) Z apz” + Z byz"

Démonstration

Si z est un nombre complexe tel que |z| < min(Rq, Ry), les deux séries > a,z" et > bpz" convergent, donc
nEN nEN

>~ (an + bn)z" converge; on en déduit R > min(Rq, Rp).

n€EN
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Somme de deux séries entiéres

Théoréme 4

Soient > anz" et Y. bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Rq et R.

neN neN
@ Si R, # Ry, la série entiére > (an + b,)z" a pour rayon de convergence R = min(Rq, Rp).
neN
@ Si R, = Ry, la série entiére > (a, + by)z" a un rayon de convergence R > R,.
neN
@ Dans les deux cas, on a, pour tout z tel que |z| < min(Rq, Rp) : Z(un + bn) Z apz” + Z byz"

Démonstration

Si z est un nombre complexe tel que |z| < min(Rq, Ry), les deux séries > a,z" et > bpz" convergent, donc
neN neN
>~ (an + bn)z" converge; on en déduit R > min(Rq, Rp).
neN
Supposons par exemple R, < Rp; si z est un nombre complexe tel que R, < |z| < R, Z anz" diverge et > b,z"
ne neN

converge, donc > (a, + bn)z" diverge; ainsi R = R, = min(Rq, Rp).
neN
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Somme de deux séries entiéres

Théoréme 4

Soient > anz" et Y. bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Rq et R.

neN neN
@ Si R, # Ry, la série entiére > (an + b,)z" a pour rayon de convergence R = min(Rq, Rp).
neN
@ Si R, = Ry, la série entiére > (a, + by)z" a un rayon de convergence R > R,.
neN
@ Dans les deux cas, on a, pour tout z tel que |z| < min(Rq, Rp) : Z(an + bn) Z apz” + Z byz"

Démonstration

Si z est un nombre complexe tel que |z| < min(Rq, Ry), les deux séries > a,z" et > bpz" convergent, donc
nEN neN
>~ (an + bn)z" converge; on en déduit R > min(Rq, Rp).
neN
Supposons par exemple R, < Rp; si z est un nombre complexe tel que R, < |z| < R, E anz" diverge et > b,z"
ne neN

converge, donc > (a, + bn)z" diverge; ainsi R = R, = min(Rq, Rp).
neN
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Produit de deux séries entiéres

On considére ici deux séries entiéres > a,z" et Y. bpz" de rayons de convergences respectifs Rq et Rp.
neN nEN

PSI* (Lycée d’ Vi Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



LIS O EERT R TP Produit de Cauchy de deux séries entiéres

Produit de deux séries entiéres

On considére ici deux séries entiéres > a,z" et Y. bpz" de rayons de convergences respectifs Rq et Rp.
neN nEN

Pour z tel que |z| < min(Rq, Ry), posons u, = anz" et v, = bpz". Les deux séries de terme général u, et
Vs sont alors absolument convergentes.
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LIS O EERT R TP Produit de Cauchy de deux séries entiéres

Produit de deux séries entiéres

On considére ici deux séries entiéres > a,z" et Y. bpz" de rayons de convergences respectifs Rq et Rp.
neN nEN

Pour z tel que |z| < min(Rq, Ry), posons u, = anz" et v, = bpz". Les deux séries de terme général u, et
Vs sont alors absolument convergentes. On peut alors considérer leur série produit de Cauchy dont le
terme général w;, est défini par :

n n
wp = Z UV soit w, = Z agb,_x | 2".
k=0 k=0
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LIS O EERT R TP Produit de Cauchy de deux séries entiéres

Produit de deux séries entiéres

On considére ici deux séries entiéres > a,z" et Y. bpz" de rayons de convergences respectifs Rq et Rp.
neN nEN

Pour z tel que |z| < min(Rq, Ry), posons u, = anz" et v, = bpz". Les deux séries de terme général u, et
Vs sont alors absolument convergentes. On peut alors considérer leur série produit de Cauchy dont le
terme général w;, est défini par :

n n
wp = Z UV soit w, = Z agb,_x | 2".
k=0 k=0

Si on pose, pour tout entier naturel n :

n
cn = Z agb,_ = Z apbq
k=0

p,qEN
ptq=n
la série entiere > cpz" s'appelle la série produit de Cauchy des deux séries entiéres > anz" et

neN neN
> bpz".
neEN

Janvier 2023
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Produit de deux séries entiéres

On considére ici deux séries entiéres > a,z" et Y. bpz" de rayons de convergences respectifs Rq et Rp.
neN nEN

Pour z tel que |z| < min(Rq, Ry), posons u, = anz" et v, = bpz". Les deux séries de terme général u, et

Vs sont alors absolument convergentes. On peut alors considérer leur série produit de Cauchy dont le

terme général w;, est défini par :

n n
wp = Z UV soit w, = Z agb,_x | 2".
k=0 k=0

Si on pose, pour tout entier naturel n :

n
cn = Z agb,_ = Z apbq
k=0

p,qEN
ptg=n

la série entiere > cpz" s'appelle la série produit de Cauchy des deux séries entiéres > anz" et
neN neN

> bnz". Les résultats du cours sur les séries absolument convergentes permettent alors d'énoncer

neEN

directement le théoréme suivant.
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IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Théoréme 5

Soient > anz" et Y. bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Rq et R,

neN neN
n
Posons, pour tout n € N: ¢, = Z agb,_y.
k=0
Le rayon de convergence R de la série entiére > cnz" est tel que R. > min(Rq, Rp). De plus, pour tout

neN
complexe z tel que |z| < min(Rq, Rp), on a:

+0oo +0oo +o0
E cnz" = E anz" g bnz"
n=0 n=0 n=0
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IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Théoréme 5

Soient > anz" et Y. bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Rq et R,

neN neN
n
Posons, pour tout n € N: ¢, = Z agb,_y.
k=0
Le rayon de convergence R de la série entiére > cnz" est tel que R. > min(Rq, Rp). De plus, pour tout

neEN
complexe z tel que |z| < min(Rq, Rp), on a:

+00 +o00 +o0
E cnz" = E anz" g bnz"
n=0 n=0 n=0

Exemple 1

En effectuant le produit de Cauchy de la série entiére > z" par elle-méme, on obtient :
neN

1 400
pour tout nombre complexe z tel que |z| <1, W = > (n+1)2".
—Z n=0

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



LIS O EERT R TP Produit de Cauchy de deux séries entiéres

Théoréme 5

Soient > anz" et Y. bnz" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs Rq et R,
neN neN

n
Posons, pour tout n € N: ¢, = E agb,_g.
k=0

Le rayon de convergence R de la série entiére > cnz" est tel que R. > min(Rq, Rp). De plus, pour tout
neEN
complexe z tel que |z| < min(Rq, Rp), on a:

+00 +o00 +00
E cnz" = E anz" g bnz"
n=0 n=0 n=0

Exemple 1

En effectuant le produit de Cauchy de la série entiére > z" par elle-méme, on obtient :
neEN
1 400
pour tout nombre complexe z tel que |z| <1, W = > (n+1)2".
—Z n=0

Solution
1 ==
En effet, on a pour tout z tel que |z| <1, p—— E Z". Il suffit donc d’appliquer la formule précédente
— Z
n=0

avec a, = b, = 1.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Exemple 2

Plus généralement, on peut démontrer par récurrence sur I'entier p € N* que :

¥pEN', VzeCtq |2 <1 ;:io(”“_])z"
p ’ q 7(]_Z)p — p_.l .

ée d’Arsonval) Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Exemple 2

Plus généralement, on peut démontrer par récurrence sur I'entier p € N* que :

VpeN* , VzeCtq |z <1 ! +io('“r”_]) n
, Vz z , ———— = z".
P g (—2p =\ p-i

Solution

@ La formule proposée est vérifiée pour p = 1 (développement en série entiére de 1) et aussi pour p = 2 d’aprés

'exemple précédent.

Chapitre XIV : Séries el Janvier 2023



IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Exemple 2

Plus généralement, on peut démontrer par récurrence sur I'entier p € N* que :

VpeN* , VzeCtq |z <1 ! +io('“r”_]) n
, Vz z , ———— = z".
P g (—2p =\ p-i

Solution

@ La formule proposée est vérifiée pour p = 1 (développement en série entiére de 1) et aussi pour p = 2 d’aprés

'exemple précédent.

@ Supposons la vérifiée au rang p, et vérifions 1a au rang p + 1.

Chapitre XIV : Séries el Janvier 2023



IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Exemple 2

Plus généralement, on peut démontrer par récurrence sur I'entier p € N* que :

VpeN* , VzeCtq |z <1 ! +io('“r”_]) n
, Vz z , ———— = z".
P g (—2p =\ p-i

Solution

@ La formule proposée est vérifiée pour p = 1 (développement en série entiére de 1) et aussi pour p = 2 d’aprés

'exemple précédent.
@ Supposons la vérifiée au rang p, et vérifions 1a au rang p + 1.

@ Ieére solution : utilisation du produit de Cauchy
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IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Exemple 2

Plus généralement, on peut démontrer par récurrence sur I'entier p € N* que :

VpeN* , VzeCtq |z <1 ! +io('“r”_]) n
, Vz z , ———— = z".
P g (—2p =\ p-i

Solution

@ La formule proposée est vérifiée pour p = 1 (développement en série entiére de 1) et aussi pour p = 2 d’aprés
'exemple précédent.
@ Supposons la vérifiée au rang p, et vérifions 1a au rang p + 1.
@ Ieére solution : utilisation du produit de Cauchy

Compte tenu de I'hypothése de récurrence, on a, pour tout z tel que |z| < 1:

1 X nt+p-1 1 &=
m:Z( pi] )z" et on a aussi ]_Z=Zz".
n=0 n=0

PSI* (Lycé i i ie Janvier 2023
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Exemple 2

Plus généralement, on peut démontrer par récurrence sur I'entier p € N* que :

VpeN* , VzeCtq |z <1 ! +io('“r”_]) n
, Vz z , ———— = z".
P g (—2p =\ p-i

Solution

@ La formule proposée est vérifiée pour p = 1 (développement en série entiére de 1) et aussi pour p = 2 d’aprés

'exemple précédent.
@ Supposons la vérifiée au rang p, et vérifions 1a au rang p + 1.
@ Ieére solution : utilisation du produit de Cauchy
Compte tenu de I'hypothése de récurrence, on a, pour tout z tel que |z| < 1:

1 X ontp-N ., 1 =,
e e — z et on a aussi = z.
=2 ( ) >

n=0 p—1

En posant a, =

(n+p—l

: ) et b, =1, le théoréme précédent donne directement, pour tout z tel que
p—

lz] <1:

n
( P E c,z" ol ¢, = E agb,_ k.
k=0

PSI* (Lycé Vi Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



Opérations sur les séries entiéres

Solution (suite)

n

k+p—1
On calcule alors : :E .
n calcule alors @ ¢, — ( p_] )

Séries entiéres



Opérations sur les séries entiéres

Solution (suite)

n
k —1
On calcule alors : ¢, = E ( e : ) Or d’aprés la formule du triangle de Pascal, on a, pour tout k € N
p—
k=0
(avec les conventions habituelles pour les coefficients binomiaux) :

o+ =(0N

PSI* (L y Chapi es entiéres
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Solution (suite)

n

k —1
On calcule alors : ¢, = Z ( e ) Or d’aprés la formule du triangle de Pascal, on a, pour tout k € N
p

k=0 =1
(avec les conventions habituelles pour les coefficients binomiaux) :

o+ =(0N

donc, par télescopage : ¢, = i [(k+p) _ (k+P_]>} _ ("+P) _ (p—]> = ("+p)‘

= p p P P P
=0

Chapitre XIV e Janvier 2023
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Solution (suite)

n
k+p-—1
On calcule alors : ¢, = E ( p : ) Or d’aprés la formule du triangle de Pascal, on a, pour tout k € N
p—
k=0
(avec les conventions habituelles pour les coefficients binomiaux) :

k+p—1 k+p—1 - k+p
( p_] >+( p )_< p )
donc, partélescopage:cn:j: [(kzp) _ (kﬁ»g—lﬂ _ (n:;p) _ (P;1> _ (n‘l};p)‘
k=0 —_——

=0
(on vient de démontrer ci-dessus la formule du triangle de Pascal généralisé, que lon reverra dans le
chapitre sur les probabilités).

PSI* (L Chapitre XIV ie Janvier 2023
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Solution (suite)

n

k+p-—1

On calcule alors : ¢, = E ( p : ) Or d’aprés la formule du triangle de Pascal, on a, pour tout k € N

p—
k=0

(avec les conventions habituelles pour les coefficients binomiaux) :

o+ =(0N

donc, par télescopage : ¢, = i [(k+p) _ (k+P_])} _ ("+P) _ (p—]) = ("+p)‘

= p p P P P

=0
(on vient de démontrer ci-dessus la formule du triangle de Pascal généralisé, que lon reverra dans le
chapitre sur les probabilités).

On a donc démontré, pour tout z tel que |z| < 1:

1 i g
(]—z)P‘H:;( p )2"7

ce qui est la formule voulue a l'ordre p + 1.
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Solution (suite)

o 2éme solution, plus rapide (?)
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IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Solution (suite)

o 2éme solution, plus rapide (?)

+oo

1 n
On veut donc démontrer, pour tout z tel que |z| < 1, égalite : ———— = ( * p) 2", ce qui est
= 25,

équivalent a démontrer que :

+oo

n+p\ , 1
(1—2) E ( )z =—".
n=0 P (=2

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Solution (suite)

o 2éme solution, plus rapide (?)

+oo

1 n
On veut donc démontrer, pour tout z tel que |z| < 1, égalite : ———— = ( * p) 2", ce qui est
= 25,

équivalent a démontrer que :

+oo

n+p\ , 1
(1—2) E ( )z =—".
n=0 P (=2

Et cela découle du calcul ci-dessous :
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IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Solution (suite)

o 2éme solution, plus rapide (?)

+oo

1 n
On veut donc démontrer, pour tout z tel que |z| < 1, égalite : ———— = ( * p) 2", ce qui est
(RS
équivalent a démontrer que :
+o00
n+p 1
B0
(-23 -2
n=0

Et cela découle du calcul ci-dessous :

T STus E > W T S o

p
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Solution (suite)

o 2éme solution, plus rapide (?)

+oo

1 n
On veut donc démontrer, pour tout z tel que |z| < 1, égalite : ———— = Z ( * p) 2", ce qui est
(=7 =\ p
équivalent a démontrer que :
+oo
n+p\ , 1
(1—2) Z ( )z = .
pr g (1—2z)p
Et cela découle du calcul ci-dessous :
+o0o +o00 +o00
n n n
(]_Z)Z( +P)Zn=2( +P)zn_z( +P)zn+1
n=0 p n=0 p n=0 p
+oo +oo
n-+ n+p—1
= Z ( P) z" — Z ( o )z" (changement d'indice dans la 2éme somme)
n=0 P n=1 p
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Solution (suite)

o 2éme solution, plus rapide (?)

1 =X n
On veut donc démontrer, pour tout z tel que |z| < 1, 'égalité : ————— = tr 2", ce qui est
(] )p-H
—z
n=0
équivalent a démontrer que :
+oo
n+p 1
B0
(-23 -2
n=0

Et cela découle du calcul ci-dessous :
+ + +

(- Z)f (n;p)zn _ f (n:p)zn _ f ("‘;P)znﬂ
n=0 n=0 n=0

+o0 n+ M n +oo n+ p— R
= E ( )z E ( )z (changement d'indice dans la 2éme somme)
= p
n=0

:g(n:p)z"—:i;(n-i_s_])z" (car (P;I):m

onval) Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



IS O EER R Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Solution (suite)

o 2éme solution, plus rapide (?)

+oo

1
On veut donc démontrer, pour tout z tel que |z| < 1, égalite : ———— = Z (" * p) 2", ce qui est
(=7 =\ p
équivalent a démontrer que :
+o00
n+p 1
T S{ga K
= 1—2)p
Et cela découle du calcul ci-dessous :
+o0o +o00 +o00
-2 ("= ("= ()
n=0 p n=0 p n=0 p
+o0 +o0
n-+ n+p—1
= Z ( P) z" — Z ( o )z" (changement d'indice dans la 2éme somme)
p 1 p
+oo +oo
n-+ n+p—1 —1
eS0T ) -
= = P =0 P P
+oo +oo
=1
= Z |:<H+p) = <n+p )] Z (n+p ) f (triangle de Pascal)
'—0 p p
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Solution (suite)

o 2éme solution, plus rapide (?)

+oo

1
On veut donc démontrer, pour tout z tel que |z| < 1, égalite : ———— = Z (" * p) 2", ce qui est
= 2=\
équivalent a démontrer que :
+oo
n+p\ , 1
=23 ("=
,,2:; p (1—2z)p
Et cela découle du calcul ci-dessous :
+o0o +o00 +o00
-2 ("= ("= ()
n=0 p n=0 p n=0 p
+oo +oo
n-+ n+p—1
= Z ( P) z" — Z ( o )z" (changement d'indice dans la 2éme somme)
n=0 P n=1 p
+o0 +o0
n-+ n+p—1 —1
eS0T ) -
= = P =0 P P
+o00 +o0o
=1 =1
= Z |:<n+p) — <n+p )j| 7z = Z (n+p )z" (triangle de Pascal)
o LY P P =
1
= —— (hypothése de récurrence).

i—or
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neN
convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Chapitre XIV i ie Janvier 2023



Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neEN

convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Démonstration

Soit [—r; r] avec r < R un intervalle fermé inclus dans I'intervalle ouvert de convergence de la série
entiere.
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neEN

convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Démonstration

Soit [—r; r] avec r < R un intervalle fermé inclus dans I'intervalle ouvert de convergence de la série
entiere.

Vx € [—r;r] |x|<r donc ||anx"||;r;'] < ag| 1.
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neEN
convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Démonstration

Soit [—r; r] avec r < R un intervalle fermé inclus dans I'intervalle ouvert de convergence de la série
entiere.
Vxe[-rir |x|<r donc |lanx"||T5 < Jag| .
oo

Puisque |a,| " est le terme général d’'une série convergente par définition de R, la série > a,x" est
neN
normalement convergente sur [—r; r].
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neEN
convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Il n’y a pas nécessairement convergence normale ni méme convergence uniforme de la
série entiére sur tout l'intervalle de convergence.
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neEN
convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Il n’y a pas nécessairement convergence normale ni méme convergence uniforme de la
série entiére sur tout I'intervalle de convergence.

Exemple

La série entiére de la variable réelle >~ (—1)"~'~— converge simplement vers
neN* n
x = In(1+ x) sur [—1;1].
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neEN
convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Il n’y a pas nécessairement convergence normale ni méme convergence uniforme de la
série entiére sur tout I'intervalle de convergence.

Exemple

La série entiére de la variable réelle >~ (—1)"~'~— converge simplement vers
neN* n
x = In(1+ x) sur [—1;1].

1 1
Il n’y a pas convergence normale sur ]—1;1[, car ||u,,||]oo]’][ = —.
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neEN

convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Il n’y a pas nécessairement convergence normale ni méme convergence uniforme de la
série entiére sur tout I'intervalle de convergence.

Exemple

La série entiére de la variable réelle > (—1)""! e simplement vers
x = In(1+ x) sur [—1;1]. <

Il n’y a pas convergence normale sur ]—1;1[, car ||u,,||]o:;][ = ln -

Il n'y a pas convergence uniforme sur |—1;1[ ,car sinon, le théoréme de la double limite
conduirait & une absurdité.

Janvier 2023



Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6

La série entiere > apx” de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
neEN

convergente sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.

Il n’y a pas nécessairement convergence normale ni méme convergence uniforme de la
série entiére sur tout I'intervalle de convergence.

Exemple

La série entiére de la variable réelle > (—1)""! e simplement vers
x = In(1+ x) sur [—1;1]. <

Il n’y a pas convergence normale sur ]—1;1[, car ||u,,||]o:;][ = ln -

Il n'y a pas convergence uniforme sur |—1;1[ ,car sinon, le théoréme de la double limite
conduirait & une absurdité.

Il'y a cependant convergence uniforme sur tout segment [a;1] avec —1 < a <1 (en
utilisant la majoration du reste d'une série alternée).
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 7

Soit Z apx" une série entiére de rayon de convergence R > 0 (x € R).

neN
+o0
La fonction somme x — > apx” est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.
n=0
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 7

Soit Z apx" une série entiére de rayon de convergence R > 0 (x € R).

neN
+o0
La fonction somme x — > apx” est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.
n=0
Démonstration

Les fonctions x — a,x" sont continues, et il suffit alors d’appliquer le théoréme sur la continuité de la
somme d’une série de fonctions.
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 7

Soit Z apx" une série entiére de rayon de convergence R > 0 (x € R).

neN
+o0
La fonction somme x — >~ a,x” est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.
n=0
Corollaire:
Soit (an) une suite d’éléments de C, et > anx” une série entiére de la variable réelle x, de

neN

+o0o
rayon de convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R[, f(x) = >_ anx".
n=0
Alors, pour tout entier p, f admet au voisinage de 0 le développement limité :

flx) = é anx” + O(x).
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 7

Soit Z apx" une série entiére de rayon de convergence R > 0 (x € R).

neN
+o0
La fonction somme x — >~ a,x” est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.
n=0
Corollaire:
Soit (an) une suite d’éléments de C, et > anx” une série entiére de la variable réelle x, de

neN

+oo
rayon de convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R[, f(x) = >_ anx".
n=0
Alors, pour tout entier p, f admet au voisinage de 0 le développement limité :

flx) = é) anx" + O(x*).

Démonstration
p +oo
Pour tout x € |[=R;R[ona: f(x) = Y anx" + x"'“( Z anX"_p_]) :
n=0 n=p+1
=rp(x)
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas d'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 7

Soit Z apx" une série entiére de rayon de convergence R > 0 (x € R).

neN
+o0
La fonction somme x — >~ a,x” est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.
n=0
Corollaire:
Soit (an) une suite d’éléments de C, et > anx” une série entiére de la variable réelle x, de

neN

“+o0
rayon de convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R[, f(x) = > anx".
n=0
Alors, pour tout entier p, f admet au voisinage de 0 le développement limité :

flx) = 20 anx" + O(x*).

Démonstration
p +oo
Pour tout x € |[=R;R[ona: f(x) = Y anx" + x"'“( Z anX"_p_]) :
n=0 n=p+1
=rp(x)

+o0
Or, > anx""P~! est une série entiére de rayon de convergence R; elle est donc, en particulier, continue
n=p+1

en 0, donc bornée au voisinage de 0, c’est-a-dire rp(x) = O(xP*).
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Continuité de la somme dans le cas général

Ve>0, Ja>0tlqueVzeED, |z— 7| <a= |f(z) — f(z)| <e.
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Continuité de la somme dans le cas général

Ve>0, Ja>0tlqueVzeED, |z— 7| <a= |f(z) — f(z)| <e.

Certains résultats sur les suites et séries de fonctions peuvent également étre étendus sans difficulté aux
fonctions de C dans C.
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Continuité de la somme dans le cas général

Ve>0, Ja>0tlqueVzeED, |z— 7| <a= |f(z) — f(z)| <e.

Certains résultats sur les suites et séries de fonctions peuvent également étre étendus sans difficulté aux
fonctions de C dans C.
Définition 4

Soit (un) une suite de fonctions définies sur une partie non vide D de C et a valeurs dans C. On dit que
cette suite converge simplement sur D s'il existe une fonction u: D — C telle que :

Vz €D, anoo un(z) = u(z).
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Continuité de la somme dans le cas général

Ve>0, Ja>0tlqueVzeD, |z— 7| <a= |f(z) — f(z)| <e.

Certains résultats sur les suites et séries de fonctions peuvent également étre étendus sans difficulté aux
fonctions de C dans C.

Définition 4

Soit (un) une suite de fonctions définies sur une partie non vide D de C et a valeurs dans C. On dit que
cette suite converge simplement sur D s'il existe une fonction u: D — C telle que :

Vz €D, anoo un(z) = u(z).

Définition 5

Soit (up) une suite de fonctions définies sur une partie non vide D de C et a valeurs dans C.
On dit que cette suite converge uniformément sur D s'il existe une fonction u: D — C telle que

lim |lu, — u|® =0.
n—-+o0o oo
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Continuité de la somme dans le cas général

Ve>0, Ja>0tlqueVzeD, |z— 7| <a= |f(z) — f(z)| <e.

Certains résultats sur les suites et séries de fonctions peuvent également étre étendus sans difficulté aux
fonctions de C dans C.

Définition 4

Soit (un) une suite de fonctions définies sur une partie non vide D de C et a valeurs dans C. On dit que
cette suite converge simplement sur D s'il existe une fonction u: D — C telle que :
v D, li = .

zeD, lim un(z) = u(z)

Définition 5

Soit (up) une suite de fonctions définies sur une partie non vide D de C et a valeurs dans C.
On dit que cette suite converge uniformément sur D s'il existe une fonction u: D — C telle que

lim |lu, — u|® =0.
n—-+o0o oo

On a noté, comme d’habitude : |ju, — u||2Q = sup {|un(z) — u(z)| | z € D}, et cette définition suppose

que les fonctions u, — u sont bornées sur D (au moins & partir d'un certain rang).
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Continuité de la somme d’une série entiére

Théoréme 8

Si les up, sont continues sur D et si la suite (us) converge uniformément sur D vers une fonction u, alors u
est continue sur D.




Continuité de la somme d’une série entiére

Théoréme 8

Si les up, sont continues sur D et si la suite (us) converge uniformément sur D vers une fonction u, alors u
est continue sur D.

Démonstration

La démonstration est exactement la méme que pour les suites de fonctions définies sur un intervalle
I C R, remplacer simplement la valeur absolue par le module.

Chapitre XIV



Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 8

Si les up sont continues sur D et si la suite (u,) converge uniformément sur D vers une fonction u, alors u
est continue sur D.

Démonstration

La démonstration est exactement la méme que pour les suites de fonctions définies sur un intervalle
I C R, remplacer simplement la valeur absolue par le module.

Définition 6

Soit ) up une série de fonctions définies sur une partie D de C et a valeurs dans C.
neN

@ On dit que cette série converge simplement sur D si pour tout z € D la série numérique > un(z)

neN
est convergente.

Chapitre XIV : Séries el Janvier 2023



Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 8

Si les up sont continues sur D et si la suite (u,) converge uniformément sur D vers une fonction u, alors u
est continue sur D.

Démonstration

La démonstration est exactement la méme que pour les suites de fonctions définies sur un intervalle
I C R, remplacer simplement la valeur absolue par le module.

Définition 6

Soit Y up une série de fonctions définies sur une partie D de C et a valeurs dans C.
neEN
@ On dit que cette série converge simplement sur D si pour tout z € D la série numérique > un(z)
neN
est convergente.

@ On dit que cette série converge uniformément sur D si elle converge simplement sur D et si la suite
(Rn) des restes converge uniformément sur D vers la fonction nulle.

Chapitre XIV : Séries e
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 8

Si les up sont continues sur D et si la suite (u,) converge uniformément sur D vers une fonction u, alors u
est continue sur D.

Démonstration

La démonstration est exactement la méme que pour les suites de fonctions définies sur un intervalle
I C R, remplacer simplement la valeur absolue par le module.

Définition 6

Soit > up une série de fonctions définies sur une partie D de C et a valeurs dans C.
neN

@ On dit que cette série converge simplement sur D si pour tout z € D la série numérique > un(z)

neN
est convergente.

@ On dit que cette série converge uniformément sur D si elle converge simplement sur D et si la suite
(Rn) des restes converge uniformément sur D vers la fonction nulle.

© On dit que cette série converge normalement sur D si les u, sont bornées sur D (au moins a partir

d'un certain rang) et si la série numérique 3 |jun||”  converge.
neN o
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 8

Si les up sont continues sur D et si la suite (u,) converge uniformément sur D vers une fonction u, alors u
est continue sur D.

Démonstration

La démonstration est exactement la méme que pour les suites de fonctions définies sur un intervalle
I C R, remplacer simplement la valeur absolue par le module.

Définition 6

Soit > up une série de fonctions définies sur une partie D de C et a valeurs dans C.
neN

@ On dit que cette série converge simplement sur D si pour tout z € D la série numérique > un(z)
neN
est convergente.

@ On dit que cette série converge uniformément sur D si elle converge simplement sur D et si la suite
(Rn) des restes converge uniformément sur D vers la fonction nulle.

© On dit que cette série converge normalement sur D si les u, sont bornées sur D (au moins a partir

d'un certain rang) et si la série numérique 3 |jun||”  converge.
neN &0
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Continuité de la somme d’une série entiére

Théoréme 9

Si (un)nen est une suite d’applications de D C C dans C telle que la série de fonctions >° uj est
neN
normalement convergente sur D, alors :

a) Pour tout z € D, la série > un(z) est absolument convergente dans C.
neN

b) La série de fonctions > uy est uniformément convergente sur D.
neN




Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 9

Si (un)nen est une suite d’applications de D C C dans C telle que la série de fonctions Y uj est
neN
normalement convergente sur D, alors :

a) Pour tout z € D, la série > un(z) est absolument convergente dans C.
neEN

b) La série de fonctions > uy est uniformément convergente sur D.
neEN

Le théoréme suivant généralise le théoréme 6 dans le cas d’une série entiére de la variable complexe.

Théoréme 10

Soit (ay) une suite de nombres complexes. La série entiére > a,z" de la variable complexe z, de rayon
neN

de convergence R > 0, est normalement convergente sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert

de convergence.

Séries entieres Janvier 2023



Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 9
Si (un)nen est une suite d’applications de D C C dans C telle que la série de fonctions Y uj est

neEN
normalement convergente sur D, alors :

a) Pour tout z € D, la série > un(z) est absolument convergente dans C.
neEN

b) La série de fonctions > uy est uniformément convergente sur D.
neEN

Le théoréme suivant généralise le théoréme 6 dans le cas d’une série entiére de la variable complexe.

Théoréme 10

Soit (ay) une suite de nombres complexes. La série entiére > a,z" de la variable complexe z, de rayon
neN

de convergence R > 0, est normalement convergente sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert

de convergence.

Démonstration

Soit r < Ret K= {z € C| |z| < r} le disque fermé de centre 0 et de rayon r.

VzeK, |z <r donc ||a"z"||’;o < lan| r".

Chapitre XIV : Séries entiéres



Continuité de la somme d’une série entiére Cas général
Théoréme 9
Si (un)nen est une suite d’applications de D C C dans C telle que la série de fonctions Y uj est

neN
normalement convergente sur D, alors :

a) Pour tout z € D, la série > un(z) est absolument convergente dans C.
neEN

b) La série de fonctions > uy est uniformément convergente sur D.
neEN

Le théoréme suivant généralise le théoréme 6 dans le cas d’une série entiére de la variable complexe.

Théoréme 10

Soit (ay) une suite de nombres complexes. La série entiére > a,z" de la variable complexe z, de rayon
neN

de convergence R > 0, est normalement convergente sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert

de convergence.

Démonstration
Soit r < Ret K= {z € C| |z| < r} le disque fermé de centre 0 et de rayon r.
VzeK, |z <r donc ||a"z"||’;o < lan| r".
Puisque |an| r" est le terme général d’une série convergente par définition de R, la série > anz" est

normalement convergente sur K.
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 11

Soit (ay) une suite de nombres complexes et > apz” une série entiére de rayon de convergence R > 0
neN
(z € C).

+o0
La fonction somme f: z — > a,z" est continue sur son disque ouvert de convergence.
n=0

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 11

Soit (ay) une suite de nombres complexes et > apz” une série entiére de rayon de convergence R > 0
neN
(ze C.

+o0

La fonction somme f: z — > a,z" est continue sur son disque ouvert de convergence.
n=0

Démonstration

Les fonctions z — a,z" sont continues. La convergence de la série entiére ) a,z" étant normale, donc
uniforme, sur tout disque fermé K C B(0, R), on en déduit que f est continue sur tout disque fermé
inclus dans B(0, R) donc sur B(0, R).

Chapitre XIV : Séries el Janvier 2023



Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Théoréme 11

Soit (ay) une suite de nombres complexes et > apz” une série entiére de rayon de convergence R > 0
neN
(ze C.

+o0

La fonction somme f: z — > a,z" est continue sur son disque ouvert de convergence.
n=0

Démonstration

Les fonctions z — a,z" sont continues. La convergence de la série entiére ) a,z" étant normale, donc
uniforme, sur tout disque fermé K C B(0, R), on en déduit que f est continue sur tout disque fermé
inclus dans B(0, R) donc sur B(0, R).

Exemple 1

La série entiére > 2" a pour rayon de convergence 1 et :
neEN

+oo
vz e B(0,1), Zz" =

— 1—2z

Il résulte du théoréme précédent que la fonction z — est continue sur B(0,1).
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Continuité de la somme d’une série entiére Cas général

Exemple 2

n
. L3N z

La série entiére > — @ pour rayon de convergence 4o et :
neN n:

+o0 0
Z —e?
VzeC, nio o e”.

Il résulte du théoréme précédent que la fonction z — e* est continue sur C.

Janvier 2023






Dérivation. Intégration RIS

Série dérivée

Définition 7

Soit Y anz" une série entiére.
neN

On appelle série dérivée de cette série la série entiére :

Z napz"”" = Z(n +1)annz"

n>l1 n=0

Janvier 2023



Dérivation. Intégration RIS

Série dérivée

Définition 7

Soit Y anz" une série entiére.
neN

On appelle série dérivée de cette série la série entiére :

Z napz"”" = Z(n +1)annz"

n>l1 n=0

On appelle série primitive de cette série la série entiére :

> (=X
n

n=0 n>l1
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Dérivation. Intégration RIS

Série dérivée

Définition 7

Soit Y anz" une série entiére.
neN

On appelle série dérivée de cette série la série entiére :

Z napz"”" = Z(n +1)annz"

n>l1 n=0

On appelle série primitive de cette série la série entiére :

Z n(ilrilzn-H :Z%Zn

n=0 n>l1

Théoréme 12

Une série entiére, sa série dérivée et sa série primitive ont méme rayon de convergence.
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa
série primitive !).
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa

série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série
neN

entiére dérivée > napz"~.

n>1
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa

série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série
neN

entiére dérivée > napz"~.

n>1

@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente.
neN
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa

série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série
neN

entiére dérivée > napz"~.

n>1

@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque

neEN
n
|nanz"*‘| = m |anz"| > |anz"| pour n assez grand, la série 2;] |nanz"*‘| diverge aussi, donc
nz

|z| > R.
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa

série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série
neN

entiére dérivée > napz"~.

n>1

@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque

neEN
n
|nanz"*‘| = m |anz"| > |anz"| pour n assez grand, la série 2;] |nanz"*‘| diverge aussi, donc
nz

|z| > R.
Ainsi, pour tout z, |z| > R =>|z| > R’; on en déduit R > R/,
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa
série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série

neEN
entiére dérivée > napz"~.
n>1
@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque
neEN
n
|nanz"*‘| = H |anz"| = |anz"| pour n assez grand, la série > |nanz"*‘| diverge aussi, donc
z n>1
|z| > R.
Ainsi, pour tout z, |z| > R = |z| > R’; on en déduit R > R/, et cette inégalité reste vraie lorsque
R = +o0.

@ Supposons R # 0, et soit z tel que |z| < R. Alors il existe un réel r tel que |z| < r < R.
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa
série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série

neEN
entiére dérivée > napz"~.
n>1
@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque
neEN
n
|nanz"*‘| = H |anz"| = |anz"| pour n assez grand, la série > |nanz"*‘| diverge aussi, donc
z n>1
|z| > R.
Ainsi, pour tout z, |z| > R = |z| > R’; on en déduit R > R/, et cette inégalité reste vraie lorsque
R = +o0.

@ Supposons R # 0, et soit z tel que |z| < R. Alors il existe un réel r tel que |z| < r < R. Par définition
de R, la suite (a,r") est bornée : il existe un réel M > 0 tel que, pour tout n on ait : |ap| r" < M.
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa
série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série

neEN
entiére dérivée > napz"~.
n>1
@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque
neEN
n
|nanz"*‘| = H |anz"| = |anz"| pour n assez grand, la série > |nanz"*‘| diverge aussi, donc
z n>1
|z| > R.
Ainsi, pour tout z, |z| > R = |z| > R’; on en déduit R > R/, et cette inégalité reste vraie lorsque
R = +o0.

@ Supposons R # 0, et soit z tel que |z| < R. Alors il existe un réel r tel que |z| < r < R. Par définition
de R, la suite (a,r") est bornée : il existe un réel M > 0 tel que, pour tout n on ait : |ap| r" < M.

On a alors :

|an ’z" M ‘zn
<n—.
|z

|na"z"_]| =n—
|2|

r r
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa
série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série

neEN
entiére dérivée > napz"~.
n>1
@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque
neEN
n
|nanz"*‘| = H |anz"| = |anz"| pour n assez grand, la série > |nanz"*‘| diverge aussi, donc
z n>1
|z| > R.
Ainsi, pour tout z, |z| > R = |z| > R’; on en déduit R > R/, et cette inégalité reste vraie lorsque
R = +o0.

@ Supposons R # 0, et soit z tel que |z| < R. Alors il existe un réel r tel que |z| < r < R. Par définition
de R, la suite (a,r") est bornée : il existe un réel M > 0 tel que, pour tout n on ait : |ap| r" < M.

On a alors : |
- an z|n M |z|n
|na"z" ]|:n— ’— <n—.‘—
|zl Tr || Tr
. z q a . n—1
donc, puisque |—| < 1 et par croissances comparées : lim na,z"~' = 0.
r n—+00
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa
série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série

neEN
entiére dérivée > napz"~.
n>1
@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque
neEN
n
|nanz"*‘| = H |anz"| = |anz"| pour n assez grand, la série > |nanz"*‘| diverge aussi, donc
z n>1
|z| > R.
Ainsi, pour tout z, |z| > R = |z| > R’; on en déduit R > R/, et cette inégalité reste vraie lorsque
R = +o0.

@ Supposons R # 0, et soit z tel que |z| < R. Alors il existe un réel r tel que |z| < r < R. Par définition
de R, la suite (a,r") est bornée : il existe un réel M > 0 tel que, pour tout n on ait : |ap| r" < M.

On a alors : |
- an z|n M |z|n
|na"z" ]|:n— ’— <n—.‘—
|zl Tr || Tr
. z q a g n—1 . . n N
donc, puisque |—| < 1 et par croissances comparées : IIT na,z"~' = 0. Cela implique, d’aprés
r n—+o0

une des caractérisations du rayon de convergence : |z| < R'.
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Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa
série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série

neEN
entiére dérivée > napz"~.
n>1
@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque
neEN
n
|nanz"*‘| = H |anz"| = |anz"| pour n assez grand, la série > |nanz"*‘| diverge aussi, donc
z n>1
|z| > R.
Ainsi, pour tout z, |z| > R = |z| > R’; on en déduit R > R/, et cette inégalité reste vraie lorsque
R = +o0.

@ Supposons R # 0, et soit z tel que |z| < R. Alors il existe un réel r tel que |z| < r < R. Par définition
de R, la suite (a,r") est bornée : il existe un réel M > 0 tel que, pour tout n on ait : |ap| r" < M.

On a alors : |
- an z|n M |z|n
|na"z" ]|:n— ’— <n—.‘—
|zl Tr || Tr
. z q a g n—1 . . n N
donc, puisque |—| < 1 et par croissances comparées : IIT na,z"~' = 0. Cela implique, d’aprés
r n—+o0

une des caractérisations du rayon de convergence : |z| < R'.
Ainsi, pour tout z, |z| < R => |z| < R’; on en déduit R < R, cette inégalité restant vraie si R = 0.

PSI* (Lycée d’ Vi Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023 39/63



Dérivation. Intégration RIS

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour la série dérivée (puisque la série initiale est la série dérivée de sa
série primitive!). Soit donc R le rayon de convergence de la série entiére > anz", et R’ celui de la série

neEN
entiére dérivée > napz"~.
n>1
@ Supposons R # oo, et soit z tel que |z| > R. Alors la série > |anz"| est divergente. Puisque
neEN
n
|nanz"*‘| = H |anz"| = |anz"| pour n assez grand, la série > |nanz"*‘| diverge aussi, donc
z n>1
|z| > R.
Ainsi, pour tout z, |z| > R => |z| > R’; on en déduit R > R, et cette inégalité reste vraie lorsque
R = +o0.

@ Supposons R # 0, et soit z tel que |z| < R. Alors il existe un réel r tel que |z| < r < R. Par définition
de R, la suite (a,r") est bornée : il existe un réel M > 0 tel que, pour tout n on ait : |ap| r" < M.

On a alors : |
- an z|n M |z|n
|na"z" ]|:n— ’— <n—.‘—
|zl Tr || Tr
. z q a g n—1 . . n N
donc, puisque |—| < 1 et par croissances comparées : IIT na,z"~' = 0. Cela implique, d’aprés
r n—+o0

une des caractérisations du rayon de convergence : |z| < R'.
Ainsi, pour tout z, |z| < R => |z| < R’; on en déduit R < R, cette inégalité restant vraie si R = 0.

@ Finalement, on a bien R = R'.
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Série dérivée

Dérivation d’'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 13

Soit (ap) une suite d 'éléments de C, et Y a,x" une série entiére de la variable réelle x, de rayon de
neN

+o00
convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R, f(x) = > anx".

n=0
Alors f est de classe €" sur |—R; R et, pour tout x € |—R; R[ :

+o0 +oo
f1(x) = X napx"' = 3 (n+apax".

n=1 n=0

Séries entieres Janvier 2023



Dérivation. Intégration RIS

Dérivation d’'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 13

Soit (ap) une suite d 'éléments de C, et Y a,x" une série entiére de la variable réelle x, de rayon de
neN

+oo
convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R, f(x) = > anx".

n=0
Alors f est de classe " sur |[—R; R[ et, pour tout x € |—R; R[ :

+o00 +oo
f1(x) = X napx"' = 3 (n+apax".
n=1

n=0

Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions. En posant :
Up: X — apx" :
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Dérivation. Intégration RIS

Dérivation d’'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 13

Soit (ap) une suite d 'éléments de C, et Y a,x" une série entiére de la variable réelle x, de rayon de
neN

+oo
convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R, f(x) = > anx".

n=0
Alors f est de classe " sur |[—R; R[ et, pour tout x € |—R; R[ :

+o0 +o00
f1(x) = X napx"' = 3 (n+apax".
n=1 n=0
Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions. En posant :
Up: X — apx" :

@ les uy sont bien de classe €' sur |—R; R[;
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Dérivation. Intégration RIS

Dérivation d’'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 13

Soit (ap) une suite d 'éléments de C, et Y a,x" une série entiére de la variable réelle x, de rayon de
neN

+oo
convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R, f(x) = > anx".

n=0
Alors f est de classe " sur |[—R; R[ et, pour tout x € |—R; R[ :

+o0 +o00
f1(x) = X napx"' = 3 (n+apax".
n=1 n=0
Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions. En posant :
Up: X — apx" :

@ les uy sont bien de classe €' sur |—R; R[;

@ la série de fonctions > un(x) converge simplement vers f sur |—R; R[;
n=0
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Dérivation. Intégration RIS

Dérivation d’'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 13

Soit (ap) une suite d 'éléments de C, et Y a,x" une série entiére de la variable réelle x, de rayon de
neN

+oo
convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R, f(x) = > anx".

n=0
Alors f est de classe " sur |[—R; R[ et, pour tout x € |—R; R[ :

+o0 +o00
f1(x) = X napx"' = 3 (n+apax".
n=1 n=0
Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions. En posant :
Up: X — apx" :

@ les uy sont bien de classe €' sur |—R; R[;

@ la série de fonctions > un(x) converge simplement vers f sur |—R; R[;
n=0

@ d'aprés le théoréme précédent, la série dérivée > ul,(x) a pour rayon de convergence R donc,
n=0
d’aprés le théoréme 6, elle converge uniformément sur tout segment inclus dans |—R; R[
(convergence uniforme locale).
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Dérivation. Intégration RIS

Dérivation d’'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 13

Soit (ap) une suite d 'éléments de C, et Y a,x" une série entiére de la variable réelle x, de rayon de
neN

+oo
convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R, f(x) = > anx".

n=0
Alors f est de classe " sur |[—R; R[ et, pour tout x € |—R; R[ :

+o00 +oo
f1(x) = X napx"' = 3 (n+apax".
n=1

n=0

Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions. En posant :
Up: X — apx" :

@ les uy sont bien de classe €' sur |—R; R[;

@ la série de fonctions > un(x) converge simplement vers f sur |—R; R[;
n=0

@ d'aprés le théoréme précédent, la série dérivée > ul,(x) a pour rayon de convergence R donc,
n=0
d’aprés le théoréme 6, elle converge uniformément sur tout segment inclus dans |—R; R[
(convergence uniforme locale).

Les hypothéses du théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions sont donc bien vérifiées,
d'ou directement le résultat.
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Dérivation. Intégration RIS

Exemples

+o0
Q Calcul de >~ nx".

n=l1
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Dérivation. Intégration RIS

Exemples

+o0
Q Calcul de >~ nx".

n=1
+oo 1
La série > x" a pour rayon de convergence R=1,etVx € [-1;1], (x) = > x"= —
neN n=0 I—x
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Dérivation. Intégration RIS

Exemples

+o0
Q Calcul de >~ nx".

n=l1

+oo
La série > x" a pour rayon de convergence R=1,etVx € [-1;1], (x) = > x" = -
neN n=0 1—x
+oo
Le théoréme précédent permet ainsi d’écrire directement, pour tout x € ]—1;1[: f/(x) = > nx"~,
n=1
= n—1 iy w X
donc Y nmx"' = 2etenﬁn:2nx:ﬁ~
n=1 ( X)

L
n=1 (] = X)
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Dérivation. Intégration RIS

Exemples

+o0
Q Calcul de >~ nx".

n=l1

+oo
La série > x" a pour rayon de convergence R=1,etVx € [-1;1], (x) = > x" = -
neN n=0 1—x
+oo
Le théoréme précédent permet ainsi d’écrire directement, pour tout x € ]—1;1[: f/(x) = > nx"~,
n=1
= n—1 iy w X
donc Y nmx"' = 2etenﬁn:2nx:ﬁ~
n=1 ( X)

L
n=1 (] - X)

+o0
@ Calcul de >~ n?x".

n=l1
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Dérivation. Intégration RIS

Exemples

+o0
Q Calcul de >~ nx".

n=l1

+oo
La série > x" a pour rayon de convergence R=1,etVx € [-1;1], (x) = > x" = -
neN n=0 1—x

+oo
Le théoréme précédent permet ainsi d’écrire directement, pour tout x € ]—1;1[: f/(x) = > nx"~,

n=1

= n—1 iy w X
donc Y nmx"' = 2etenﬁnzznx:ﬁ~
n=1 ( X)

L
n=1 (] = X)

+o0
@ Calcul de >~ n?x".

n=l1

En reprenant les mémes notations, et toujours a l'aide du théoréme précédent, on a, pour tout
+o0 +o00
x €]1-L1[: f"(x) = 3 n(n—1)x""2, donc x*f"(x) = 3 n(n—1)x" puis
n=2 =7
n=1
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Dérivation. Intégration RIS

Exemples

+o0
Q Calcul de >~ nx".

n=l1

+oo
La série > x" a pour rayon de convergence R=1,etVx € [-1;1], (x) = > x" = -
neN n=0 1—x
+oo
Le théoréme précédent permet ainsi d’écrire directement, pour tout x € ]—1;1[: f/(x) = > nx"~,
n=1

X

+o0 D
donc > mx"' = etenfin: 3> "= ——-
2 =l - X)2

L
n=1 (] = X)

+o0
@ Calcul de >~ n?x".

n=l1

En reprenant les mémes notations, et toujours a l'aide du théoréme précédent, on a, pour tout
+o0 +o00
x €]1-L1[: f"(x) = 3 n(n—1)x""2, donc x*f"(x) = 3 n(n—1)x" puis
n=2 =7
n=1

&= 2 2011 &= 2x X x + x?
n_ n_ = 5
an —Xf(XHZ”X (l—x)3+(l—x)2 (1—x)3

n=1 n=1
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Série dérivée

n=k (n_ k)l n=0 n!
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tion. Intégration BTNV

=k (n—k)! n=0 n!
Corollaire:
f®(0)
Avec les mémes notationsona:(VkeN, q = T
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Série dérivée

Corollaire:

_ o)
K

Avec les mémes notationsona:|Vk e N, a

Corollaire: Unicité du développement en série entiére

400 400
Soient deux séries entiéres f(x) = > anx" et g(x) = Y bnx".
n=0 n=0

Si f et g sont définies et coincident dans un voisinage de 0, on a a, = by, pour tout entier n.
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Série dérivée

n=k (n - k)l n=0 n!

Corollaire:

_ M) |
k!

Avec les mémes notationsona:|Vk e N, a

Corollaire: Unicité du développement en série entiére

400 400
Soient deux séries entiéres f(x) = > anx" et g(x) = Y bnx".
n=0 n=0

Si f et g sont définies et coincident dans un voisinage de 0, on a a, = by, pour tout entier n.

Démonstration

) _ g _,

En effet, d’aprés le théoréme précédent, on a, pour tout entier n, a, = ' .
n! n!

ne
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DI IEIETGE  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Intégration d’'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 14

Soit (a,) une suite d’éléments de C, et > a,x” une série entiére de la variable réelle x, de rayon de
neEN

+00
convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R, f(x) = > anx".
n=0

b too  rp
a) Pour tout segment [a;b] C ]—R; R[, on a; / f(x)dx = Z/ (anx™) dx.
a =0 “a

+o0

X n
b) En particulier, pour tout x € |—R; R[, on a : / f(t)dt = Z Sl .
0 '—0 n +]

+1

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



DI IEIETGE  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Intégration d’'une série entiére de la variable réelle

Théoréme 14

Soit (a,) une suite d’éléments de C, et > a,x” une série entiére de la variable réelle x, de rayon de
neEN

+00
convergence R > 0. Posons, pour x € |—R; R, f(x) = > anx".
n=0

b too  rp
a) Pour tout segment [a;b] C ]—R; R[, on a; / f(x)dx = Z/ (anx™) dx.
a =0 “a

+o0

X apx"
b) En particulier, pour tout x € |—R;R[, on a : / t)dt = _
) Enp p ] [ a f(6) > T

+1
n=0

Démonstration

Car il y a convergence normale donc uniforme de la série de fonctions sur [a; b] d’aprés le théoréme 6, et
on applique le théoréme d'interversion série-intégrale. sur un segment.
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Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 1
] p—

On sait que, pour |x| < 1: =
que, pour |x| T x

S (=1)mx.
n=0
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Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 1
On sait que, pour |x| <1: E (=1)"x"
1+ x n=0
Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :
X dt +oo X +oo X"'H
Vxe—l;l,/—: —]"/ t"dt soit In(1+ x) = —1)"
s [ = 0+0=300 7
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DI IEIETGE  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 1
On sait que, pour |x| <1: E (=1)"x".
1+ x n=0
Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :
X dt +oo X +o0 X"'H
Vxe—l;l,/—: —]"/ t"dt soit In(1+ x) = —1)"
s [ = 0+0=300 7

ou encore :

+o00o

Vxe]-1;1[, In(01+x) = Z(_])nflx_’:

n=l1
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DI IEIETGE  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 1

1 +

e
On sait que, pour |x| <1: = > (=1)"x".
14+ x n=0

Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :

X +o0 X +00 ,,
vXe]—m[,/o dt —Z(—])"/O "dt  soit |n(1+x)=2(—1)""+]

1+t n=0 n=0 n+1

ou encore :

+o00o

Vxe]-1;1[, In(01+x) = Z(_])nflx_’:‘

n=l1

Remarque : En utilisant le CSSA, on peut montrer que la série de fonctions ci-dessus converge
uniformément sur [0; 1], donc I'égalité précédente reste vraie pour tout x € ]—1;1]. Cela a été fait dans le
chapitre sur les séries de fonctions.
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DI DIEETL N  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 2
1

On sait que, pour |x| < 1: =
que, pour |x| e

55 (=)
n=0
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DI DIEETL N  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 2

On sait que, pour |x| <1:

— 5 Z( )nXZn.

Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :

+o0o X
vxel-1;1, / ]+t2:Z(_])"/0 " dt
n=0
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DI DIEETL N  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 2

On sait que, pour |x| <1:

— — Z( )nXZn.

Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :

+o0o X
vxel-1;1, / ]+t2:Z(_])"/0 " dt
n=0

soit :
oo 20+
X
Vx €]-1;1[, Arctanx = E 1" .
! [ n:O( ) 2n+1
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DI DIEETL N  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 2

On sait que, pour |x| <1:

— — Z( )nXZn.

Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :

+o0o X
vxel-1;1, / ]+t2:Z(_])"/0 " dt
n=0

soit :
oo 20+
X
Vx €]-1;1[, Arctanx = E 1" .
! [ n:O( ) 2n+1

Cette série de fonctions converge en fait uniformément sur le segment [—1;1].
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DI DIEETL N  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 2

On sait que, pour |x| <1: —— = 1)7x2n.
que, pour |x| ]+2 Z()

Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :

+o0o X
vxel-1;1, / ]+t2:Z(_])"/0 " dt
n=0

soit :
oo 20+
X
Vx €]-1;1[, Arctanx = E 1" .
! [ n:O( ) 2n+1

Cette série de fonctions converge en fait uniformément sur le segment [—1;1].
En effet, il est facile de vérifier que cette série vérifie les hypothéses du CSSA sur ce segment, donc
converge pour tout x € [—1;1] et, si l'on note ry(x) son reste d'ordre n, on aura :

| |2n+3

v =L (X)) < S——
x el (9] < 3
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DI DIEETL N  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 2

On sait que, pour |x| <1:

H_iz_Z( 1)7x2n.

Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :

+o0o X
vxel-1;1, / ]+t2:Z(_])"/0 " dt
n=0

soit :
oo 20+
X
Vx €]-1;1[, Arctanx = E 1" .
! [ n:O( ) 2n+1

Cette série de fonctions converge en fait uniformément sur le segment [—1;1].
En effet, il est facile de vérifier que cette série vérifie les hypothéses du CSSA sur ce segment, donc
converge pour tout x € [—1;1] et, si l'on note ry(x) son reste d'ordre n, on aura :

| |2n+3

v =L (X)) < S——
x €1l () < 5

1
donc ||ra ||[ W et lim |rl| =0.
2n—+3 n—+o00o [e%s}
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DI DIEETL N  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 2

On sait que, pour |x| <1:

H_iz_Z( 1)7x2n.

Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :

+o0o X
vxel-1;1, / l+t2:Z(_])"/0 " dt
n=0

soit :
oo 20+
X
Vx €]-1;1[, Arctanx = E —1)" .
! [ n:U( ) 2n+1

Cette série de fonctions converge en fait uniformément sur le segment [—1;1].

En effet, il est facile de vérifier que cette série vérifie les hypothéses du CSSA sur ce segment, donc
converge pour tout x € [—1;1] et, si l'on note ry(x) son reste d'ordre n, on aura :

| |2n+3

v =L (X)) < S——
x €1l () < 5

1 . -

donc ||ry ||[ Mg et Iim [[rall = 0. Cette convergence uniforme entraine alors la continuité
2n—+3 n—+o00 oo

de la fonction somme sur le segment [—1;1], et I'égalité ci-dessus reste donc vraie pour tout x € [—1;1].
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DI DIEETL N  Intégration d'une série entiére de la variable réelle

Exemple 2

On sait que, pour |x| <1:

H_iz_Z( 1)7x2n.

Il s’agit d’'une série entiére de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’aprés le théoréme précédent :

+o0o X
vxel-1;1, / l+t2:Z(_])"/0 " dt
n=0

soit :
oo 20+
X
Vx €]-1;1[, Arctanx = E —1)" .
! [ n:U( ) 2n+1

Cette série de fonctions converge en fait uniformément sur le segment [—1;1].

En effet, il est facile de vérifier que cette série vérifie les hypothéses du CSSA sur ce segment, donc
converge pour tout x € [—1;1] et, si l'on note ry(x) son reste d'ordre n, on aura :

| |2n+3

v =L (X)) < S——
x €1l () < 5

1 . -
donc ||ry ||[ Mg et Iim [[rall = 0. Cette convergence uniforme entraine alors la continuité
2n—+3 n—+o00o [e%s}

de la fonction somme sur le segment [—1;1], et I'égalité ci-dessus reste donc vraie pour tout x € [—1;1].

- S = G
En particulier, pour x = 1 on (re)trouve la formule célébre : > =—-
ot 4
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Développements en série entiére BT

Définition 8

On dit qu'une fonction f : C — C est développable en série entiére dans un voisinage V de 0 s'il existe

+oo
une série entiére > a,z" de rayon de convergence R > 0 telle que, pour tout z € V, f(z) = > anz".
neN n=0
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Développements en s (LT Définition

Définition 8

On dit qu'une fonction f : C — C est développable en série entiére dans un voisinage V de 0 s'il existe

+oo
une série entiére > a,z" de rayon de convergence R > 0 telle que, pour tout z € V, f(z) = > anz".
neN n=0

Si f est une fonction de la variable réelle x, développable en série entiére au voisinage de 0, on a donc :

+o00o
Ar>0telqueVxe]—r;r[, f(x) = Za,,x".

n=0
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Développements en série entiére BT

Définition 8

On dit qu'une fonction f : C — C est développable en série entiére dans un voisinage V de 0 s'il existe

+oo
une série entiére > a,z" de rayon de convergence R > 0 telle que, pour tout z € V, f(z) = > anz".
neN n=0

Si f est une fonction de la variable réelle x, développable en série entiére au voisinage de 0, on a donc :
+o00o
Ar>0telqueVxe]—r;r[, f(x) = Za,,x".
n=0
D’apreés les résultats précédents, on en déduit :

@ f est de classe € sur |—r; r[;
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Développements en série entiére BT

Définition 8

On dit qu'une fonction f : C — C est développable en série entiére dans un voisinage V de 0 s'il existe

+oo
une série entiére > a,z" de rayon de convergence R > 0 telle que, pour tout z € V, f(z) = > anz".
neN n=0

Si f est une fonction de la variable réelle x, développable en série entiére au voisinage de 0, on a donc :
+o00o
Ar>0telqueVxe]—r;r[, f(x) = Za,,x".
n=0
D’apreés les résultats précédents, on en déduit :

@ f est de classe € sur |—r; r[;

(n)
@ VneN, anzf I(O);
n:
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Développements en série entiére BT

Définition 8

On dit qu'une fonction f : C — C est développable en série entiére dans un voisinage V de 0 s'il existe

+oo
une série entiére > a,z" de rayon de convergence R > 0 telle que, pour tout z € V, f(z) = > anz".
neN n=0

Si f est une fonction de la variable réelle x, développable en série entiére au voisinage de 0, on a donc :
+o00o
Ar>0telqueVxe]—r;r[, f(x) = Za,,x".
n=0
D’apreés les résultats précédents, on en déduit :

@ f est de classe € sur |—r; r[;

(n)
@ VneN, anzf I(O);
n:

donc la série entiere > anx" n'est autre que la série de Taylor de f an 0.
neN
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Développements en série entiére BT
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Développements en série entiére BT

rayon de convergence non nul, mais dont la somme ne coincide pas avec

Chapitre XIV i ie Janvier 2023



Développements en série entiére BT

rayon de convergence non nul, mais dont la somme ne coincide pas avec f.

Exemple

Soit f définie sur R par :

-

f(x)=e six#0 et f(0)=0.
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Développements en s (LT Définition

rayon de convergence non nul, mais dont la somme ne coincide pas avec f.

Exemple

Soit f définie sur R par :

-

f(x)=e six#0 et f(0)=0.

On vérifie aisément, a I'aide du théoréme de prolongement des fonctions de classe %"
(itéré), que f est de classe ¥ sur R, et que f(")(0) = 0 pour tout n.
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Développements en série entiére BT

rayon de convergence non nul, mais dont la somme ne coincide pas avec f.

Exemple

Soit f définie sur R par :

-

f(x)=e six#0 et f(0)=0.

On vérifie aisément, a I'aide du théoréme de prolongement des fonctions de classe %"
(itéré), que f est de classe ¥ sur R, et que f(")(0) = 0 pour tout n.

Ainsi la série de Taylor de f donne la fonction nulle; cette série a un rayon de
convergence infini et ne coincide avec f qu'en 0.
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Développements en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 1) utilisation d’'une formule de Taylor
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Développements en s (U Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 1) utilisation d’'une formule de Taylor

f) =2 ==X +mlx).

= k!

Pour montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0, il suffit donc de démontrer qu'il
existe r > 0 tel que, pour tout x € |—r;r[ onait: lim ry(x) = 0.
n— oo
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Développements en s (U Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 1) utilisation d’'une formule de Taylor

) =3 g ).

Pour montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0, il suffit donc de démontrer qu'il
existe r > 0 tel que, pour tout x € |[—r; r[ on ait: lim ry(x) = 0. Pour cela, on peut utiliser :
n— oo

|X|n+l

@ linégalité de Taylor-Lagrange : |ra(x)| < ——— sup
(n+M!vep.q

| fn+l (
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 1) utilisation d’'une formule de Taylor

f=3 X ().

Pour montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0, il suffit donc de démontrer qu'il
existe r > 0 tel que, pour tout x € |[—r; r[ on ait: lim ry(x) = 0. Pour cela, on peut utiliser :
n— oo

|X|n+l

@ linégalité de Taylor-Lagrange : |ra(x)| < ————
©] S

| fn+l

X AT
@ ou la formule de Taylor avec reste intégrale : r,(x) = / Mf("ﬂ)(t) dt.
0 n
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 1) utilisation d’'une formule de Taylor

R =3 S+,

Pour montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0, il suffit donc de démontrer qu'il
existe r > 0 tel que, pour tout x € |[—r; r[ on ait: lim ry(x) = 0. Pour cela, on peut utiliser :
n— oo

|X|n+l n+l
(n+1)‘ [0 x] |f

@ linégalité de Taylor-Lagrange : |rp(x)| < ————
— . _ = (n+1)
@ ou la formule de Taylor avec reste intégrale : r,(x) = . () de.
0 n

Exemple 1

A Taide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a déja obtenu les développements en série entiére des
fonctions sin, cos et exp.

Ces développements en série entiére ont un rayon de convergence infini.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 1) utilisation d’'une formule de Taylor

R =3 S+,

Pour montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0, il suffit donc de démontrer qu'il
existe r > 0 tel que, pour tout x € |[—r; r[ on ait: lim ry(x) = 0. Pour cela, on peut utiliser :
n— oo

|X|n+l n+l
(n+1)‘ [0 x] |f

@ linégalité de Taylor-Lagrange : |rp(x)| < ————
— . _ = (n+1)
@ ou la formule de Taylor avec reste intégrale : r,(x) = . () de.
0 n

Exemple 1

A Taide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a déja obtenu les développements en série entiére des
fonctions sin, cos et exp.

Ces développements en série entiére ont un rayon de convergence infini.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 2

Soit o un nombre réel, et f(x) = (14 x)® pour x € |—1;1[.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 2

Soit o un nombre réel, et f(x) = (14 x)® pour x € |—1;1[.

Quelle que soit la valeur de , f est de classe ¥ sur |—1;1[ et, pour tout k € N* on a :

FOx) = ala—1)... (@ —k+1)(14x)*F.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 2

Soit o un nombre réel, et f(x) = (14 x)® pour x € |—1;1[.

Quelle que soit la valeur de , f est de classe ¥ sur |—1;1[ et, pour tout k € N* on a :

FOx) = ala—1)... (@ —k+1)(14x)*F.

On utilisera ici la formule de Taylor avec reste intégrale :

f®(0)
Kl

vxel-1, f(x) =" XK+ ra(x) avec  ra(x) :/X uf(”“)(t) dt
k=0 0 n:
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 2

Soit o un nombre réel, et f(x) = (14 x)® pour x € |—1;1[.

Quelle que soit la valeur de , f est de classe ¥ sur |—1;1[ et, pour tout k € N* on a:

FOx) = ala—1)... (@ —k+1)(14x)*F.

On utilisera ici la formule de Taylor avec reste intégrale :

vxe |-, fx) = Z r* (O)x + r(x) avec rp(x) = /OX %f(”ﬂ)(t) dt

soit

(Ol—]) a_n)/ ]—|—t)an]dt

=—°‘(“‘”;;' = (3

ra(x)

t) (1+6)*"dt.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 2

On utilisera ici la formule de Taylor avec reste intégrale :
X _An
vxel-nil, Z POt () avee ()= [ E=0 0y
0 n

soit

ra(x)

a(a_]) a_n)/ t) ]_i_t)a—n ]df

—“‘“‘”;;' °=0 (3

) (+0>"dt.

x—t x—t
—‘ < |x| (en effet, la fonction homographique ¢ — i

14+t +t
/0+0%M4.
0

Or, pour t compris entre 0 et x (ou x et 0),

est monotone sur ]—1; +oo[) donc on a l'inégalité :

Pm—wnm_@ﬂ

n!

Irn(x)| <

=iy
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Meéthodes de développement en série entiére

Développements en série entiére

Exemple 2

Ol(Ol = ]) o (Ol - ”) /X(X _ t)n(] + t)afnfl dt
0

ra(x) = |
n!
_ala—1)-(a—n) /X (X_t)n(]—l-t)a—ldt.
nl 0 \1+¢
q x—t . . x—t
Or, pour t compris entre 0 et x (ou x et 0), Ip < |x] (en effet, la fonction homographique t — Ip

est monotone sur |—1; +o00[) donc on a l'inégalité :

e

/ 0+ 6! dt‘ :
0

n!

=0y,

Or I'expression notée u;, ci-dessus tend vers 0 quand n — 400, puisque

a—n—1
Tx — |x| < 1et en vertu de la régle de d’Alembert.
n

Up _
up
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DI TR RIS A Méthodes de développement en série entiére

Exemple 2

rn(x) M/ (x— )"0+ ) ""dt
afa—=1)---(a—n) (x

) (+0)>"dt.

n! 14+t

—t
en effet, la fonction homographique t ._> —_—
T < x] (€ graphiq Thp

est monotone sur |—1; +o00[) donc on a l'inégalité :
X
/ 0+ 6! dt‘ :
0

ala—=1)(«
Or I'expression notée u;, ci-dessus tend vers 0 quand n — o0, puisque

Or, pour t compris entre 0 et x (ou x et 0),

1) < ‘

n!

=0y,

1
il ix’ — |x| <1 et en vertu de la régle de d’Alembert.
up n+1
. e f9(0)
Donc, pour tout x € |—1;1[, lim ry(x) = 0et f(x) = > xk soit :
n—+00 k=0 k!
—1 —1)...(ax— 1
VaeR, Vxe -1, (1+x)* =l+%x+ %x2+~~+ ale —1) I(a nt )x"+~~~
! ! nl

(si @ € N, la somme ci-dessus est finie et 'on retrouve la formule du binome).
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Développements en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation




Développements en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation
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Développements en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

=(-x)""2

En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |—1;1[ et f'(x) =




DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

=(-x)""2

En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |—1;1[ et f'(x) =

D'aprés le calcul précédent avec ov = — 3, pour tout x € ]—1;1 :
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Développements en série entiére

Meéthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |—1;1[ et f'(x) =
D’apres le calcul précédent avec

a = —, pour tout x € |—1;1[ :
=072 =14 5+ (=) (-1) ¥ -

(1) D D5+

onval)

ies entiéres.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

1
En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |[—1;1[ et f/(x) = —— = (1— x*) "2
f e () = —= = (1= )
D'aprés le calcul précédent avec ov = — 3, pour tout x € ]—1;1 :
— 3 n— —x)"
=021+ (D D E - D EDED S+ -+ () D (F5) S+
soit

+oo
1.3.5...(2n—1
(- :Hz”i(”)xn
n=l1

2nn!
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

1
En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |[—1;1[ et f/(x) = —— = (1— x*) "2
f e () = —= = (1= )
D’aprés le calcul précédent avec o« = — 3, pour tout x € |—1;1[ :
—1/2 _ 2 3 2n—1Y\ (=x)"
() ‘/wa(—;)(—%—(—%)<—%)<—%)zﬁ+---+<—%)<—%)---(—‘z ) S

soit

(1—x)2 = 1+§:7 1+Z S )

2nn) 20n1(2 - 4- - - 2n)

PSI* (L Chapitre XIV ie Janvier 2023



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

1
En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |[—1;1[ et f/(x) = —— = (1— x*) "2
f e () = —= = (1= )
D'aprés le calcul précédent avec o = — 1, pour tout x € |—1;1[ :
—1/2 _ 2 3 2n—1Y\ (=x)"
() ‘/wa(—;)(—%—(—%)<—%)<—%)zﬁ+---+<—%)<—%)---(—‘z ) S

soit

(1—x)2 = 1+§:________ 1+§: ) —

2nn! 2nl(2-4---2n)
+oo 2n)| "

=12 oy
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |—1;1[ et f'(x) = ﬁ =(1-x)""2
D’aprés le calcul précédent avec o« = — 3, pour tout x € |—1;1[ :
— 3 n— —x)"
(=07 =145+ () (—%)%—(—%)<—%)<—%)a+---+<—%)<—%)---(—<22‘)‘,,3 o
soit
1—x""= 1+27 1+Z (Zn A
2nn! 2nl(2-4---2n)
X (en) K R PN
_]+222"n| _HXZ;(n)ZT"'
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |—1;1[ et f'(x) = =(1-x)""2

V1— X2

D’aprés le calcul précédent avec o« = — 3, pour tout x € |—1;1[ :

DS DD E - D D D (D (D (-5) S+

soit
—1/2 (Zn n
1— =1 e =
(1= +Z 2"n‘ +§:znnlz 4. 2n)
+oo +o0o n
(2n)! K 2n\ X
]+222"n| nZ;(n)ZT"
Ainsi, pour ¢ € |13 1, —— R mmm—
nsi, pour -, —=— = ( )— et le theoreme permet de conclure directement :
VIi—82 =o\n/2n

PSI* (L Chapitre XIV ie Janvier 2023



(-

DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 2) utilisation de I'intégration ou de la dérivation

En effet, f : x — Arcsin x est de classe €°° sur |—1;1[ et f'(x) = =(1-x)""2

V1— X2

D’aprés le calcul précédent avec o« = — 3, pour tout x € |—1;1[ :

DS DD E - D D D (D (D (-5) S+

soit
—1/2 (2n)! n
1—x =1 —_—x =1 X
( ) +Z 2"n| +Z2"n|2 4---2n)
+oo +oo n
(2n)! K 2n\ X
_]+Zzz"n| _2;<n)27n'
=
. 1 v ony £ . .
Ainsi, pour t € ]—1;1], Wi ( )Zﬁ et le théoréme 14 permet de conclure directement :
= =0
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de la fonction f : x > In(1 + x + x%).
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de la fonction f : x > In(1 + x + x%).

Solution

2x +1

——.0On
14+ x4+ x2
pourrait obtenir le développement en série entiére de cette fraction rationnelle en la décomposant en éléments simples
(voir plus loin), mais une astuce permet ici de simplifier les calculs.

On utilise ici le théoréme 13. La fonction f est de classe € sur R et, pour tout x réel, on a: f’(x) =
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de la fonction f : x > In(1 + x + x%).

Solution

2x +1

——.0On
14+ x4+ x2
pourrait obtenir le développement en série entiére de cette fraction rationnelle en la décomposant en éléments simples
(voir plus loin), mais une astuce permet ici de simplifier les calculs.

, @2x +1)(1 —x) T4 x — 24
On remarque que f'(x) = [ EE ) S ——

On utilise ici le théoréme 13. La fonction f est de classe € sur R et, pour tout x réel, on a: f’(x) =

; on aura donc, pour |x| < 1:
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de la fonction f : x > In(1 + x + x%).

Solution
I N ) o R p 2x +1
On utilise ici le théoréme 13. La fonction f est de classe € sur R et, pour tout x réel, on a: f'(x) = T On
X X
pourrait obtenir le développement en série entiére de cette fraction rationnelle en la décomposant en éléments simples
(voir plus loin), mais une astuce permet ici de simplifier les calculs.
@2x +1)(1 —x) T4 x — 24
On remarque que f'(x) = = ; on aura donc, pour |x| < 1:
que que f*(x) [ EE ) T pour |x|

+o0 +oo +o0 +oo
f/(X):(]+X—2X2)ZX3":ZX3"+ZX3"+]_ZZX3"+2
n=0 n=0 n=0 n=0
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de la fonction f : x > In(1 + x + x%).

Solution
2x +1

T+ x+ x2
pourrait obtenir le développement en série entiére de cette fraction rationnelle en la décomposant en éléments simples
(voir plus loin), mais une astuce permet ici de simplifier les calculs.

@x+1)(1 - x) T4 x — 24

On remarque que f’(x) = Tt i—n - -2 ; on aura donc, pour |x| < 1:

+o0 +oo +o0 +oo
f/(x) = {4z 2x2) ZXSn _ szn + Zx3n+1 _ 22:)(3::4—2
n=0 n=0 n=0 n=0

On utilise ici le théoréme 13. La fonction f est de classe € sur R et, pour tout x réel, on a: f’(x) = On

+oo
ou encore f(x) = > ayx" avec a, =1sin =0 (mod 3) ou n =1 (mod 3) et a, = —2si n =2 (mod 3).
=0
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de la fonction f : x > In(1 + x + x%).

Solution
2x +1

——.0On
14+ x4+ x2
pourrait obtenir le développement en série entiére de cette fraction rationnelle en la décomposant en éléments simples
(voir plus loin), mais une astuce permet ici de simplifier les calculs.

, @2x +1)(1 —x) T4 x — 24
On remarque que f'(x) = [ EE ) S ——

+o0 +oo +o0 +oo
f/(X):(]+X_2X2)ZX3":ZX3"+ZX3"+]_ZZX3"+2
n=0 n=0 n=0 n=0

On utilise ici le théoréme 13. La fonction f est de classe € sur R et, pour tout x réel, on a: f’(x) =

; on aura donc, pour |x| < 1:

+oo
ou encore f(x) = > ayx" avec a, =1sin =0 (mod 3) ou n =1 (mod 3) et a, = —2si n =2 (mod 3).
=0

X
En intégrant, on a alors, pour x € ]—1;1[, f(x) = f(0) + / f'(¢) dt soit :
0

Pi* (lycé ‘ i it Janvier 2023



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de la fonction f : x > In(1 + x + x%).

Solution
2x +1

——.0On
14+ x4+ x2
pourrait obtenir le développement en série entiére de cette fraction rationnelle en la décomposant en éléments simples
(voir plus loin), mais une astuce permet ici de simplifier les calculs.

, @2x +1)(1 —x) T4 x — 24
On remarque que f'(x) = [ EE ) S ——

+o0 +oo +o0 +oo
f/(X):(]+X_2X2)ZX3":ZX3"+ZX3"+]_ZZX3"+2
n=0 n=0 n=0 n=0

On utilise ici le théoréme 13. La fonction f est de classe € sur R et, pour tout x réel, on a: f’(x) =

; on aura donc, pour |x| < 1:

+oo
ou encore f(x) = > ayx" avec a, =1sin =0 (mod 3) ou n =1 (mod 3) et a, = —2si n =2 (mod 3).
=0

X
En intégrant, on a alors, pour x € ]—1;1[, f(x) = f(0) + / f'(¢) dt soit :
0

vxel-1;1[, In(]+x+x2)= ap_1— -
n
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :

1 1
Vx€eR, chx= E(ex—&-efx) et shx= E(ex—efx)-

ée d’Arsonval) Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
1 _ 1 _
Vx€eR, chx= E(ex—&-e *) et shx= E(ex—e -

Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€eR, chx= %(ex—&-efx) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.

@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€ER, chx= %(ex +e *) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.

@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).

Solution

On remarque que 1+ x — 2x* = (1 — x)(1 + 2x) donc f est définie sur / = ] —1;1[, et, pour tout x € /:

£(x) = In(l — x) + In(1 + 2x). ’
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€ER, chx= %(ex +e *) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.

@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).

Solution

On remarque que 1+ x — 2x* = (1 — x)(1 + 2x) donc f est définie sur / = ] —1;1[, et, pour tout x € /:
f(x) = In(1 = x) + In(1 + 2x).

Du développement en série entiére de x > In(1 4 x) (qui doit étre su par ceeur!), on déduit :

+oo n

vxel-1, In(]—x)=—z% (RCV =1)

n=1
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€ER, chx= %(ex +e *) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.

@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).

Solution

On remarque que 1+ x — 2x* = (1 — x)(1 + 2x) donc f est définie sur / = ] —1;1[, et, pour tout x € /:
f(x) = In(1 = x) + In(1 + 2x).

Du développement en série entiére de x > In(1 4 x) (qui doit étre su par ceeur!), on déduit :

+oo n

vxel-1, In(]—x)=—z% (RCV =1)

n=1

[ +oo (2x)"

L In(l42x) = Y ()" ROV = %)

1
Vxe}—f;f
2 2 n

n=1
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€ER, chx= %(ex +e *) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.

@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).

Solution

On remarque que 1+ x — 2x* = (1 — x)(1 + 2x) donc f est définie sur / = ] —1;1[, et, pour tout x € /:

2
f(x) = In(1 = x) + In(1 + 2x).
Du développement en série entiére de x > In(1 4 x) (qui doit étre su par ceeur!), on déduit :

+oo n

vxel-1, In(]—x)=—z% (RCV =1)

n=1

+oo

YV x Ei|—1 ; 1 |:7 |n(]+2x) = Z(—])"_]@ (RCV: %)
n=1
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€eR, chx= %(ex—&-efx) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.

@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).

© Déterminer le développement en série entiére au voisinage de l'origine de f : x — ch x cos x.

Janvier 2023
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€ER, chx= %(ex +e *) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.
@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).

© Déterminer le développement en série entiére au voisinage de l'origine de f : x — ch x cos x.

Solution

1 f f . q
On écrit, pour tout x réel : f(x) = 7 (e(H")X + el=0x 4 e(=Hix 4 e(_]_‘)").
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€ER, chx= %(ex +e *) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.
@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).

© Déterminer le développement en série entiére au voisinage de l'origine de f : x — ch x cos x.

Solution

On écrit, pour tout x réel : f(x) = - ( (ix o (1=i)x 4 o(—TH)x 4 e(_‘_‘)"). Sachant que, pour tout

400 N
z€C, e = Zz—,ona,pourtoutxe]R::
n=0 n!
l+) +oo ann X" +oo e 58
IX_ n — 1 — n_ in--
Z(]+l) z%( 2e4) E_z%(\ﬁ)e R
n=| n=|
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 3) combinaison linéaire de développements connus

Exemples
@ A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
Vx€ER, chx= %(ex +e *) et shx= %(ex —e )
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence co.
@ Déterminer le développement en série entiére au voisinage de lorigine de f : x > In(1 + x — 2x%).

© Déterminer le développement en série entiére au voisinage de l'origine de f : x — ch x cos x.

Solution

On écrit, pour tout x réel : f(x) = - ( (ix o (1=i)x 4 o(—TH)x 4 e(_‘_‘)"). Sachant que, pour tout

400 N
zeC e = Z—,ona,pourtouth]R::
n=0 n!
2 an X 2 o X"
s S =55 (vas1)" S - Sayes
n!
n=0 n=0

et on obtient le développement en série entiére de e('~)x en faisant le conjugué, d'ot :

Pi* (lycé ‘ i it Janvier 2023



Développements en série entiére

Solution (suite)

+o00

d . .o o n D n
e(H»l)x +e(l—1)x — Z(\/E)n (emT + e—lnT) % _ zg(\/é)ncos (ng) % .

n=0




Développements en série entiére

Solution (suite)

4

(x| o(1=i)x f(\/i)n (ein% + e—in%) X" _ Zf(ﬁ)”cos (nj) X
= n! = n!

De la méme facon :

+o0 n
e(mHx 4 o(—1=x — ZZ(\/é)n - (Sn%) % 7
n=0 )

d’Arsonval) itre ) entiéres



Développements en série entiére

Solution (suite)

e(IH)x —|—e(]*i)x _ f(ﬂ)n (ein% + e_i"%) Ln _ Zf(ﬁ)"cos (nﬁ) L" .
=0 n! e 4/ nl

De la méme fagon :

+oo n
e(—HH)x y o(—1=D)x — 22(\/2),, cos (Sn%) % 7
n=0 :

d'on
100 = L3527 (con () - con (3n2)) 2.
n=0 :

ies entiéres.



Développements en série entiére

Solution (suite)

(x| o(1=i)x f(\/i)n (ein% + e—in%) X" _ Zf(ﬁ)”cos (nj) X
= n! = n!

4

De la méme facon :

+0oo n
e(mHx 4 o(—1=x — ZZ(\/i)n - (Sn%) % 7
n=0 )
dou
n
o

f(x) = %f(\/i)" (cos (n%) + cos (3n;)) X
n=0

Mais cos (n%) + cos (Bn%) est nul sauf lors que n est multiple de 4, et lorsque n = 4p, cette expression

est égale a 2 cos(prm) = 2(—1)P, et finalement :
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Solution (suite)

e(Hix 4 e(=Dx Z(\[)n ( in§ _m_) — = ZZ(\[)” cos ( 7) ):TT .

De la méme facon :

+o00o n
e(mHx 4 o(—1=x — ZZ(\/i)n - (3,%) % 7
n=0 )

dou
n

) = S VEY (o (0 + cos (307 )) X
n=0

n!

Mais cos (n%) + cos (Sn%) est nul sauf lors que n est multiple de 4, et lorsque n = 4p, cette expression

est égale a 2 cos(prm) = 2(—1)P, et finalement :

VXER, f(x) = Z( i (4p)|.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 4) cas d’'une fraction rationnelle

Aij .
R(z) = E(z) + —>—  (ou les a; sont les racines de
@)= H) +33 g2y (ke 0)

partie entiere

Janvier 2023



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 4) cas d’'une fraction rationnelle

Aij
R(z) = E(z) + — = (ou les a; sont les racines de
@)= H) +33 g2y (ke 0)

partie entiére

0 ! ! ! ! (1 z ) 7 (pui 0 par hypothese), et
T P P ri— - - — uisque da; ar othese), et on a vu
(may ~ (a) (e (ay L) AT

aj

page 120 que :

1 = n+p—1
VpeEN* , VzeCtq |z <1, m:Z( e )z"
n=0

(on pourrait aussi utiliser la formule donnant le développement en série entiére de (14 x)~P).
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 4) cas d’'une fraction rationnelle

Aij
R(z) = E(z) + ———=— (ou les aj sont les racines de Q
@)= &) +EX 7 Guksa )
partie entiére J
! ! ! ! (1 Z)fj( ' 0 par hypothese), et
: - = . . = - (1— £ uisque a; ar hypothése), et on a vu
Cmay "oy (o) T ey LT PEEEATERA

aj

Or

page 120 que :

1 = n+p—1
VpeEN* , VzeCtq |z <1, m:Z( e )z"
n=0

(on pourrait aussi utiliser la formule donnant le développement en série entiére de (14 x)~P).

1
On peut donc obtenir le développement en série entiére de chaque élément simple ——
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Développements en série entiére

Exemple

Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — avec 0 ¢ wZ.

x2 —2xcosf +1




Développements en série entiére

Exemple

Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — avec 0 ¢ wZ.

x2 —2xcosf +1

Solution
f est définie sur R et la décomposition en éléments simples s’écrit, pour tout x réel :
1— XZ ei9 efie

- = —1— = = -
(x — eif)(x —e~i9) x—ef x—e~i0

f(x) =

(calculs a savoir faire),




Développements en série entiére

Exemple

Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — avec 0 ¢ wZ.

x2 —2xcosf +1

Solution

f est définie sur R et la décomposition en éléments simples s’écrit, pour tout x réel :

f( ) 1— XZ : ei9 efie
X) = - =1 __ i
(x — eif)(x —e~i9) x—ef x—e~i0
(calculs a savoir faire), soit encore :
elf e—i? 1 1
x) = —1+ % = =l i ;
) eif (] _ L) 1— xe—i0 1— xei?

PSI* (L 'A Chapitre XIV es entiéres



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple

Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — avec 0 ¢ wZ.

x2 —2xcosf +1

Solution

f est définie sur R et la décomposition en éléments simples s’écrit, pour tout x réel :

1— X2 ei9 efi0
[ = (x — eif)(x —e~i9) T T X x—e
(calculs a savoir faire), soit encore :
ei9 e—i@ 1 1

fx) = -1+ S

75 9r ar — -
1— xe—i0 1— xei?

. P + . 5% =
e (1- ) e (1- %)

Pour |xei0| < 1 soit pour |x| < 1on aura donc :

too +oo ) +oo
fO)==14> (x®)"+ > (xe )" =142 x"cosnf.
n=0 n=0

n=0

onval) ies entiéres Janvier 2023



Développements en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 5) utilisation du produit de Cauchy




DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 5) utilisation du produit de Cauchy

In(1+ x) )

Exemple : Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — T
b%
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 5) utilisation du produit de Cauchy

In(1+ x) )

Exemple : Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — T
b%

Solution
f est définie sur |—1; 400[. Pour x € |—1;1[, on connait les développements en série entiére de

x = In(1+ x) et de x — T’ tous deux de rayon de convergence égal a 1.
X

Janvier 2023



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 5) utilisation du produit de Cauchy

In(1+ x) )

Exemple : Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — T
b%

Solution
f est définie sur |—1; 400[. Pour x € |—1;1[, on connait les développements en série entiére de

x = In(1+ x) et de x — T’ tous deux de rayon de convergence égal a 1. Le théoréme 5 permet alors
X

d'affirmer que f sera développable en série entiére, et que le rayon de convergence de la série entiére
obtenue sera R > 1; mais puisque f n’est pas définie en —I, on aura en fait R = 1.

Janvier 2023



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 5) utilisation du produit de Cauchy

In(1+ x) )

Exemple : Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — T
b%

Solution

f est définie sur |—1; 400[. Pour x € |—1;1[, on connait les développements en série entiére de

x = In(1+ x) et de x — T’ tous deux de rayon de convergence égal a 1. Le théoréme 5 permet alors
d'affirmer que f sera développable en série entiére, et que le rayon de convergence de la série entiére
obtenue sera R > 1; mais puisque f n’est pas définie en —I, on aura en fait R = 1.

On a, pour |x| <1:

+o0 x" +o0
In(1 4 x) = nz:;](_nnf'7 =x 2}(_1)”

x" 1

+o0o
t =3 (—1)x"
Al o I HX::O( )"
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 5) utilisation du produit de Cauchy

In(1+4 x
Exemple : Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — % .
b%
Solution

f est définie sur |—1; 400[. Pour x € |—1;1[, on connait les développements en série entiére de

x = In(1+ x) et de x — T’ tous deux de rayon de convergence égal a 1. Le théoréme 5 permet alors
X

d'affirmer que f sera développable en série entiére, et que le rayon de convergence de la série entiére
obtenue sera R > 1; mais puisque f n’est pas définie en —I, on aura en fait R = 1.

On a, pour |x| <1:

400 x" x" +oo
|n(1+x):nz::](—l)”7] —xz(_1)nn+] S e G

(pour appliquer la formule donnant le produit de Cauchy de deux séries entiéres, il est important
que les deux développements commencent a n = 01!).
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 5) utilisation du produit de Cauchy

In(1+4 x
Exemple : Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — % .
b%
Solution

f est définie sur |—1; 400[. Pour x € |—1;1[, on connait les développements en série entiére de

x = In(1+ x) et de x — T’ tous deux de rayon de convergence égal a 1. Le théoréme 5 permet alors
X

d'affirmer que f sera développable en série entiére, et que le rayon de convergence de la série entiére
obtenue sera R > 1; mais puisque f n’est pas définie en —I, on aura en fait R = 1.

On a, pour |x| <1:

400 x" x" +oo
|n(1+x):nz::](—l)”7] —xz(_1)nn+] S e G

(pour appliquer la formule donnant le produit de Cauchy de deux séries entiéres, il est important

que les deux développements commencent a n = 01!).
+o00

La série produit de Cauchy des deux séries ci-dessus s’écrit alors > ¢,x" avec
n=0

ok
= S
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 5) utilisation du produit de Cauchy

In(1+4 x
Exemple : Développement en série entiére, au voisinage de 0 de f : x — % .
b%
Solution

f est définie sur |—1; 400[. Pour x € |—1;1[, on connait les développements en série entiére de

x = In(1+ x) et de x — T’ tous deux de rayon de convergence égal a 1. Le théoréme 5 permet alors
X

d'affirmer que f sera développable en série entiére, et que le rayon de convergence de la série entiére
obtenue sera R > 1; mais puisque f n’est pas définie en —I, on aura en fait R = 1.

On a, pour |x| <1:

400 x" x" +oo
|n(1+x):nz::](—l)”7] —xz(_1)nn+] S e G

(pour appliquer la formule donnant le produit de Cauchy de deux séries entiéres, il est important

que les deux développements commencent a n = 01!).
+o00

La série produit de Cauchy des deux séries ci-dessus s’écrit alors > ¢,x" avec
n=0

k n
__._n—k:_n
(k=

1 +o0
] et on a ensuite, pour x € |—1;1[: f(x) = > cpx™!
n=0
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 6) utilisation d’'une équation différentielle
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 6) utilisation d’'une équation différentielle

en série entiere des dérivées de f (théoréme 13), et on peut alors remplacer I'expression de f ainsi que
celles de ses dérivées dans I'équation différentielle pour obtenir une relation de récurrence entre les
coefficients, puis les calculer.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 6) utilisation d’'une équation différentielle

en série entiére des dérivées de f (théoréme 13), et on peut alors remplacer I'expression de f ainsi que
celles de ses dérivées dans I'équation différentielle pour obtenir une relation de récurrence entre les
coefficients, puis les calculer.

Le probléme de cette méthode (outre les calculs!) est qu’elle suppose f développable en série entiére a
priori, donc il faut vérifier a posteriori que le résultat obtenu convient, c’est-a-dire que le rayon de
convergence de la série obtenue est bien strictement positif.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Méthodes de développement en série entiére : 6) utilisation d’'une équation différentielle

en série entiére des dérivées de f (théoréme 13), et on peut alors remplacer I'expression de f ainsi que
celles de ses dérivées dans I'équation différentielle pour obtenir une relation de récurrence entre les
coefficients, puis les calculer.

Le probléme de cette méthode (outre les calculs!) est qu’elle suppose f développable en série entiére a
priori, donc il faut vérifier a posteriori que le résultat obtenu convient, c’est-a-dire que le rayon de
convergence de la série obtenue est bien strictement positif.

Nous allons détailler cette méthode sur des exemples.
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Développements en série entiére

Exemple 1: Développement en série entiére de x — (14 x).




DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 1: Développement en série entiére de x — (1+ x)%.

Solution

Posons f(x) = (14 x); f est dérivable sur |—1;1[ et f/(x) = a(1+ x)*\.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 1: Développement en série entiére de x — (1+ x)%.

Solution
Posons f(x) = (14 x); f est dérivable sur |—1;1[ et f/(x) = a(1+ x)*\.
La fonction f est donc solution de I'équation différentielle linéaire (1+ x)y’ = ay. C'est I'unique solution

de cette équation sur l'intervalle |—1; 1] vérifiant la condition initiale f(0) =1 (d'aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, puisque la fonction x — 14 x est continue et ne s’annule pas sur ]—1;1]).

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 1: Développement en série entiére de x — (1+ x)%.

Solution

Posons f(x) = (14 x); f est dérivable sur |—1;1[ et f/(x) = a(1+ x)*\.
La fonction f est donc solution de I'équation différentielle linéaire (1+ x)y’ = ay. C'est I'unique solution

de cette équation sur l'intervalle |—1; 1] vérifiant la condition initiale f(0) =1 (d'aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, puisque la fonction x — 14 x est continue et ne s’annule pas sur ]—1;1]).

+o0o

On cherche alors une série entiére y(x) = > anx”, de rayon de convergence R strictement positif,
n=0

vérifiant la méme équation différentielle et la méme condition initiale.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 1: Développement en série entiére de x — (1+ x)%.

Solution

Posons f(x) = (14 x); f est dérivable sur |—1;1[ et f/(x) = a(1+ x)*\.
La fonction f est donc solution de I'équation différentielle linéaire (1+ x)y’ = ay. C'est I'unique solution

de cette équation sur l'intervalle |—1; 1] vérifiant la condition initiale f(0) =1 (d'aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, puisque la fonction x — 14 x est continue et ne s’annule pas sur ]—1;1]).

+o0o
On cherche alors une série entiére y(x) = > anx”, de rayon de convergence R strictement positif,
n=0
vérifiant la méme équation différentielle et la méme condition initiale.
+oo
y(0) =1 équivaut & ap = 1 et, puisque y'(x) = nanx"~" pour x € ]—R; R[, on a
n=l1

/ _ = n—1 = n __ _ = n
1+ x)y' (x) = Z napx"~" + Z napx" = ay(x) = Z anx
n=1 ?A n=0
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 1: Développement en série entiére de x — (1+ x)%.

Solution

Posons f(x) = (14 x); f est dérivable sur |—1;1[ et f/(x) = a(1+ x)*\.
La fonction f est donc solution de I'équation différentielle linéaire (1+ x)y’ = ay. C'est I'unique solution

de cette équation sur l'intervalle |—1; 1] vérifiant la condition initiale f(0) =1 (d'aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, puisque la fonction x — 14 x est continue et ne s’annule pas sur ]—1;1]).

+o0o

On cherche alors une série entiére y(x) = > anx”, de rayon de convergence R strictement positif,
n=0

vérifiant la méme équation différentielle et la méme condition initiale.

+oo
y(0) =1 équivaut & ap = 1 et, puisque y’(x) = >_ na,x"~' pour x € |—R;R[, on a
n=l1

+ -+ -+
/ _ 2 n—1 2 n __ _ 2 n
1+ x)y' (x) = Z napx"~" + Z napx" = ay(x) = Z anx
n=1 ?A n=0
n=0

soit, aprés un changement d'indice dans la premiére somme :

+o00 +o00
> [nan + (n+l)an+|]x" =a ) anx".
0 n=0
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Développements en série entiére

Solution (suite)

a—n
On a dong, par unicité du développement en série entiére : a,41 = ﬁan pour tout n € N.
n




Développements en série entiére

Solution (suite)

a—n
On a dong, par unicité du développement en série entiére : a,41 = ﬁan pour tout n € N.
n

afa—=1)-(a—n+1)

Il est facile d’en déduire par récurrence, puisque ay =1: ap = pour n € N*.

n!




DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Solution (suite)

a—n
On a dong, par unicité du développement en série entiére : a,41 = ﬁa" pour tout n € N.
n

a(a—1)- - (x—n—+1
Il est facile d’en déduire par récurrence, puisque ay =1: ap = ( ) I( ) pour n € N*.
n!

Ainsi, y(x) =14+ z:] (O‘_]) n!(a—n+])xn
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Solution (suite)

a—n
On a dong, par unicité du développement en série entiére : a,41 = ﬁa" pour tout n € N.
n

a(a—1)- - (x—n—+1
Il est facile d’en déduire par récurrence, puisque ay =1: ap = ( ) I( 1) pour n € N*.
n!

ala —1 a—n+1

Ainsi, y(x) =14+ Z o ) I( * )x”
=1 n

t®ala—1)---(a—n+1
Réciproquement, si on considére la fonction g: x — 14+ > ( ) |( +1)

n=1 ni

d’Alembert permet de prouver facilement que cette série entiére a pour rayon de convergence R =1, donc
est de classe ¢ sur |—1;1[.

X", la régle de
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Solution (suite)

a—n
On a dong, par unicité du développement en série entiére : a,41 = ﬁa" pour tout n € N.
n

a(a—1)- - (x—n—+1
Il est facile d’en déduire par récurrence, puisque ay =1: ap = ( ) I( 1) pour n € N*.
n!

afo—1)-- (a—n—l—])xn
n!

Ainsi, y(x) =14+ Z

t®ala—1)---(a—n+1
Réciproquement, si on considére la fonction g: x — 14+ > ( ) |( +1)
n=l1 n
d’Alembert permet de prouver facilement que cette série entiére a pour rayon de convergence R =1, donc

est de classe ¢ sur |—1;1[.

X", la régle de

En reprenant alors les calculs précédents dans l'autre sens, on obtient que g est bien solution de I'équation
différentielle sur ]—1; 1[.

Janvier 2023



DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Solution (suite)

a—n
On a dong, par unicité du développement en série entiére : a,41 = ﬁa" pour tout n € N.
n

a(a—1)- - (x—n—+1
Il est facile d’en déduire par récurrence, puisque ay =1: ap = ( ) I( 1) pour n € N*.
n!

afa—1)-- (a—n—l—])xn
n!

Ainsi, y(x) =14+ E

t®ala—1)---(a—n+1
Réciproquement, si on considére la fonction g: x — 14+ > ( ) |( +1)
n=l1 n
d’Alembert permet de prouver facilement que cette série entiére a pour rayon de convergence R =1, donc

est de classe ¢ sur |—1;1[.

X", la régle de

En reprenant alors les calculs précédents dans l'autre sens, on obtient que g est bien solution de I'équation
différentielle sur ]—1; 1[. Elle coincide donc avec f sur ]—1;1[ (par unicité de la solution au probleme de
Cauchy), ce qui permet de retrouver le développement connu de x — (14 x)<.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 2

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie sur R par :

f(x) = e /0 T dt.
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DI TR RIS Méthodes de développement en série entiére

Exemple 2

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie sur R par :

f(x) = e /0 T dt.

Exemple 3

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie sur [—1;1] par :
f(x) = (Arcsin x)2.
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Sommation d’une série entiére

Sommation d’'une série entiére
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Sommation d’une série entiére

Sommation d’'une série entiére

@ Faire directement apparaitre, dans > a,x”, des développements en série entiére connus. Pour cela, on
peut (éventuellement) : décomposer a, comme combinaison linéaire de termes plus simples, utiliser
un changement de variable, utiliser dérivation ou intégration, reconnaitre un produit de Cauchy...
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Sommation d’une série entiére

Sommation d’'une série entiére

ny a pas de methode generale pour ce raire, mais on peut essayer dexploiter les pistes suivantes :

@ Faire directement apparaitre, dans > a,x”, des développements en série entiére connus. Pour cela, on
peut (éventuellement) : décomposer a, comme combinaison linéaire de termes plus simples, utiliser
un changement de variable, utiliser dérivation ou intégration, reconnaitre un produit de Cauchy...

@ A Tlaide d’une relation de récurrence entre les ap, déterminer une équation différentielle dont la
fonction somme est solution.

Chapitre XIV : Séries entiéres Janvier 2023



	Définition
	Rayon de convergence d'une série entière
	Définition du rayon de convergence et propriétés
	Méthodes de détermination du rayon de convergence

	Opérations sur les séries entières
	Somme de deux séries entières
	Produit de Cauchy de deux séries entières

	Continuité de la somme d'une série entière 
	Cas d'une série entière de la variable réelle
	Cas général

	Dérivation. Intégration
	Série dérivée
	Dérivation d'une série entière de la variable réelle
	Dérivation d'une série entière de la variable réelle
	Dérivation d'une série entière de la variable réelle
	Dérivation d'une série entière de la variable réelle
	Dérivation d'une série entière de la variable réelle
	Dérivation d'une série entière de la variable réelle
	Intégration d'une série entière de la variable réelle

	Développements en série entière
	Définition
	Méthodes de développement en série entière

	Sommation d'une série entière

