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Définition

Définition 1

Soit (€2, A), un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (2, A) a valeurs
dans un ensemble E toute application X de 2 dans E telle que :
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Généralités EVEITTN]

Définition 1
Soit (€2, A), un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (2, A) a valeurs
dans un ensemble E toute application X de 2 dans E telle que :

@ son image X(£2) est au plus dénombrable (on pourra donc écrire X(2) = {x;, i € I} avec | C N);
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Généralités EVEITTN]

Définition 1
Soit (€2, A), un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (2, A) a valeurs
dans un ensemble E toute application X de 2 dans E telle que :

@ son image X(£2) est au plus dénombrable (on pourra donc écrire X(2) = {x;, i € I} avec | C N);

@ pour tout x € X(R2), l'ensemble X7'({x}) = {w € Q | X(w) = x} appartient & A (c'est-a-dire est un
événement).
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Généralités EVEITTN]

Définition 1
Soit (€2, A), un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (2, A) a valeurs
dans un ensemble E toute application X de 2 dans E telle que :
@ son image X(£2) est au plus dénombrable (on pourra donc écrire X(2) = {x;, i € I} avec | C N);
@ pour tout x € X(R2), l'ensemble X7'({x}) = {w € Q | X(w) = x} appartient & A (c'est-a-dire est un
événement).
Cet ensemble se note, en abrégé : (X = x).
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Généralités EVEITTN]

Définition 1
Soit (€2, A), un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (2, A) a valeurs
dans un ensemble E toute application X de 2 dans E telle que :
@ son image X(£2) est au plus dénombrable (on pourra donc écrire X(2) = {x;, i € I} avec | C N);
@ pour tout x € X(R2), l'ensemble X7'({x}) = {w € Q | X(w) = x} appartient & A (c'est-a-dire est un
événement).
Cet ensemble se note, en abrégé : (X = x).

Si X(2) est un ensemble fini, on dit que X est une variable aléatoire finie.
Si X est constante, on dit que c’est une variable aléatoire certaine.
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Généralités EVEITTN]

Définition 1
Soit (€2, A), un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (2, A) a valeurs
dans un ensemble E toute application X de 2 dans E telle que :
@ son image X(£2) est au plus dénombrable (on pourra donc écrire X(2) = {x;, i € I} avec | C N);
@ pour tout x € X(R2), l'ensemble X7'({x}) = {w € Q | X(w) = x} appartient & A (c'est-a-dire est un
événement).
Cet ensemble se note, en abrégé : (X = x).

Si X(2) est un ensemble fini, on dit que X est une variable aléatoire finie.
Si X est constante, on dit que c’est une variable aléatoire certaine.

Exemple 1

Un joueur lance deux fois de suite un dé et note les deux nombres obtenus sous la forme d’'un couple.
Lunivers de cette expérience est Q = [[1; 6] X [[1; 6].
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Généralités EVEITTN]

Définition 1
Soit (€2, A), un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (2, A) a valeurs
dans un ensemble E toute application X de 2 dans E telle que :
@ son image X(£2) est au plus dénombrable (on pourra donc écrire X(2) = {x;, i € I} avec | C N);
@ pour tout x € X(R2), l'ensemble X7'({x}) = {w € Q | X(w) = x} appartient & A (c'est-a-dire est un
événement).
Cet ensemble se note, en abrégé : (X = x).

Si X(2) est un ensemble fini, on dit que X est une variable aléatoire finie.
Si X est constante, on dit que c’est une variable aléatoire certaine.

Exemple 1
Un joueur lance deux fois de suite un dé et note les deux nombres obtenus sous la forme d’'un couple.
Lunivers de cette expérience est Q = [[1; 6] X [[1; 6].

On peut alors définir la variable aléatoire finie X qui & chaque couple associe la somme des deux nombres
obtenus. Ici on a X(2) = [2;12].
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.

Lunivers associé a cette expérience est [1; 6], qui n'est pas dénombrable. On ne sait donc pas décrire la
tribu et la probabilité associée. Il ne nous est donc pas possible de prouver rigoureusement que X est une
variable aléatoire.
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.

Lunivers associé a cette expérience est [1; 6], qui n'est pas dénombrable. On ne sait donc pas décrire la
tribu et la probabilité associée. Il ne nous est donc pas possible de prouver rigoureusement que X est une
variable aléatoire.

On peut tout de méme donner trés clairement X(2) :
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.

Lunivers associé a cette expérience est [1; 6], qui n'est pas dénombrable. On ne sait donc pas décrire la
tribu et la probabilité associée. Il ne nous est donc pas possible de prouver rigoureusement que X est une
variable aléatoire.

On peut tout de méme donner trés clairement X(2) :

En étant rigoureux on devrait écrire : X(£2) = N* U {-co} car il se peut que I'on n'obtienne jamais 6.
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.

Lunivers associé a cette expérience est [1; 6], qui n'est pas dénombrable. On ne sait donc pas décrire la
tribu et la probabilité associée. Il ne nous est donc pas possible de prouver rigoureusement que X est une
variable aléatoire.

On peut tout de méme donner trés clairement X(£2) :

En étant rigoureux on devrait écrire : X(€2) = N* U {+co} car il se peut que I'on n'obtienne jamais 6. Mais
on peut démontrer (voir ci-aprés) que la probabilité de ne jamais obtenir 6 est égale a 0, c’est-a-dire que
l'on obtiendra presque siirement 6.
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.

Lunivers associé a cette expérience est [1; 6], qui n'est pas dénombrable. On ne sait donc pas décrire la
tribu et la probabilité associée. Il ne nous est donc pas possible de prouver rigoureusement que X est une
variable aléatoire.

On peut tout de méme donner trés clairement X(£2) :

En étant rigoureux on devrait écrire : X(€2) = N* U {+co} car il se peut que I'on n'obtienne jamais 6. Mais
on peut démontrer (voir ci-aprés) que la probabilité de ne jamais obtenir 6 est égale a 0, c’est-a-dire que
l'on obtiendra presque sGrement 6. On peut alors choisir de considérer que X(2) = N* et X est une
variable aléatoire discréte infinie.
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.

Lunivers associé a cette expérience est [1; 6], qui n'est pas dénombrable. On ne sait donc pas décrire la
tribu et la probabilité associée. Il ne nous est donc pas possible de prouver rigoureusement que X est une
variable aléatoire.

On peut tout de méme donner trés clairement X(£2) :

En étant rigoureux on devrait écrire : X(€2) = N* U {+co} car il se peut que I'on n'obtienne jamais 6. Mais
on peut démontrer (voir ci-aprés) que la probabilité de ne jamais obtenir 6 est égale a 0, c’est-a-dire que
l'on obtiendra presque sGrement 6. On peut alors choisir de considérer que X(2) = N* et X est une
variable aléatoire discréte infinie.

Remarque :
Lorsque €2 est dénombrable, on prend traditionnellement A = P(2) comme tribu d’événements;
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.

Lunivers associé a cette expérience est [1; 6], qui n'est pas dénombrable. On ne sait donc pas décrire la
tribu et la probabilité associée. Il ne nous est donc pas possible de prouver rigoureusement que X est une
variable aléatoire.

On peut tout de méme donner trés clairement X(£2) :

En étant rigoureux on devrait écrire : X(€2) = N* U {+co} car il se peut que I'on n'obtienne jamais 6. Mais
on peut démontrer (voir ci-aprés) que la probabilité de ne jamais obtenir 6 est égale a 0, c’est-a-dire que
l'on obtiendra presque sGrement 6. On peut alors choisir de considérer que X(2) = N* et X est une
variable aléatoire discréte infinie.

Remarque :
Lorsque €2 est dénombrable, on prend traditionnellement A = P(€2) comme tribu d’événements; dans ce
cas, toute application X de € dans E est une variable aléatoire discréte,
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Définition

Exemple 2

On effectue une succession de lancers d’'un dé cubique jusqu’a obtenir 6. Soit X le nombre de lancers
effectués.

Lunivers associé a cette expérience est [1; 6], qui n'est pas dénombrable. On ne sait donc pas décrire la
tribu et la probabilité associée. Il ne nous est donc pas possible de prouver rigoureusement que X est une
variable aléatoire.

On peut tout de méme donner trés clairement X(£2) :

En étant rigoureux on devrait écrire : X(€2) = N* U {+co} car il se peut que I'on n'obtienne jamais 6. Mais
on peut démontrer (voir ci-aprés) que la probabilité de ne jamais obtenir 6 est égale a 0, c’est-a-dire que
l'on obtiendra presque sGrement 6. On peut alors choisir de considérer que X(2) = N* et X est une
variable aléatoire discréte infinie.

Remarque :

Lorsque €2 est dénombrable, on prend traditionnellement A = P(€2) comme tribu d’événements; dans ce
cas, toute application X de Q dans E est une variable aléatoire discréte, car son image est forcément au
plus dénombrable, et I'image réciproque de tout élément de E est une partie de © donc de la tribu A.
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Définition

Théoréme 1

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (€2, A), a valeurs dans E.

Pour toute partie A C E, l'ensemble X™'(A) = {w € Q | X(w) € A} est un événement de A.
Cet événement se note : (X € A).
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Définition

Théoréme 1

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (€2, A), a valeurs dans E.

Pour toute partie A C E, l'ensemble X™'(A) = {w € Q | X(w) € A} est un événement de A.
Cet événement se note : (X € A).

Démonstration

En effet, si A = U{x,-} avec /| C N, on aura X7'(A) = UX‘I({xi}) :

i€l i€l

PSI* (Ly V@ Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Définition

Théoréme 1

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (€2, A), a valeurs dans E.

Pour toute partie A C E, l'ensemble X™'(A) = {w € Q | X(w) € A} est un événement de A.
Cet événement se note : (X € A).

Démonstration
. _ =] _ = . ) 2 q 2
En effet, si A= U {x;} avec /| C N, on aura X™'(A) = U X"'({xi}) : c’est donc une réunion dénombrable

i€l i€l
d’éléments de A, donc c’est un élément de A par définition d'une tribu.
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Définition

Théoréme 1

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (€2, A), a valeurs dans E.

Pour toute partie A C E, l'ensemble X™'(A) = {w € Q | X(w) € A} est un événement de A.
Cet événement se note : (X € A).

Démonstration

En effet, si A= U {x;} avec I C N, on aura X7'(A) = U X7'({x;}) : Cclest donc une réunion dénombrable
i€l i€l
d’éléments de A, donc c’est un élément de A par définition d'une tribu.

Remarque :
Dans le cas ott E =R, on pourra donc considérer, pour tout x réel, les événements (X > x), (X > x) etc...
Par exemple : (X > x) = {weQ | X(w) > x}.
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Généralités EVEITTN]
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Définition

Théoréme 2

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X(Q2) = {x; | i € 1}, alors la famille d’événements (X = x;)je/ est un
systéeme complet d’événements.

En particulier on a : ZP(X =x)=1

i€l
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Définition

Théoréme 2

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X(Q2) = {x; | i € 1}, alors la famille d’événements (X = x;)je/ est un
systéeme complet d’événements.

En particulier on a : Z]P’(X =x)=1

i€l

Démonstration

@ Sii#j, (X =x)) N (X =x;) =0 puisque un élément w € Q ne peut avoir deux images différentes.
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Définition

Théoréme 2

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X(Q2) = {x; | i € 1}, alors la famille d’événements (X = x;)je/ est un
systéeme complet d’événements.

En particulier on a : Z]P’(X =x)=1

i€l

Démonstration
@ Sii#j, (X =x)) N (X =x;) =0 puisque un élément w € Q ne peut avoir deux images différentes.

@ Tout w € Q appartient a (X = X(w)) donc Q = U(X = )k

i€l
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Définition

Théoréme 2

Soit X une variable aléatoire discréte. Si X(Q2) = {x; | i € 1}, alors la famille d’événements (X = x;)je/ est un
systéeme complet d’événements.

En particulier on a : Z]P’(X =x)=1

i€l

Démonstration
@ Sii#j, (X =x)) N (X =x;) =0 puisque un élément w € Q ne peut avoir deux images différentes.

@ Tout w € Q appartient a (X = X(w)) donc Q = U(X = )k

i€l

Remarque :
Comme (X = x;)ie/ est un systtme complet d’événements, on peut appliquer la formule des probabilités
totales pour n'importe quel événement A :

B(A) = Z]P((X = x;) NA) = Zp(x = x)B(A] (X = x7)).
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Loi d’'une variable aléatoire

Définition 2
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

Lapplication Py : P(X(Q)) — R s'appelle la loi de probabilité de X.
A P(XeA)
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Loi d’une variable aléatoire

Définition 2
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

Lapplication Py : P(X(Q)) — R s'appelle la loi de probabilité de X.
A P(XeA)

Remarques
@ Puisque, pour toute partie A de X(w) on a P(X € A) = Z]P’(X = x), il suffit de connaitre toutes les

X€EA

probabilités P(X = x) pour x € X(2) pour connaitre la loi de X.
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Loi d’une variable aléatoire

Définition 2
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

Lapplication Py : P(X(Q)) — R s'appelle la loi de probabilité de X.
A P(XeA)

Remarques

@ Puisque, pour toute partie A de X(w) on a P(X € A) = Z]P’(X = x), il suffit de connaitre toutes les
X€EA

probabilités P(X = x) pour x € X(2) pour connaitre la loi de X.
Lensemble des P(X = x) pour x € X(2) s’appelle la distribution de probabilité de X.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



(AT Loi d'une variable aléatoire

Loi d’une variable aléatoire

Définition 2
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

Lapplication Py : P(X(Q)) — R s'appelle la loi de probabilité de X.
A P(XeA)

Remarques

@ Puisque, pour toute partie A de X(w) on a P(X € A) = Z]P’(X = x), il suffit de connaitre toutes les
X€EA

probabilités P(X = x) pour x € X(2) pour connaitre la loi de X.
Lensemble des P(X = x) pour x € X(2) s’appelle la distribution de probabilité de X.

@ Pour répondre a la question « déterminer la loi de X », il faut commencer par donner clairement

X(Q).
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Loi d’une variable aléatoire

Définition 2
Soit (2, A,P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

Lapplication Py : P(X(Q)) — R s'appelle la loi de probabilité de X.
A P(XeA)

Remarques

@ Puisque, pour toute partie A de X(w) on a P(X € A) = Z]P’(X = x), il suffit de connaitre toutes les
X€EA

probabilités P(X = x) pour x € X(2) pour connaitre la loi de X.
Lensemble des P(X = x) pour x € X(2) s’appelle la distribution de probabilité de X.

@ Pour répondre a la question « déterminer la loi de X », il faut commencer par donner clairement
X(Q).

Puis pour chaque élément x; de cet ensemble X(£2) il faut donner P(X = x;) (d'apreés la remarque
précédente, cela suffit).
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Loi d’une variable aléatoire

Définition 2
Soit (2, A,P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

Lapplication Py : P(X(Q)) — R s'appelle la loi de probabilité de X.
A+ P(XeA)

Remarques

@ Puisque, pour toute partie A de X(w) on a P(X € A) = Z]P’(X = x), il suffit de connaitre toutes les
X€EA

probabilités P(X = x) pour x € X(2) pour connaitre la loi de X.
Lensemble des P(X = x) pour x € X(Q2) s’appelle la distribution de probabilité de X.

@ Pour répondre a la question « déterminer la loi de X », il faut commencer par donner clairement
P q P
X(Q).
Puis pour chaque élément x; de cet ensemble X(£2) il faut donner P(X = x;) (d'apreés la remarque
précédente, cela suffit).

Proposition 1

Px est une probabilité sur (X(Q),P(X(Q))).
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(AT Loi d'une variable aléatoire
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Loi d'une variable aléatoire

une variable aléatoire.

Théoréme 3: Germe de probabilité
Soit (€2, A) un espace probabilisable, et {x;, i € /} un ensemble au plus dénombrable.

Soit (pj)ies/ une famille de réels positifs telle que Z pi=1

i€l
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(AT Loi d'une variable aléatoire

une variable aléatoire.

Théoréme 3: Germe de probabilité
Soit (€2, A) un espace probabilisable, et {x;, i € /} un ensemble au plus dénombrable.

Soit (pj)ies/ une famille de réels positifs telle que Z pi=1
il
Alors il existe une probabilité P sur (€2, A) et une variable aléatoire discréte X sur (€2, A, P), a valeurs dans
{xj, i€ 1}, tels que
Yiel, ]P(XZX,‘)Zp,‘.
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(AT Loi d'une variable aléatoire

une variable aléatoire.

Théoréme 3: Germe de probabilité
Soit (€2, A) un espace probabilisable, et {x;, i € /} un ensemble au plus dénombrable.

Soit (pj)ies/ une famille de réels positifs telle que Z pi=1
il
Alors il existe une probabilité P sur (€2, A) et une variable aléatoire discréte X sur (€2, A, P), a valeurs dans
{xj, i€ 1}, tels que
Yiel, ]P(XZX,‘)Zp,‘.

Rem : Lécriture Z pi sous-entend, lorsque / est infini, que la famille est sommable !
i€l
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Fonction d’'une variable aléatoire

Proposition 2

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans un ensemble E
et f une fonction définie sur X(2) a valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (€2, A, P) (on la notera simplement f(X)).
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Fonction d’'une variable aléatoire

Proposition 2

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans un ensemble E
et f une fonction définie sur X(2) a valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) (on la notera simplement f(X)).

Démonstration

Si X(2) = {x;, i€} avec I C N, alors f o X(2) = {f(x;), i € I} donc f o X(R2) est au plus dénombrable.
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Fonction d’'une variable aléatoire

Proposition 2

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans un ensemble E
et f une fonction définie sur X(2) a valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) (on la notera simplement f(X)).

Démonstration

Si X(2) = {x;, i€} avec I C N, alors f o X(2) = {f(x;), i € I} donc f o X(R2) est au plus dénombrable.
De plus soit x € f o X(£2) alors

A= (foX)(1x)) = fw € Q tq f(X(w)) = ) = {w € Q tq X(w) € f(1x))} = (X € F(1x))).
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(AT Loi d'une variable aléatoire

Fonction d’'une variable aléatoire

Proposition 2

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans un ensemble E
et f une fonction définie sur X(2) a valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) (on la notera simplement f(X)).

Démonstration

Si X(2) = {x;, i€} avec I C N, alors f o X(2) = {f(x;), i € I} donc f o X(R2) est au plus dénombrable.
De plus soit x € f o X(£2) alors

A= (foX)(1x)) = fw € Q tq f(X(w)) = ) = {w € Q tq X(w) € f(1x))} = (X € F(1x))).

Puisque f7'({x}) est un sous-ensemble de E, A est bien un événement ce qui prouve que f o X est bien
une variable aléatoire sur (2, A, P).
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Fonction d’'une variable aléatoire

Proposition 2
Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans un ensemble E
et f une fonction définie sur X(2) a valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) (on la notera simplement f(X)).

Proposition 3

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P) a valeurs dans un
ensemble E et f une fonction définie sur X(€2) a valeurs dans un ensemble F.

Si X et Y suivent la méme loi, alors f(X) et f(Y) suivent aussi la méme loi.
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Fonction d’'une variable aléatoire

Proposition 2

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans un ensemble E
et f une fonction définie sur X(2) a valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) (on la notera simplement f(X)).

Proposition 3

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P) a valeurs dans un
ensemble E et f une fonction définie sur X(€2) a valeurs dans un ensemble F.

Si X et Y suivent la méme loi, alors f(X) et f(Y) suivent aussi la méme loi.

Démonstration

Par définition, la loi de f(X) est la donnée des P(f(X) € B) pour toute partie B de f(X)().
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Fonction d’'une variable aléatoire

Proposition 2

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans un ensemble E
et f une fonction définie sur X(2) a valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) (on la notera simplement f(X)).

Proposition 3
Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P) a valeurs dans un
ensemble E et f une fonction définie sur X(€2) a valeurs dans un ensemble F.

Si X et Y suivent la méme loi, alors f(X) et f(Y) suivent aussi la méme loi.

Démonstration

Par définition, la loi de f(X) est la donnée des P(f(X) € B) pour toute partie B de f(X)().

Or P(f(X) € B) = P(X € f7'(B)) = Px(f~'(B)) donc il est clair que si Py = Py, les lois de f(X) et de
f(Y) sont les mémes.
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Fonction d’une variable aléatoire

Proposition 2

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans un ensemble E
et f une fonction définie sur X(2) a valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) (on la notera simplement f(X)).

Proposition 3

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P) a valeurs dans un
ensemble E et f une fonction définie sur X(€2) a valeurs dans un ensemble F.

Si X et Y suivent la méme loi, alors f(X) et f(Y) suivent aussi la méme loi.

Démonstration

Par définition, la loi de f(X) est la donnée des P(f(X) € B) pour toute partie B de f(X)().

Or P(f(X) € B) = P(X € f7'(B)) = Px(f~'(B)) donc il est clair que si Py = Py, les lois de f(X) et de
f(Y) sont les mémes.

Notation :

on note X ~ Y lorsque X et ¥ ont méme loi.
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Lois discrétes finies 1) Loi uniforme
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Lois discrétes finies 1) Loi uniforme

Définition 3

On dit qu’'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit la loi uniforme sur [1;n], et 'on
note X ~U([[; nll) (ou X — U(; n]l)) si:
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Lois discrétes finies 1) Loi uniforme

Définition 3
On dit qu’'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit la loi uniforme sur [1;n], et 'on
note X ~U([[; nll) (ou X — U(; n]l)) si:

° X(Q) =;nl;

/ariables aléatoires discrétes Feévrier 2023



IERIETR IS Lois discrétes finies

Lois discrétes finies 1) Loi uniforme

Définition 3

On dit qu’'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit la loi uniforme sur [1;n], et 'on
note X ~U([[; nll) (ou X — U(; n]l)) si:
° X(Q)) = I; nll;

9 VxeX(Q), P(X:X)zll{
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Lois discrétes finies

Lois discretes finies 2) Loi de Bernoulli
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Lois discrétes finies 2) Loi de Bernoulli

Définition 4

Soit p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit la loi de
Bernoulli de paramétre p, et 'on note X ~ B(p) (ou X — B(p)) si :
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Lois discrétes finies 2) Loi de Bernoulli

Définition 4

Soit p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit la loi de
Bernoulli de paramétre p, et 'on note X ~ B(p) (ou X — B(p)) si :

° X(Q) ={0;1};
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Lois discrétes finies 2) Loi de Bernoulli

Définition 4
Soit p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit la loi de
Bernoulli de paramétre p, et 'on note X ~ B(p) (ou X — B(p)) si :

o X(Q) ={0;1};

OPX=1)=p et P(X=0)=1-p.
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Lois discrétes finies 2) Loi de Bernoulli

Définition 4
Soit p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit la loi de
Bernoulli de paramétre p, et 'on note X ~ B(p) (ou X — B(p)) si :

o X(Q) ={0;1};

OPX=1)=p et P(X=0)=1-p.

Remarque : Les cas p = 0 et p =1 ne sont guére intéressants, c'est pourquoi on considére souvent
pelo;.
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)

placer les k fois ou il y a eu un succes, et chacun de ces événements est réalisé avec la probabilité

p*(1=p)", ot p est la probabilité d’'un succés.
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)

0,1,...,n. Pour k € [0; n]l, on cherche a calculer P(X = k). Parmi les n expériences, il y a facons de

placer les k fois ou il y a eu un succes, et chacun de ces événements est réalisé avec la probabilité

p*(1=p)", ot p est la probabilité d’'un succés. On a donc : P(X = k) = (Z)pk(] —p)"k.

Définition 5
Soit n un entier non nul et p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(2, A, P) suit la loi binomiale de paramétres n et p, et I'on note X ~ B(n, p) (ou X — B(n, p)) si :
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)

0,1,...,n. Pour k € [0; n]l, on cherche a calculer P(X = k). Parmi les n expériences, il y a facons de

placer les k fois ou il y a eu un succes, et chacun de ces événements est réalisé avec la probabilité

p*(1=p)", ot p est la probabilité d’'un succés. On a donc : P(X = k) = (Z)pk(] —p)"k.

Définition 5
Soit n un entier non nul et p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(2, A, P) suit la loi binomiale de paramétres n et p, et I'on note X ~ B(n, p) (ou X — B(n, p)) si :

@ X(Q2) =10;nl;
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)

0,1,...,n. Pour k € [0; n]l, on cherche a calculer P(X = k). Parmi les n expériences, il y a facons de

placer les k fois ou il y a eu un succes, et chacun de ces événements est réalisé avec la probabilité

p*(1=p)", ot p est la probabilité d’'un succés. On a donc : P(X = k) = (Z)pk(] —p)"k.

Définition 5
Soit n un entier non nul et p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(2, A, P) suit la loi binomiale de paramétres n et p, et I'on note X ~ B(n, p) (ou X — B(n, p)) si :

@ X(Q2) =10;nl;

o Vkel0;nl, P(X =k) = (Z)pk(l — p)mk,
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)

0,1, ..., n. Pour k € [0; n]l, on cherche a calculer P(X = k). Parmi les n expériences, il y a facons de

placer les k fois ou il y a eu un succes, et chacun de ces événements est réalisé avec la probabilité

p*(1=p)", ot p est la probabilité d’'un succés. On a donc : P(X = k) = (Z)pk(] —p)"k.

Définition 5
Soit n un entier non nul et p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(2, A, P) suit la loi binomiale de paramétres n et p, et I'on note X ~ B(n, p) (ou X — B(n, p)) si :

@ X(Q2) =10;nl;
o Vkel0;nl, P(X =k) = (Z)pk(l — p)mk,

Remarques :

Q Les cas p =0 et p =1 ne sont guére intéressants, c’'est pourquoi on considére souvent p € ]0;1[.
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)

0,1, ..., n. Pour k € [0; n]l, on cherche a calculer P(X = k). Parmi les n expériences, il y a facons de

placer les k fois ou il y a eu un succeés, et chacun de ces événements est réalisé avec la probabilité
p*(1=p)", ot p est la probabilité d’'un succés. On a donc : P(X = k) = (Z)pk(] —p)"k.

Définition 5

Soit n un entier non nul et p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(2, A, P) suit la loi binomiale de paramétres n et p, et I'on note X ~ B(n, p) (ou X — B(n, p)) si :

@ X(Q2) =10;nl;
o Vkel0;nl, P(X =k) = (Z)pk(l — p)mk,

Remarques :

Q Les cas p =0 et p =1 ne sont guére intéressants, c’'est pourquoi on considére souvent p € ]0;1[.

Q On note traditionnellement g = 1— p de sorte que P(X = k) = Pa
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Lois discrétes finies 3) Loi binomiale (tirages avec remise)

0,1, ..., n. Pour k € [0; n]l, on cherche a calculer P(X = k). Parmi les n expériences, il y a fagons de

placer les k fois ou il y a eu un succeés, et chacun de ces événements est réalisé avec la probabilité
p*(1=p)", ot p est la probabilité d’'un succés. On a donc : P(X = k) = (Z)pk(] —p)"k.
Définition 5
Soit n un entier non nul et p un réel dans [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(2, A, P) suit la loi binomiale de paramétres n et p, et I'on note X ~ B(n, p) (ou X — B(n, p)) si :

@ X(Q2) =10;nl;

o Vkel0;nl, P(X =k) = (Z)pk(l — p)mk,

Remarques :

Q Les cas p =0 et p =1 ne sont guére intéressants, c’'est pourquoi on considére souvent p € ]0;1[.

Q On note traditionnellement g = 1— p de sorte que P(X = k) = Z pkq" k.
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Lois discrétes infinies 1) Loi géométrique

loto u
obtenu un succes lors de la /'

Alors, pour tout n € N*,

P(X=n)=P(ANAN..0ANA)=(1-p) " 'p.
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Lois discrétes infinies 1) Loi géométrique

e

loto U ¢
obtenu un succes lors de la i°™ expérience ».

Alors, pour tout n € N*,

P(X=n)=P(ANAN..0ANA)=(1-p) " 'p.

+oo__
Soit R I'événement « on n'obtient que des échecs ». On a R= (N A;.
i=1
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d D € € dve D
obtenu un succes lors de la i°™ expérience ».

Alors, pour tout n € N*,
P(X=n)=P(ANAN..0ANA)=(1-p) " 'p.
+oo__
Soit R I'événement « on n'obtient que des échecs ». On a R= (N A;.
i=1

Donc : P(X = 4o0) =P(R) = lim P(ﬁ A_,) = nETM(l -p)"=0.

n—+4oo i=1
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d D € € dve D
obtenu un succes lors de la i°™ expérience ».

Alors, pour tout n € N*,

P(X=n)=P(ANAN..0ANA)=(1-p) " 'p.

+oo__
Soit R I'événement « on n'obtient que des échecs ». On a R= (N A;.
i=1

Donc : P(X = 4o0) =P(R) = lim P(ﬁ A_,) = nETM(l -p)"=0.

n—+oco i=1

On peut donc considérer que X prend ses valeurs dans N*.
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Notons p la probabilité d'un succes, avec p € ]0;1[ (sinon, inutile de jouer!), et A; 'événement « on a
obtenu un succes lors de la i°™ expérience ».

Alors, pour tout n € N*,
P(X=n)=P(ANAN..0ANA)=(1-p) " 'p.
+oo__
Soit R I'événement « on n'obtient que des échecs ». On a R= (N A;.
i=1

Donc : P(X = 4o0) =P(R) = lim P(ﬁ A_,) = nETM(l -p)"=0.

n—+oco i=1
On peut donc considérer que X prend ses valeurs dans N*.
Définition 6

Soit p un réel dans ]0,1[. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (€2, A, P) suit la loi
géométrique de paramétre p, et l'on note X ~ G(p) (ou X — G(p)) si:
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Notons p la probabilité d'un succes, avec p € ]0; de jouer)), et A;
obtenu un succes lors de la i°™ expérience ».

Alors, pour tout n € N*,

P(X=n)=P(ANAN..0ANA)=(1-p) " 'p.

+oo__
Soit R I'événement « on n'obtient que des échecs ». On a R= (N A;.
i=1

Donc : P(X = 4o0) =P(R) = lim P(ﬁ A_,) = nETM(l -p)"=0.

n—+4oo i=1

On peut donc considérer que X prend ses valeurs dans N*.

Définition 6

Soit p un réel dans ]0,1[. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (€2, A, P) suit la loi
géométrique de paramétre p, et l'on note X ~ G(p) (ou X — G(p)) si:
0 X(Q2) =N*;
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Lois discrétes infinies 1) Loi géométrique

Notons p la probabilité d'un succes, avec p € ]0; de jouer)), et A;
obtenu un succes lors de la i°™ expérience ».

Alors, pour tout n € N*,
P(X=n)=P(ANAN..0ANA)=(1-p) " 'p.
+oo__
Soit R I'événement « on n'obtient que des échecs ». On a R= (N A;.
i=1

Donc : P(X = 4o0) =P(R) = lim P(ﬁ A_,) = nETM(l -p)"=0.

n—too \jo
On peut donc considérer que X prend ses valeurs dans N*.
Définition 6
Soit p un réel dans ]0,1[. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (€2, A, P) suit la loi
géométrique de paramétre p, et l'on note X ~ G(p) (ou X — G(p)) si:
0 X(Q2) =N*;
@ VneN', P(X=n)=(-p)"'p.
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Notons p la probabilité d'un succes, avec p € |0 ;1] (sinon, inutile
obtenu un succes lors de la i°™ expérience ».

de jouer!), et A; 'événement « on a

Alors, pour tout n € N*,
P(X=n)=P(ANAN..0ANA)=(1-p) " 'p.
+oo__
Soit R I'événement « on n'obtient que des échecs ». On a R= (N A;.
i=1

Donc : P(X = 4o0) =P(R) = lim P(ﬁ A_,) = nETM(l -p)"=0.

n—too \jo
On peut donc considérer que X prend ses valeurs dans N*.
Définition 6
Soit p un réel dans ]0,1[. On dit qu'une variable aléatoire sur un espace probabilisé (€2, A, P) suit la loi
géométrique de paramétre p, et l'on note X ~ G(p) (ou X — G(p)) si:
0 X(Q2) =N*;
@ VneN', P(X=n)=(-p)"'p.
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Proposition 4

Si X = G(p), alors pour tout k € N* :

P(X > k) = (1- p).
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Lois discrétes finies

Proposition 4

Si X = G(p), alors pour tout k € N* :
P(X > k) = (1- p).

Démonstration

On peut écrire que, puisque (X > k) = | |(X =n) :

n>k
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Proposition 4

Si X = G(p), alors pour tout k € N* :

P(X > k) = (1- p).

Démonstration

On peut écrire que, puisque (X > k) = | |(X =n) :

n>k

+00 +

P(X>k) = > B(Xx=n)= > (1-p)"'p

n=k+1 n=k+1
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Lois discrétes finies

Proposition 4

Si X = G(p), alors pour tout k € N* :

P(X > k) = (1- p).

Démonstration

On peut écrire que, puisque (X > k) = | |(X =n) :

>k
+o00 ~+o00
P(X>k) = > B(Xx=n)= > (1-p)"'p
n=k+1 n=k+1

puis utiliser les formules sur les séries géométriques,
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Proposition 4

Si X = G(p), alors pour tout k € N* :

P(X > k) = (1- p).

Démonstration

On peut écrire que, puisque (X > k) = | |(X =n) :

>k
+o00 ~+o00
P(X>k) = > B(Xx=n)= > (1-p)"'p
n=k+1 n=k+1

puis utiliser les formules sur les séries géométriques, ou bien faire une démonstration probabiliste en
remarquant que 'événement (X > k) est tout simplement I'événement : « les k premiéres épreuves ont été
un échec ».
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson

d’un réseau informatique en une année, arrivée de malades aux urgences d'un hopital en une nuit,....)
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson

d’un réseau informatique en une année, arrivée de malades aux urgences d'un hopital en une nuit,....)
Processus de Poisson :

Précisons les hypothéses faites relativement a la réalisation de I'événement qui nous intéresse.
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson

d’un réseau informatique en une année, arrivée de malades aux urgences d’'un hopital en une nuit,....).
Processus de Poisson :
Précisons les hypothéses faites relativement a la réalisation de I'événement qui nous intéresse.

@ Les nombres de réalisations de I'événement au cours d'intervalles de temps disjoints sont des
variables aléatoires indépendantes, c’est-a-dire que le nombre de réalisations au cours d’un intervalle
de temps est indépendant du nombre de réalisations au cours d'intervalles de temps antérieurs.
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson

d’un réseau informatique en une année, arrivée de malades aux urgences d’'un hopital en une nuit,....).
Processus de Poisson :
Précisons les hypothéses faites relativement a la réalisation de I'événement qui nous intéresse.

@ Les nombres de réalisations de I'événement au cours d'intervalles de temps disjoints sont des
variables aléatoires indépendantes, c’est-a-dire que le nombre de réalisations au cours d’un intervalle
de temps est indépendant du nombre de réalisations au cours d'intervalles de temps antérieurs.

O La probabilité pour que I'événement se réalise une fois, au cours d’un petit intervalle de temps At, est
p pour q p p
proportionnelle & 'amplitude de I'intervalle et vaut aAt, ot @ est une valeur positive que l'on suppose
constante tout au long de la période d'observation.
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d’un réseau informatique en une année, arrivée de malades aux urgences d’'un hopital en une nuit,....).
Processus de Poisson :
Précisons les hypothéses faites relativement a la réalisation de I'événement qui nous intéresse.

@ Les nombres de réalisations de I'événement au cours d'intervalles de temps disjoints sont des
variables aléatoires indépendantes, c’est-a-dire que le nombre de réalisations au cours d’un intervalle
de temps est indépendant du nombre de réalisations au cours d'intervalles de temps antérieurs.

© La probabilité pour que I'événement se réalise une fois, au cours d’un petit intervalle de temps At, est
proportionnelle & 'amplitude de I'intervalle et vaut aAt, ot @ est une valeur positive que l'on suppose
constante tout au long de la période d'observation.

© Il est trés rare d'observer plus d’'une fois 'événement au cours d’un petit intervalle de temps At,

c’est-a-dire que la probabilité pour que I'événement se réalise plus d’une fois au cours de l'intervalle
de temps At est négligeable.
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d’un réseau informatique en une année, arrivée de malades aux urgences d’'un hopital en une nuit,....).
Processus de Poisson :
Précisons les hypothéses faites relativement a la réalisation de I'événement qui nous intéresse.

@ Les nombres de réalisations de I'événement au cours d'intervalles de temps disjoints sont des
variables aléatoires indépendantes, c’est-a-dire que le nombre de réalisations au cours d’un intervalle
de temps est indépendant du nombre de réalisations au cours d'intervalles de temps antérieurs.

© La probabilité pour que I'événement se réalise une fois, au cours d’un petit intervalle de temps At, est
proportionnelle & 'amplitude de I'intervalle et vaut aAt, ot @ est une valeur positive que l'on suppose
constante tout au long de la période d'observation.

© Il est trés rare d'observer plus d’'une fois 'événement au cours d’un petit intervalle de temps At,
c’est-a-dire que la probabilité pour que I'événement se réalise plus d’une fois au cours de l'intervalle
de temps At est négligeable.

Sous ces hypothéses, la variable aléatoire X = « nombre de fois ot I'événement considéré se réalise au
cours d'un intervalle de temps de durée ¢ » est distribuée suivant une loi de Poisson de paramétre 2 = at.
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson

Divisons alors l'intervalle de temps de longueur t en n petits intervalles de temps disjoints de longueur
At =t/n.
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson

Divisons alors l'intervalle de temps de longueur t en n petits intervalles de temps disjoints de longueur
At =t/n.

Lhypothése 3. permet d’affirmer que dans chacun de ces n petits intervalles il n'y a principalement que
deux possibilités : 'événement se réalise une fois ou ne se réalise pas (cela sera d’autant plus vrai que n est
grand).
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson

Divisons alors l'intervalle de temps de longueur t en n petits intervalles de temps disjoints de longueur
At =t/n.

Lhypothése 3. permet d’affirmer que dans chacun de ces n petits intervalles il n'y a principalement que
deux possibilités : 'événement se réalise une fois ou ne se réalise pas (cela sera d’autant plus vrai que n est
grand).

Lhypothése 2. permet d’affirmer que dans chacun de ces n petits intervalles, la probabilité de réalisation de
I'événement est constante et égale & aAt = at/n = p.
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Lois discrétes infinies 2) Loi de Poisson

Divisons alors l'intervalle de temps de longueur t en n petits intervalles de temps disjoints de longueur
At =t/n.

Lhypothése 3. permet d’affirmer que dans chacun de ces n petits intervalles il n'y a principalement que
deux possibilités : 'événement se réalise une fois ou ne se réalise pas (cela sera d’autant plus vrai que n est
grand).

Lhypothése 2. permet d’affirmer que dans chacun de ces n petits intervalles, la probabilité de réalisation de
I'événement est constante et égale & aAt = at/n = p.

D’aprés 'hypothése 1., ces événements sont indépendants, donc le nombre de réalisations de I'événement
dans lintervalle de temps ¢ suit la loi binomiale B(n, at/n).
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Divisons alors l'intervalle de temps de longueur t en n petits intervalles de temps disjoints de longueur
At =t/n.

Lhypothése 3. permet d’affirmer que dans chacun de ces n petits intervalles il n'y a principalement que
deux possibilités : 'événement se réalise une fois ou ne se réalise pas (cela sera d’autant plus vrai que n est
grand).

Lhypothése 2. permet d’affirmer que dans chacun de ces n petits intervalles, la probabilité de réalisation de
I'événement est constante et égale & aAt = at/n = p.

D’aprés 'hypothése 1., ces événements sont indépendants, donc le nombre de réalisations de I'événement
dans lintervalle de temps ¢ suit la loi binomiale B(n, at/n).

Pour trouver la loi que l'on cherche, c’est-a-dire la loi de Poisson de paramétre at, il suffit de faire tendre n
vers —4-oo.
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FV=0={ G 0-3) =0-3) = pr
A\ Ak N FK[n n-1 n—k-4+1
—(1——) —(1——) D=’ n-xxl.

n) k! n n n n
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n) k! n n n n

A\ Ak N FK[n n-1 n—k-4+1
:(1——) (1——) LAl VRS .l

Chaque terme du produit entre crochets tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini. Il y a k termes, c'est-a-dire

un nombre fini ne dépendant pas de n donc le crochet tend vers 1.
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B(Y = k)

|
=

1

|
=
|

|

! nk
A\ Ak N FK[n n-1 n—k-4+1

:(1——) —(1——) DDl x D2
n) k! n n n n

Chaque terme du produit entre crochets tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. Il y a k termes, c'est-a-dire

—k
un nombre fini ne dépendant pas de n donc le crochet tend vers 1. Pour la méme raison, (1 - %) tend
vers 1.
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n) k! n n n n

A\ Ak N FK[n n-1 n—k-4+1
:(1——) (1——) LAl VRS .l

Chaque terme du produit entre crochets tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. Il y a k termes, c'est-a-dire

—k
un nombre fini ne dépendant pas de n donc le crochet tend vers 1. Pour la méme raison, (1 - %) tend

vers 1. De plus,
n
(]_/_1) :e"ln(]_%) et |n('|_£) ~ —/_1
n n/ n—-oo n

donc (l - %)n tend vers e~
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n) k! n n n n

A\ Ak N FK[n n-1 n—k-4+1
:(1——) (1——) LAl VRS .l

Chaque terme du produit entre crochets tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. Il y a k termes, c'est-a-dire

—k
un nombre fini ne dépendant pas de n donc le crochet tend vers 1. Pour la méme raison, (1 - %) tend

vers 1. De plus,
n
(]_/_1) :e"ln(]_%) et |n('|_£) ~ —/_1
n n/ n—-oo n

donc (l - %)n tend vers e~%. On en conclut que P(Y = k) tend vers e~k /k!.
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L e e

nk

A\ Ak N FK[n n-1 n—k-4+1
:(1——) —(1——) DDl x D2
n) k! n n n n

Chaque terme du produit entre crochets tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. Il y a k termes, c'est-a-dire

—k
un nombre fini ne dépendant pas de n donc le crochet tend vers 1. Pour la méme raison, (1 - %) tend

vers 1. De plus,
n
(l—/—l) :e"I"(]_%) et In(]—i) ~ —/—1
n

n/ n—eo n

donc (l - %)n tend vers e~%. On en conclut que P(Y = k) tend vers e~k /k!.

Définition 7

Soit A un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit
la loi de Poisson de paramétre A, et 'on note X ~ P(2) (ou X — P(1)) si:
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L e e

nk

A\ Ak N FK[n n-1 n—k-4+1
:(1——) —(1——) DDl x D2
n) k! n n n n

Chaque terme du produit entre crochets tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. Il y a k termes, c'est-a-dire

—k
un nombre fini ne dépendant pas de n donc le crochet tend vers 1. Pour la méme raison, (1 - %) tend

vers 1. De plus,
n
(l—/—l) :e"I"(]_%) et In(]—i) ~ —/—1
n

n/ n—eo n

donc (l - %)n tend vers e~%. On en conclut que P(Y = k) tend vers e~k /k!.

Définition 7

Soit A un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit
la loi de Poisson de paramétre A, et 'on note X ~ P(2) (ou X — P(1)) si:
0 X(Q)=N;
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L e e

nk

A\ Ak N FK[n n-1 n—k-4+1
:(1——) —(1——) DDl x D2
n) k! n n n n

Chaque terme du produit entre crochets tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. Il y a k termes, c'est-a-dire

—k
un nombre fini ne dépendant pas de n donc le crochet tend vers 1. Pour la méme raison, (1 - %) tend

vers 1. De plus,
n
(l—/—l) :e"I"(]_%) et In(]—i) ~ —/—1
n

n/ n—eo n

donc (l - %)n tend vers e~%. On en conclut que P(Y = k) tend vers e~k /k!.

Définition 7

Soit A un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, A, P) suit
la loi de Poisson de paramétre A, et 'on note X ~ P(2) (ou X — P(1)) si:

0 X(Q)=N;
e—/l/ln }

@ VneN, P(X=n)= i
n!
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Défin

Proposition 5: (et définition 8)

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et E un ensemble.
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur Q a valeurs dans E. Alors I'application :

7Z:Q— E?
w — (X(w), Y(w))

est une variable aléatoire discréte.
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Défin

Proposition 5: (et définition 8)

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et E un ensemble.
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur Q a valeurs dans E. Alors I'application :

7Z:Q— E?
w — (X(w), Y(w))

est une variable aléatoire discréte.

On dit que le couple (X, Y) est un couple de variables aléatoires discrétes.
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Proposition 5: (et définition 8)

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et E un ensemble.
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur Q a valeurs dans E. Alors I'application :

7Z:Q— E?
w — (X(w), Y(w))

est une variable aléatoire discréte.

On dit que le couple (X, Y) est un couple de variables aléatoires discrétes.

Démonstration

Supposons que X et Y sont des variables aléatoires discrétes. Alors X(€2) et Y(£2) sont au plus
dénombrables; il en est donc de méme du produit X(2) x Y(€2) , donc de Z(£2) qui en est une partie.
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Proposition 5: (et définition 8)

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et E un ensemble.
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur Q a valeurs dans E. Alors I'application :

7Z:Q— E?
w — (X(w), Y(w))

est une variable aléatoire discréte.

On dit que le couple (X, Y) est un couple de variables aléatoires discrétes.

Démonstration

Supposons que X et Y sont des variables aléatoires discrétes. Alors X(€2) et Y(£2) sont au plus
dénombrables; il en est donc de méme du produit X(2) x Y(€2) , donc de Z(£2) qui en est une partie.
Ensuite, pour tout (x,y) € Z(Q) :

Z((e ) = lw e Qtq (x)) = Z(w) = (X(w), Y())}
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Proposition 5: (et définition 8)

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et E un ensemble.
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur Q a valeurs dans E. Alors I'application :

7Z:Q— E?
w — (X(w), Y(w))

est une variable aléatoire discréte.

On dit que le couple (X, Y) est un couple de variables aléatoires discrétes.

Démonstration
Supposons que X et Y sont des variables aléatoires discrétes. Alors X(€2) et Y(£2) sont au plus
dénombrables; il en est donc de méme du produit X(2) x Y(€2) , donc de Z(£2) qui en est une partie.
Ensuite, pour tout (x,y) € Z(Q) :
Z((x ) = (w e Qtq (xy) = Z(w) = (X(@), V(w))}
— (0 e Rt X() = x et ¥(w) = y) = X (1) N V(1))
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Proposition 5: (et définition 8)

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et E un ensemble.
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur Q a valeurs dans E. Alors I'application :

7Z:Q— E?
w — (X(w), Y(w))

est une variable aléatoire discréte.

On dit que le couple (X, Y) est un couple de variables aléatoires discrétes.

Démonstration

Supposons que X et Y sont des variables aléatoires discrétes. Alors X(€2) et Y(£2) sont au plus
dénombrables; il en est donc de méme du produit X(2) x Y(€2) , donc de Z(£2) qui en est une partie.
Ensuite, pour tout (x,y) € Z(Q) :

Z({(x ) = o € Q q (x.y) = Z(0) = (X(). ()}
= {we Qtq X(w) = x et ¥(w) =y} = X (1x)) 0 V({y)

donc Z7'({(x, y)}) € A puisque par hypothése X'({x}) et Y~'({y}) sont dans A.
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Couples de variables aléatoires discrétes BT

Définition 9

On appelle loi du couple de variables aléatoires discrétes (X, Y), ou encore loi conjointe des
variables aléatoires X et ¥ la donnée I'ensemble des couples ((x,',yj),p,-,j) ol

xeX(Q) . yev(Q) et py=P((X=x)n(Y=y))=P(XY)= (%))
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Couples de variables aléatoires discrétes BT

Définition 9

On appelle loi du couple de variables aléatoires discrétes (X, Y), ou encore loi conjointe des
variables aléatoires X et ¥ la donnée I'ensemble des couples ((x,',yj),p,-,j) ol

xeX(Q) . yev(Q) et py=P((X=x)n(Y=y))=P(XY)= (%))

Les lois de X et Y s'appellent les lois marginales du couple X et V.
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Définition 9

On appelle loi du couple de variables aléatoires discrétes (X, Y), ou encore loi conjointe des
variables aléatoires X et ¥ la donnée I'ensemble des couples ((Xf,)//),p;,/) ou

xeX(Q) . yev(Q) et py=P((X=x)n(Y=y))=P(XY)= (%))

Les lois de X et Y s'appellent les lois marginales du couple X et V.

Proposition 6: Lien entre lois conjointes et lois marginales

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et (X, ¥) un couple de variables aléatoires discretes sur 2. Notons
X(Q) ={xi, ielyetY(Q)= {yj, jE ]} ou /,J sont deux parties de N. Alors

Viel P(X=x)= Y B(X=x)n(Y=y)) =D pi

jel jel

Vie By =y) = Y B((Y =) n(X=x))= > pij-

i€l i€l

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Février 2023



Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Définition 9

On appelle loi du couple de variables aléatoires discrétes (X, Y), ou encore loi conjointe des
variables aléatoires X et ¥ la donnée I'ensemble des couples ((Xf,)//),p;,/) ou

xeX(Q) . yev(Q) et py=P((X=x)n(Y=y))=P(XY)= (%))

Les lois de X et Y s'appellent les lois marginales du couple X et V.

Proposition 6: Lien entre lois conjointes et lois marginales

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et (X, ¥) un couple de variables aléatoires discretes sur 2. Notons
X(Q) ={xi, ielyetY(Q)= {y,-, jE ]} ou /,J sont deux parties de N. Alors

Viel P(X=x)= Y B(X=x)n(Y=y)) =D pi

jel jel

Vie By =y) = Y B((Y =) n(X=x))= > pij-

i€l i€l

Démonstration

Formule des probabilités totales appliqué au systéme complet d’événements (Y = y;)je).

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Février 2023



Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Définition 9

On appelle loi du couple de variables aléatoires discrétes (X, Y), ou encore loi conjointe des
variables aléatoires X et ¥ la donnée I'ensemble des couples ((Xf,)//),p;,/) ou

xeX(Q) . yev(Q) et py=P((X=x)n(Y=y))=P(XY)= (%))

Les lois de X et Y s'appellent les lois marginales du couple X et V.

Proposition 6: Lien entre lois conjointes et lois marginales

Soit (2, A,P), un espace probabilisé et (X, ¥) un couple de variables aléatoires discretes sur 2. Notons
X(Q)={x;, ieltetY(Q)= {y,-, jE ]} ou /,J sont deux parties de N. Alors

Viel P(X=x)= Y B(X=x)n(Y=y)) =D pi

jel jel
Vie By =y) = Y B((Y =) n(X=x))= > pij-
i€l i€l

D'apres le théoréme de Fubini, la proposition 6 implique que la suite double (p;;)(ij)eix est sommable et :
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Couples de variables aléatoires discrétes BT

Définition 10

Soit (€2, A,P), un espace probabilisé et (X, V) un couple de variables aléatoires discrétes sur €. Notons
X(Q) = {xi, iel}let Y(Q) = {yj, jE]} ou /,J sont deux parties de N.
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Définition 10

Soit (€2, A,P), un espace probabilisé et (X, V) un couple de variables aléatoires discrétes sur €. Notons
X(Q) = {xi, iel}let Y(Q) = {yj, jE]} ou /,J sont deux parties de N.

@ Pour tout indice j € J tel que P(Y = y;) soit non nul, on appelle loi conditionnelle de X sachant
(v = y;) application de X(£2) dans [0;1] définie par la relation

P((X=Xf)ﬂ(Y=y/)).
P(Y =y)

xi = Pry—y) (X = x) =P((X = x) | (Y = y)) =
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Définition 10

Soit (€2, A,P), un espace probabilisé et (X, V) un couple de variables aléatoires discrétes sur €. Notons
X(Q) = {xi, iel}let Y(Q) = {yj, jE]} ou /,J sont deux parties de N.

@ Pour tout indice j € J tel que P(Y = y;) soit non nul, on appelle loi conditionnelle de X sachant
(v = y;) application de X(£2) dans [0;1] définie par la relation

P((X=Xf)ﬂ(Y=y/)).
P(Y =y)

xi = Pry—y) (X = x) =P((X = x) | (Y = y)) =

@ Pour tout indice i € / tel que P(X = x;) soit non nul, on appelle loi conditionnelle de Y sachant
(X = x;) l'application de Y(£2) dans [0;1] définie par la relation

P(X=x)n(Y =y
¥ = By (Y = ) = B((Y = ) | X = %)) = ( P(X):ii) %)
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Définition 10

Soit (€2, A,P), un espace probabilisé et (X, V) un couple de variables aléatoires discrétes sur €. Notons
X(Q) ={x;, ielfet Y(Q) = {yj, jE]} ou /,J sont deux parties de N.

@ Pour tout indice j € J tel que P(Y = y;) soit non nul, on appelle loi conditionnelle de X sachant
(v = y;) application de X(£2) dans [0;1] définie par la relation
B((x = x) n (¥ = )
B(Y =)

xi = Pry—y) (X = x) =P((X = x) | (Y = y)) =

@ Pour tout indice i € / tel que P(X = x;) soit non nul, on appelle loi conditionnelle de Y sachant
(X = x;) l'application de Y(£2) dans [0;1] définie par la relation

P(X=x)n(Y =y
¥ = By (Y = ) = B((Y = ) | X = %)) = ( P(X):ii) %)

Il est important de bien savoir jongler entre loi du couple, loi marginale et loi conditionnelle. Il s’agit en fait
uniquement d'appliquer la définition des probabilités conditionnelles ou alors d’appliquer la formule des
probabilités totales. Cela est résumé dans la proposition suivante.
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Couples de variables aléatoires discrétes IR

Proposition 7

@ Loi conditionnelle a partir de la loi du couple :

B((x=x)n (¥ =)

Pix=x) (Y =y) =

P(X = x;)
P((X=x)n (¥ = y)
P(y:yi)(X:X,‘): ( ]P(Y:y/) ! )
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Couples de variables aléatoires discrétes IR

Proposition 7

@ Loi conditionnelle a partir de la loi du couple :

B((x=x)n (¥ =)

Pix=x) (Y =y) =

P(X = x;)
P((X=x)n (¥ = y)
P(V:)/,‘)(szf): ( ]P(Y:y/) ! )

@ Loi du couple a partir de la loi conditionnelle :
B((X = x) n (¥ = ) = B(X = 5)P(rey (Y = %)
P((X =x)n(V= Y/)) =P(Y = yj)P(y=y) (X = xi)
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Couples de variables aléatoires discrétes IR

Proposition 7

@ Loi conditionnelle a partir de la loi du couple :

B((x=x)n (¥ =)

Pix=x) (Y =y) =

P(X = x;)
P((X=x)n (¥ = y)
P(V:)/,‘)(szf): ( ]P(Y:y/) ! )

@ Loi du couple a partir de la loi conditionnelle :
P(X=x)n (Y= yi)) =P(X = xi)Px—x) (Y = ¥)
B((X = ) 0 (¥ = ) = B(Y = )B(ymy) (X = x)
@ Lois marginales a partir de la loi du couple :

P(X = x) = Y B((X = x)n (¥ =))

j€l

P(Y =y) = > B(X=x)n (Y =y))

i€l
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Couples de variables aléatoires discrétes IR

Proposition 7

@ Loi conditionnelle a partir de la loi du couple :

B((x=x)n (¥ =)

Pix=x) (Y =y) =

P(X = x;)
P((X=x)n (¥ = y)
P(V:)/I‘)(szf): ( ]P(Y:y/) ! )

@ Loi du couple a partir de la loi conditionnelle :
B((X = x) n (¥ = ) = B(X = 5)P(rey (Y = %)
P((X =x)n(V= Y/)) =P(Y = yj)P(y=y) (X = xi)
@ Lois marginales a partir de la loi du couple :
P(X = x) = ) B((X =x) N (¥ =y))
j€l
P(y =y) = ) B((X =x)n (Y =y))
iel
@ Lois marginales a partir des lois conditionnelles :
P(X = x) = > B(Y = y;)P(y=y)(X = x7)
Jjel
P(Y =) = D B(X = x:)Px=y)(Y = )

il I
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Couples de variables aléatoires T Définitions

Exemple 1

On réalise une suite de lancers indépendants d’'une piéce ayant la probabilité p € ]0;1[ de tomber c6té Pile.
On note X la longueur de la premiére série de lancers identiques et Y la longueur de la seconde série. Par
exemple, les successions de lancers PPFFFP... et FFPPPF... correspondenta X =2 et ¥ = 3.

Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y) et en déduire les lois de X et de Y.

/ariables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 1

On réalise une suite de lancers indépendants d’'une piéce ayant la probabilité p € ]0;1[ de tomber c6té Pile.
On note X la longueur de la premiére série de lancers identiques et Y la longueur de la seconde série. Par
exemple, les successions de lancers PPFFFP... et FFPPPF... correspondenta X =2 et ¥ = 3.

Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y) et en déduire les lois de X et de Y.

Solution

Comme d’habitude, on peut considérer que X et Y prennent leurs valeurs dans N*, les événements
(X = +0) et (Y = +o0) étant quasi impossibles.
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 1

On réalise une suite de lancers indépendants d’'une piéce ayant la probabilité p € ]0;1[ de tomber c6té Pile.
On note X la longueur de la premiére série de lancers identiques et Y la longueur de la seconde série. Par
exemple, les successions de lancers PPFFFP... et FFPPPF... correspondenta X =2 et ¥ = 3.

Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y) et en déduire les lois de X et de Y.

Solution

Comme d’habitude, on peut considérer que X et Y prennent leurs valeurs dans N*, les événements
(X = +0) et (Y = +o0) étant quasi impossibles.
On a alors, pour (k, ) € N*? :

P(X =k n (Y =0)=p"(-p) p+(1-p)p'(1-p)

(a expliquer...)
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 1

On réalise une suite de lancers indépendants d’'une piéce ayant la probabilité p € ]0;1[ de tomber c6té Pile.
On note X la longueur de la premiére série de lancers identiques et Y la longueur de la seconde série. Par
exemple, les successions de lancers PPFFFP... et FFPPPF... correspondenta X =2 et ¥ = 3.

Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y) et en déduire les lois de X et de Y.

Solution

Comme d’habitude, on peut considérer que X et Y prennent leurs valeurs dans N*, les événements
(X = +0) et (Y = +o0) étant quasi impossibles.
On a alors, pour (k, ) € N*? :

P(X =k n (Y =0)=p"(-p) p+(1-p)p'(1-p)
(a expliquer...) d'ou l'on tire aprés calcul (sommes de séries géométriques) :
+o0

P(X=k) = Y B(X=k)n (¥ =0))=(-p)p* + p(1- p)*
=1
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 1

On réalise une suite de lancers indépendants d’'une piéce ayant la probabilité p € ]0;1[ de tomber c6té Pile.
On note X la longueur de la premiére série de lancers identiques et Y la longueur de la seconde série. Par
exemple, les successions de lancers PPFFFP... et FFPPPF... correspondenta X =2 et ¥ = 3.

Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y) et en déduire les lois de X et de Y.

Solution

Comme d’habitude, on peut considérer que X et Y prennent leurs valeurs dans N*, les événements
(X = +0) et (Y = +o0) étant quasi impossibles.
On a alors, pour (k, ) € N*? :

P(X =k n (Y =0)=p"(-p) p+(1-p)p'(1-p)
(a expliquer...) d'ou l'on tire aprés calcul (sommes de séries géométriques) :

+o0

P(X=k) = Y B(X=k)n (¥ =0))=(-p)p* + p(1- p)*
=1

et
+o00
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Couples de variables aléatoires discrétes BT

Exemple 2

Le nombre X de voitures (ou de motos!) se présentant a une barriére de péage en 1h suit une loi de
Poisson de paramétre A > 0.

Cette barriére comporte N postes de péage. Chaque véhicule arrivant se présente a un péage choisi au
hasard. On note Y le nombre de véhicules se présentant au poste n°l.

Quelle est la loi de Y?
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 2

Le nombre X de voitures (ou de motos!) se présentant a une barriére de péage en 1h suit une loi de
Poisson de paramétre A > 0.

Cette barriére comporte N postes de péage. Chaque véhicule arrivant se présente a un péage choisi au
hasard. On note Y le nombre de véhicules se présentant au poste n°l.

Quelle est la loi de Y?

Solution

X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans N.
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 2

Le nombre X de voitures (ou de motos!) se présentant a une barriére de péage en 1h suit une loi de
Poisson de paramétre A > 0.

Cette barriére comporte N postes de péage. Chaque véhicule arrivant se présente a un péage choisi au
hasard. On note Y le nombre de véhicules se présentant au poste n°l.

Quelle est la loi de Y?

Solution

X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans N.
Par hypothése, la loi de ¥ conditionnée par (X = n) est la loi binomiale B(n, 1) :
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 2

Le nombre X de voitures (ou de motos!) se présentant a une barriére de péage en 1h suit une loi de
Poisson de paramétre A > 0.

Cette barriére comporte N postes de péage. Chaque véhicule arrivant se présente a un péage choisi au
hasard. On note Y le nombre de véhicules se présentant au poste n°l.

Quelle est la loi de Y?

Solution

X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans N.
Par hypothése, la loi de ¥ conditionnée par (X = n) est la loi binomiale B(n, 1) :

VneN, Vkel[o;n], IP’((Y=’<)|(X:”)):(Z)ﬁ(]_lN)n_k'
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 2

Le nombre X de voitures (ou de motos!) se présentant a une barriére de péage en 1h suit une loi de
Poisson de paramétre A > 0.

Cette barriére comporte N postes de péage. Chaque véhicule arrivant se présente a un péage choisi au
hasard. On note Y le nombre de véhicules se présentant au poste n°l.

Quelle est la loi de Y?

Solution

X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans N.
Par hypothése, la loi de ¥ conditionnée par (X = n) est la loi binomiale B(n, 1) :

VneN, Ykel[o;n], IP’((Y=’<)|(X:”)):(Z)ﬁ(]_lN)n_k'

On en déduit la loi du couple (X, ¥) : pour tout (n, k) € N? :

P((X = n)n (v = k) = P =R T =n)p(X =n) = (”)L (1— ]N)n_ke‘M—n sik<n

0 sinon
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Couples de variables aléatoires discrétes FENTTNH

Exemple 2

Le nombre X de voitures (ou de motos!) se présentant a une barriére de péage en 1h suit une loi de
Poisson de paramétre A > 0.

Cette barriére comporte N postes de péage. Chaque véhicule arrivant se présente a un péage choisi au
hasard. On note Y le nombre de véhicules se présentant au poste n°l.

Quelle est la loi de Y?

Solution
X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans N.

Par hypothése, la loi de ¥ conditionnée par (X = n) est la loi binomiale B(n, 1) :

VneN, Ykel[o;n], IP’((Y=’<)|(X:”)):(Z)ﬁ(]_lN)n_k'

On en déduit la loi du couple (X, ¥) : pour tout (n, k) € N? :

P((X = n)n (v = k) = P =R T =n)p(X =n) = (”)L (1— l)n_ke‘M—n sik<n

0 sinon

n
Rem : Compte tenu de la convention (k) =0 si k> n, la lere expression suffit.
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Couples de variables aléatoires discretes

Solution (suite)

La loi de Y s'obtient alors en sommant (les séries écrites sont forcément convergentes) :

VkeN, P(Y:k):io]P’((X:n)n(Y:k))

n=0

riables aléatoire



Couples de variables aléatoires discretes

Solution (suite)

La loi de Y s'obtient alors en sommant (les séries écrites sont forcément convergentes) :

e Ry n-k n
VkeN, ]P(Y:k):ZP((X:n)m(Y:k)):Z(k)#(l—lﬁ) e_’I%
n=0 n=k ’
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Solution (suite)

La loi de Y s'obtient alors en sommant (les séries écrites sont forcément convergentes) :
] 1 n—k /l/ln
ZP(X—n)m(Y—k))—Z()W(l N) e

k Foo
i 15
N

2 (0 o

VkeN, P(Y = k)
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Solution (suite)

La loi de Y s'obtient alors en sommant (les séries écrites sont forcément convergentes) :

VkeN, B(Y = k) = Z;]]P’(X_n)m(Y_k))_Zm(Z)] (- %)n-ke_ﬂ_"

Nk n!
() & 5 -3
5

—(3) w2 (b- 7))
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Solution (suite)

La loi de Y s'obtient alors en sommant (les séries écrites sont forcément convergentes) :

Zp(x_n)m(v_k))_z()#(] ]N)n—ke_/l/’:_r;

VkeN, P(Y = k)

Il
(¢}
|
&~
—_———~~
=~
=
~|
1M

k 4+
=) o h-7)
_ %e—ﬂ(% kew_ﬁ) _ %e_ﬁ (%)k

Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Couples de variables aléatoires discrétes BT

Solution (suite)

La loi de Y s'obtient alors en sommant (les séries écrites sont forcément convergentes) :

Zp(x_n)m(v_k))_z()#(] ]N)n—ke_/l/’:_r!y

VkeN, P(Y = k)

Il
(¢}
|
-~
—_———~~
=~
=
~|
1M

k
kot
() 15 - )
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Solution (suite)

La loi de Y s'obtient alors en sommant (les séries écrites sont forcément convergentes) :

Zp(x_n)m(v_k))_z()#(] ]N)n—ke_/l/’:_r!y

VkeN, P(Y = k)

Il
(¢}
|
-~
—_———~~
=~
=
~|
1M

)
TSR
- e b - et

A
donc Y suit une loi de Poisson de paramétre N.(ce résultat est tout a fait cohérent! Pourquoi?)
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Solution (suite)

La loi de Y s'obtient alors en sommant (les séries écrites sont forcément convergentes) :

ZP(X—n)m(Y:k))_Z()#(] ]N)n—ke_/l/’:_;!y

VkeN, P(Y = k)

I Il
ol ml
~ -~
—_— —_—
=z~ =~
SERSRS L
L
Mt I
=] = —_
—_— 3
~ I
_—
| =
—_—
== [
SIS =
\/\. —_—
2 —
S
=
3
I

A
donc Y suit une loi de Poisson de paramétre N.(ce résultat est tout a fait cohérent! Pourquoi?)

Extension :

Si X, ..., X, sont n variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs
dans un ensemble E, on peut considérer de la méme fagon l'application (X,..., X,) de Q dans E" qui a
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Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 1

Soit (X, ¥) un couple aléatoire discret défini sur un espace probabilisé (2, A, P). Notons
X(Q) ={x, ielletY(Q) = {y/, je]} ou /,] sont deux parties de N.
On dit que les variables X et ¥ sont indépendantes si

VielYjel), B((X=x)n (Y =y))=B(X=x)P(Y =y).

On note alors X 1L Y.
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Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 11

Soit (X, Y) un couple aléatoire discret défini sur un espace probabilisé (€2, A, P). Notons
X(Q) ={x, ieltetY(Q)= {yj, jE]} ou /,J sont deux parties de N.

On dit que les variables X et ¥ sont indépendantes si

VielYjel), B((X=x)n (Y =y))=B(X=x)P(Y =y).
On note alors X 1L Y.

Exemple 1

Une urne contient a boules noires et b boules blanches. On tire deux fois une boule et on note X; la
variable qui vaut 1 si la boule tirée au i-éme tirage est blanche et 0 sinon.

Etudier lindépendance de X; et de X, si le tirage se fait avec remise puis dans le cas ot le tirage se fait
sans remise.
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Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 1

Soit (X, Y) un couple aléatoire discret défini sur un espace probabilisé (€2, A, P). Notons
X(Q) ={x;, ielfet Y(Q) = {yj, jE]] ou /,J sont deux parties de N.
On dit que les variables X et ¥ sont indépendantes si

VielYjel), B((X=x)n (Y =y))=B(X=x)P(Y =y).
On note alors X 1L Y.

Exemple 1

Une urne contient a boules noires et b boules blanches. On tire deux fois une boule et on note X; la
variable qui vaut 1 si la boule tirée au i-éme tirage est blanche et 0 sinon.

Etudier lindépendance de X; et de X, si le tirage se fait avec remise puis dans le cas ot le tirage se fait
sans remise.

Solution

@ tirage avec remise : P(Xj =1) = #bb et P(X =1) = be etP(=1LX=1)= (ﬁ)2 et de méme
pour les autres donc X et X, sont indépendants.
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(o111 P PRV ) O FRT T TR PP Indépendance de deux variables aléatoires

Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 1

Soit (X, Y) un couple aléatoire discret défini sur un espace probabilisé (€2, A, P). Notons
X(Q) ={x;, ielfet Y(Q) = {yj, jE]] ou /,J sont deux parties de N.
On dit que les variables X et ¥ sont indépendantes si

VielYjel), B((X=x)n (Y =y))=B(X=x)P(Y =y).
On note alors X 1L Y.

Exemple 1

Une urne contient a boules noires et b boules blanches. On tire deux fois une boule et on note X; la
variable qui vaut 1 si la boule tirée au i-éme tirage est blanche et 0 sinon.

Etudier lindépendance de X; et de X, si le tirage se fait avec remise puis dans le cas ot le tirage se fait
sans remise.

Solution

@ tirage avec remise : P(Xj =1) = #bb et P(X =1) = be etP(=1LX=1)= (ﬁ)2 et de méme
pour les autres donc X et X, sont indépendants.

@ tirage sans remise : P(X; =1) = be et P(Xp =1) = % = #bb et
P(X =1,)% =1) = &)

@) (@b donc X et X; ne sont pas indépendants.
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Exemple 2

Ftudier I'indépendance des lois X et ¥ connaissant la loi du couple (X, Y) dans les cas suivants :

9 pjj =

Op,']'——
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Exemple 2

Ftudier I'indépendance des lois X et ¥ connaissant la loi du couple (X, Y) dans les cas suivants :

@ pjj = — g pour tous entiers /,j € N.
o pj= t tiers i,j € N
12 = S T e (e ey E L
Solution

Dans le premier cas il y a indépendance, p;j = pip;.
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Couples de variables aléatoires N Indépendance de deux variables aléatoires

Exemple 2

Ftudier I'indépendance des lois X et ¥ connaissant la loi du couple (X, Y) dans les cas suivants :

1

® pj= = ,][ pour tous entiers i,j € N.
1 ..

@ pj = 22 % pour tous entiers i,j € N.

Solution

Dans le premier cas il y a indépendance, p;j = pip;.

i+1 j+1
Dans le second cas, il n’y a pas indépendance p; = ;i‘ et pj = ]i
ile
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Couples de variables aléatoires discrétes

Théoréme 4

Deux variables aléatoires discrétes X et Y sont indépendantes si et seulement si :

VACX(Q), YBCY(Q), P((X€A)n (Y €B))=P(X € A) xP(Y € B).
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Théoréme 4

Deux variables aléatoires discrétes X et ¥ sont indépendantes si et seulement si :

VACX(Q). YBCY(Q). B((X € A)n (Y € B)) =P(X € A) xB(Y € B).

Démonstration

Supposons X et YV indépendantes (la réciproque est immédiate). Alors si A et B sont des parties comme
dans I'énoncé elles sont au plus dénombrables.
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Théoréme 4

Deux variables aléatoires discrétes X et ¥ sont indépendantes si et seulement si :
VACX(Q). YBCY(Q). B((X € A)n (Y € B)) =P(X € A) xB(Y € B).

Démonstration

Supposons X et YV indépendantes (la réciproque est immédiate). Alors si A et B sont des parties comme
dans I'énoncé elles sont au plus dénombrables. On peut donc écrire

A={x,iell , B=y, jeJ} aveclJcN.

oti les x; sont distincts, ainsi que les y;.
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Théoréme 4

Deux variables aléatoires discrétes X et ¥ sont indépendantes si et seulement si :
VACX(Q). YBCY(Q). B((X € A)n (Y € B)) =P(X € A) xB(Y € B).

Démonstration

Supposons X et YV indépendantes (la réciproque est immédiate). Alors si A et B sont des parties comme
dans I'énoncé elles sont au plus dénombrables. On peut donc écrire

A={x,iell , B=y, jeJ} aveclJcN.

oti les x; sont distincts, ainsi que les y;. On aura alors :

P(XxeAn(veB) =P|| || [x=x)n(r=y)

iel jel
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Théoréme 4

Deux variables aléatoires discrétes X et ¥ sont indépendantes si et seulement si :
VACX(Q). YBCY(Q). B((X € A)n (Y € B)) =P(X € A) xB(Y € B).

Démonstration

Supposons X et YV indépendantes (la réciproque est immédiate). Alors si A et B sont des parties comme
dans I'énoncé elles sont au plus dénombrables. On peut donc écrire

A={x,iell , B=y, jeJ} aveclJcN.

oti les x; sont distincts, ainsi que les y;. On aura alors :

P(xeAn(veB)=r|| || [x=x)n(r=y)|=> > B(X=x)n(Y=y)) paro - additit

iel jel iel jel
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Théoréme 4

Deux variables aléatoires discrétes X et ¥ sont indépendantes si et seulement si :
VACX(Q). YBCY(Q). B((X € A)n (Y € B)) =P(X € A) xB(Y € B).

Démonstration

Supposons X et YV indépendantes (la réciproque est immédiate). Alors si A et B sont des parties comme
dans I'énoncé elles sont au plus dénombrables. On peut donc écrire

A={x,iell , B=y, jeJ} aveclJcN.

oti les x; sont distincts, ainsi que les y;. On aura alors :

P(xeAn(veB)=r|| || [x=x)n(r=y)|=> > B(X=x)n(Y=y)) paro - additit

i€l jeJ i€l jeJ
= Z Z P(X = xi)P(Y = y) par indépendance
il jel
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Théoréme 4

Deux variables aléatoires discrétes X et ¥ sont indépendantes si et seulement si :

VACX(Q). YBCY(Q). B((X € A)n (Y € B)) =P(X € A) xB(Y € B).

Démonstration

Supposons X et YV indépendantes (la réciproque est immédiate). Alors si A et B sont des parties comme
dans I'énoncé elles sont au plus dénombrables. On peut donc écrire

A={x,iell , B=y, jeJ} aveclJcN.
oti les x; sont distincts, ainsi que les y;. On aura alors :

P((X € A) N (Y € B)) = ]P[u | [x=x)n(r= y,»)] =Y Y B(X=x)n(Y=y)) paro - additité

i€l jej i€l jeJ

= Z Z P(X = xi)P(Y = y) par indépendance

icl jel

= [Z P(X = X,‘)] [Z P(Y = y,)] cas particulier du théoréme de Fubini

jel

i€l
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Théoréme 4

Deux variables aléatoires discrétes X et ¥ sont indépendantes si et seulement si :

VACX(Q). YBCY(Q). B((X € A)n (Y € B)) =P(X € A) xB(Y € B).

Démonstration
Supposons X et YV indépendantes (la réciproque est immédiate). Alors si A et B sont des parties comme
dans I'énoncé elles sont au plus dénombrables. On peut donc écrire

A={x,iell , B=y, jeJ} aveclJcN.

oti les x; sont distincts, ainsi que les y;. On aura alors :

P((X € A) N (Y € B)) = ]P[u | [x=x)n(r= y,»)] =Y Y B(X=x)n(Y=y)) paro - additité

i€l jej i€l jeJ

= Z Z P(X = xi)P(Y = y) par indépendance

icl jel

= [Z P(X = X,‘)] [Z P(Y = y,)] cas particulier du théoréme de Fubini
iel jel

=P(Xe€A)xP(Y € B).

Cela démontre X 1L Y.
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Théoréme 5: Fonction de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes un espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes.
Soient f et g deux applications définies sur X(2) et Y(2) respectivement. Alors les variables aléatoires
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

(En abrégé : X L Y = f(X) L f(Y))
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Théoréme 5: Fonction de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes un espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes.
Soient f et g deux applications définies sur X(2) et Y(2) respectivement. Alors les variables aléatoires
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

(En abrégé : X L Y = f(X) L f(Y).)

Démonstration

On utilise le th. précédent. Soient A C f(X(2)) et BC g(Y(2)). On a:
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Théoréme 5: Fonction de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes un espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes.
Soient f et g deux applications définies sur X(2) et Y(2) respectivement. Alors les variables aléatoires
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

(En abrégé : X L Y = f(X) L f(Y).)

Démonstration

On utilise le th. précédent. Soient A C f(X(2)) et BC g(Y(2)). On a:

P((f(X) € A) N (g(¥) € B)) =B((X & f'(A)) N (¥ € g7'(B)))
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Théoréme 5: Fonction de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes un espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes.
Soient f et g deux applications définies sur X(2) et Y(2) respectivement. Alors les variables aléatoires
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

(En abrégé : X L Y = f(X) L f(Y))
Démonstration
On utilise le th. précédent. Soient A C f(X(2)) et BC g(Y(2)). On a:

P((f(X) € A) N (g(¥) € B)) =PB((X € f(A)) N (¥ € g7'(B)))
=P(X e f(A)P(Y € g'(B)) car X, Y indépendantes
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Théoréme 5: Fonction de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes un espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes.
Soient f et g deux applications définies sur X(2) et Y(2) respectivement. Alors les variables aléatoires
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

(En abrégé : X L Y = f(X) L f(Y).)

Démonstration
On utilise le th. précédent. Soient A C f(X(2)) et BC g(Y(2)). On a:
P((f(X) € A) N (g(¥) € B)) =B((X & f'(A)) N (¥ € g7'(B)))
=P(X e f(A)P(Y € g'(B)) car X, Y indépendantes
=P(f(X) € A)P(g(Y) € B)).

Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



(o111 P PRV ) O FRT T TR PP Indépendance de deux variables aléatoires

Théoréme 5: Fonction de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes un espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes.
Soient f et g deux applications définies sur X(2) et Y(2) respectivement. Alors les variables aléatoires
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

(En abrégé : X L Y = f(X) L f(Y).)

Démonstration

On utilise le th. précédent. Soient A C f(X(2)) et BC g(Y(2)). On a:

P((f(X) € A) N (g(¥) € B)) =PB((X € f(A)) N (¥ € g7'(B)))
=P(X e f(A)P(Y € g'(B)) car X, Y indépendantes
= P(f(X) € AP(g(Y) € B))-
On a donc bien f(X) 1 g(V).
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Indépendance de n variables aléatoires

Définition 12

Soient Xi, ..., X, n variables aléatoires discrétes (n > 2) définies un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs
dans un ensemble E.

On dit que les variables Xi, ..., X;, sont mutuellement indépendantes (ou tout simplement indépendantes)
lorsque pour tout (X, ..., Xp) € X(2) X -+ X Xp(Q) :

P((X =x) N0 (Xn = xa)) = P(Xi = 30) X -+ X P(X, = xp)
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Indépendance de n variables aléatoires

Définition 12

Soient X, ..., X, n variables aléatoires discrétes (n > 2) définies un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs
dans un ensemble E.

On dit que les variables Xi, ..., X;, sont mutuellement indépendantes (ou tout simplement indépendantes)
lorsque pour tout (X, ...,X,) € X((2) X -+ X Xp(2) :

P((X =x) N0 (Xn = xa)) = P(Xi = 30) X -+ X P(X, = xp)

Comme dans le cas de deux variables aléatoires (voir théoréme 4), on démontre le résultat suivant :
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Indépendance de n variables aléatoires

Définition 12

Soient X, ..., X, n variables aléatoires discrétes (n > 2) définies un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs
dans un ensemble E.

On dit que les variables Xi, ..., X;, sont mutuellement indépendantes (ou tout simplement indépendantes)
lorsque pour tout (X, ...,X,) € X((2) X -+ X Xp(2) :

P((X =x) N0 (Xn = xa)) = P(Xi = 30) X -+ X P(X, = xp)
Comme dans le cas de deux variables aléatoires (voir théoréme 4), on démontre le résultat suivant :

Proposition 8

Soient Xj, ..., X, n variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P).
Alors pour tous sous-ensembles A; € Xi(€2),...,A;, C X,(R2) on a:

P[ﬁ(X; € A,-)] = ﬁP(X,- € Ay).
i=1 i=1
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Démonstration

Supposons X,..., X, indépendantes. On veut démontrer I'indépendance de X, ..., Xi.
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Démonstration

Supposons X,..., X, indépendantes. On veut démontrer I'indépendance de X, ..., Xi.

On vient de voir que pour tous sous-ensembles A; € Xi(R2),...,A, C Xp(2) on a:

n

P ﬂ(X,‘ (S Aj) = ﬁP(Xj (S Aj).

i=1 i=1
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Démonstration

Supposons X,..., X, indépendantes. On veut démontrer I'indépendance de X, ..., Xi.
On vient de voir que pour tous sous-ensembles A; € Xi(R2),...,A, C Xp(2) on a:

n

P ﬂ(X,‘ (S Aj) = ﬁP(Xj (S Aj).
i=1

i=1

Il suffit alors dans cette relation de prendre pour A, ..., A; un singleton puis A; = X;(2) pour i > k +1
pour retrouver la définition de I'indépendance pour (X,..., X).
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Théoréme 6: Lemme des coalitions

Soient X, - -+ , X, n variables aléatoires discrétes (mutuellement) indépendantes et soit k € [2; n—1]. Alors
toute variable aléatoire fonction des variables X, --- , X; est indépendante de toute variable aléatoire
fonction des variables Xiy1, ..., Xp.

Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



(LT PR PRV ) O FRT TR TR PP Indépendance de n variables aléatoires

Théoréme 6: Lemme des coalitions

Soient X, - -+ , X, n variables aléatoires discrétes (mutuellement) indépendantes et soit k € [2; n—1]. Alors
toute variable aléatoire fonction des variables X, --- , X; est indépendante de toute variable aléatoire
fonction des variables Xiy1, ..., Xp.

Démonstration

On considére les deux vecteurs aléatoires : ¥ = (X,--- , Xk) et  Z= (Xewr,---, Xn)-
Montrons que Y et Z sont indépendantes.
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Théoréme 6: Lemme des coalitions

Soient X, - -+ , X, n variables aléatoires discrétes (mutuellement) indépendantes et soit k € [2; n—1]. Alors
toute variable aléatoire fonction des variables X, --- , X; est indépendante de toute variable aléatoire
fonction des variables Xiy1, ..., Xp.

Démonstration

On considére les deux vecteurs aléatoires : ¥ = (X,--- , Xk) et  Z= (Xewr,---, Xn)-
Montrons que Y et Z sont indépendantes.
Soient y = (xi,...,x) € V() et z = (X1, ..., Xn) € Z(2). Alors :

5on=fi-n « €= o

i= i=
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Théoréme 6: Lemme des coalitions

Soient X, - -+ , X, n variables aléatoires discrétes (mutuellement) indépendantes et soit k € [2; n—1]. Alors
toute variable aléatoire fonction des variables X, --- , X; est indépendante de toute variable aléatoire
fonction des variables Xiy1, ..., Xp.

Démonstration

On considére les deux vecteurs aléatoires : ¥ = (X,--- , Xk) et  Z= (Xewr,---, Xn)-
Montrons que Y et Z sont indépendantes.
Soient y = (xi,...,x) € V() et z = (X1, ..., Xn) € Z(2). Alors :

en=fipimn) @ @=nm fmn

= i=k+1

donc

B((Y =) n (2 = 2) =B{A\0% = x)) = [ [ P03 = )

par indépendance des X;.
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Théoréme 6: Lemme des coalitions

Soient X, - -+ , X, n variables aléatoires discrétes (mutuellement) indépendantes et soit k € [2; n—1]. Alors
toute variable aléatoire fonction des variables X, --- , X; est indépendante de toute variable aléatoire
fonction des variables Xiy1, ..., Xp.

Démonstration

On considére les deux vecteurs aléatoires : ¥ = (X,--- , Xk) et  Z= (Xewr,---, Xn)-
Montrons que Y et Z sont indépendantes.
Soient y = (xi,...,x) € V() et z = (X1, ..., Xn) € Z(2). Alors :
k n
(Y:y):ﬁ](X;:x;) et (Z:Z):lﬂ (Xi:X,')

= i=k+1

donc

B((Y =) n (2 = 2) =B{A\0% = x)) = [ [ P03 = )

par indépendance des X;. D’autre part, encore par indépendance des X; :

k
P(Y=y) = P[ﬂ(xf = Xi)] =

i=l1

P(X; = x;) et, de méme, P(Z=12)= l—[ P(Xi = x;)

k n
i=1 i=k+1
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Théoréme 6: Lemme des coalitions

Soient X, - -+ , X, n variables aléatoires discrétes (mutuellement) indépendantes et soit k € [2; n—1]. Alors
toute variable aléatoire fonction des variables X, --- , X; est indépendante de toute variable aléatoire
fonction des variables Xiy1, ..., Xp.

Démonstration

On considére les deux vecteurs aléatoires : ¥ = (X,--- , Xk) et  Z= (Xewr,---, Xn)-
Montrons que Y et Z sont indépendantes.
Soient y = (xi,...,x) € V() et z = (X1, ..., Xn) € Z(2). Alors :
k n
(Y:y):ﬁ](X;:x;) et (Z:Z):lﬂ (Xi:X,')

= i=k+1

donc

B((Y =) n (2 = 2) =B{A\0% = x)) = [ [ P03 = )

par indépendance des X;. D’autre part, encore par indépendance des X; :

k
P(Y=y) = P[ﬂ(xf = Xi)] =

i=l1

P(X; = x;) et, de méme, P(Z=12)= l—[ P(Xi = x;)

k n
i=1 i=k+1

donc ona bienP(Y =y,Z = z) =P(Y = y)P(Z = z), Y et Z sont indépendantes.
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Théoréme 6: Lemme des coalitions

Soient X, - -+ , X, n variables aléatoires discrétes (mutuellement) indépendantes et soit k € [2; n—1]. Alors
toute variable aléatoire fonction des variables X, --- , X; est indépendante de toute variable aléatoire
fonction des variables Xiy1, ..., Xp.

Démonstration

On considére les deux vecteurs aléatoires : ¥ = (X,--- , Xk) et  Z= (Xewr,---, Xn)-
Montrons que Y et Z sont indépendantes.
Soient y = (xi,...,x) € V() et z = (X1, ..., Xn) € Z(2). Alors :

en=fipimn) @ @=nm fmn

= i=k+1

donc

B((Y =) n (2 = 2) =B{A\0% = x)) = [ [ P03 = )

par indépendance des X;. D’autre part, encore par indépendance des X; :

k
P(Y=y) = P[ﬂ(xf = Xi)] =

i=l1

P(X; = x;) et, de méme, P(Z=12)= l—[ P(Xi = x;)

k n
i=1 i=k+1

donc ona bienP(Y =y,Z = z) =P(Y = y)P(Z = z), Y et Z sont indépendantes.
D’aprés le théoréme 5, Y L Z = f(Y) L g(Z), cqfd.
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Définition 13 Extension

Soit (Xp)nen= une suite de variables aléatoires discrétes définies un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs
dans un ensemble E.

Ces variables aléatoires sont dites indépendantes si, pour toute partie finie / ¢ N*, la famille (X;)e/ est
une famille finie de variables aléatoires indépendantes.
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Définition 13 Extension

Soit (Xp)nen= une suite de variables aléatoires discrétes définies un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs
dans un ensemble E.

Ces variables aléatoires sont dites indépendantes si, pour toute partie finie / ¢ N*, la famille (X;)e/ est
une famille finie de variables aléatoires indépendantes.

Si, de plus, les X, suivent la méme loi, on parlera de suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées, en abrégé : «i.i.d ».
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Loi d’'une fonction de variables aléatoires

Proposition 9

Soit X et ¥ deux variables aléatoires discrétes et g une fonction quelconque définie sur X(£2) x Y(£2). Alors
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire discréte.
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Loi d’'une fonction de variables aléatoires

Proposition 9

Soit X et ¥ deux variables aléatoires discrétes et g une fonction quelconque définie sur X(£2) x Y(£2). Alors
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire discréte.

Démonstration

On applique la proposition 2 et la proposition 5 .
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Loi d’'une fonction de variables aléatoires

Proposition 9

Soit X et ¥ deux variables aléatoires discrétes et g une fonction quelconque définie sur X(£2) x Y(£2). Alors
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire discréte.

Démonstration

On applique la proposition 2 et la proposition 5 .

Un cas particulier important de loi d'un couple de variables aléatoires est le cas de la somme, lorsque ces
variables sont discrétes & valeurs complexes.
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Loi d’'une fonction de variables aléatoires

Proposition 9

Soit X et ¥ deux variables aléatoires discrétes et g une fonction quelconque définie sur X(£2) x Y(£2). Alors
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire discréte.

Démonstration

On applique la proposition 2 et la proposition 5 .

Un cas particulier important de loi d'un couple de variables aléatoires est le cas de la somme, lorsque ces
variables sont discrétes & valeurs complexes.

Soient donc (2, A, P), un espace probabilisé et (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur €2, a
valeurs dans R. Notons X(Q2) = {x;, i€ [} et Y(Q) = [yj, je ]] ou /,J sont deux parties de N.
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Loi d’'une fonction de variables aléatoires

Proposition 9

Soit X et ¥ deux variables aléatoires discrétes et g une fonction quelconque définie sur X(£2) x Y(£2). Alors
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire discréte.

Démonstration

On applique la proposition 2 et la proposition 5 .

Un cas particulier important de loi d'un couple de variables aléatoires est le cas de la somme, lorsque ces
variables sont discrétes & valeurs complexes.

Soient donc (2, A, P), un espace probabilisé et (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur €2, a
valeurs dans R. Notons X(Q2) = {x;, i€ [} et Y(Q) = [yj, je ]] ou /,J sont deux parties de N.

Soit Z = X + Y. On sait déja que Z est une variable aléatoire discréte. Pour tout z € Z(2), I'événement

(Z = 2) est la réunion disjointe et au plus dénombrable des évéenements ((X = x;) N (Y = y;)) pour tous
les couples (i,j) € I xJ tels que x; + y; = z.
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Loi d’'une fonction de variables aléatoires

Proposition 9

Soit X et ¥ deux variables aléatoires discrétes et g une fonction quelconque définie sur X(£2) x Y(£2). Alors
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire discréte.

Démonstration

On applique la proposition 2 et la proposition 5 .

Un cas particulier important de loi d'un couple de variables aléatoires est le cas de la somme, lorsque ces
variables sont discrétes & valeurs complexes.

Soient donc (2, A, P), un espace probabilisé et (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur €2, a
valeurs dans R. Notons X(Q2) = {x;, i€ [} et Y(Q) = [yj, je ]] ou /,J sont deux parties de N.

Soit Z = X + Y. On sait déja que Z est une variable aléatoire discréte. Pour tout z € Z(2), I'événement
(Z = 2) est la réunion disjointe et au plus dénombrable des évéenements ((X = x;) N (Y = y;)) pour tous
les couples (i,j) € I xJ tels que x; + y; = z. On aura donc

P(Z=2)= >  B(X=x)n(Y=y)).

(i) tq xj+yj=2
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Loi d’'une fonction de variables aléatoires

Proposition 9

Soit X et ¥ deux variables aléatoires discrétes et g une fonction quelconque définie sur X(Q2) x Y(£2). Alors
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire discréte.

Démonstration
On applique la proposition 2 et la proposition 5 .

Un cas particulier important de loi d'un couple de variables aléatoires est le cas de la somme, lorsque ces
variables sont discrétes & valeurs complexes.

Soient donc (2, A, P), un espace probabilisé et (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur €2, a
valeurs dans R. Notons X(Q2) = {x;, i€ [} et Y(Q) = [yj, je ]] ou /,J sont deux parties de N.

Soit Z = X + Y. On sait déja que Z est une variable aléatoire discréte. Pour tout z € Z(2), I'événement
(Z = 2) est la réunion disjointe et au plus dénombrable des évéenements ((X = x;) N (Y = y;)) pour tous
les couples (i,j) € I xJ tels que x; + y; = z. On aura donc

P(Z=2)= >  B(X=x)n(Y=y)).
(i) tq xi+yj=2

Dans le cas ou les variables X et Y sont indépendantes on aura donc aussi
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration

La loi de X; est la loi géométrique G(p).
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration

La loi de X; est la loi géométrique G(p). On va déterminer la loi du couple (X, X2) :

VieN, Vizi+L P(X=)ne=))=q¢ 'pxgd " p=qg7?p*.
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration

La loi de X; est la loi géométrique G(p). On va déterminer la loi du couple (X, X2) :
VieN, Vizi+L P(X=)ne=))=q¢ 'pxgd " p=qg7?p*.
La variable aléatoire Y = X, — X; est a valeurs dans N* et on a

VkeN*, B(Y = k) =
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration
La loi de X; est la loi géométrique G(p). On va déterminer la loi du couple (X, X2) :
VieN, Vjizi+ L P(=)nX=/))=q"pxqd 'p=q7"p.
La variable aléatoire Y = X, — X; est a valeurs dans N* et on a
VEeN, B(y=k) = > B((%=1)n(%=))

j—i=k
i>1j>2
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration

La loi de X; est la loi géométrique G(p). On va déterminer la loi du couple (X, X2) :
VieN, Vizi+L P(X=)ne=))=q¢ 'pxgd " p=qg7?p*.
La variable aléatoire Y = X, — X; est a valeurs dans N* et on a

+o0
VEeN, P(y=k= > B((=1)n0k=/)= ) P((X=i)n%=i+k)
j-i=k i=
i>1,j>2
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration

La loi de X; est la loi géométrique G(p). On va déterminer la loi du couple (X, X2) :
VieN, Vjizi+ L P(=)nX=/))=q"pxqd 'p=q7"p.

La variable aléatoire Y = X, — X; est a valeurs dans N* et on a

+o0
VEeN, P(y=k= > B((=1)n0k=/)= ) P((X=i)n%=i+k)
j-i=k i=
i>1,j>2

+oco

_ i+k-2 2

= Z qTp
=l
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration

La loi de X; est la loi géométrique G(p). On va déterminer la loi du couple (X, X2) :
VieN, Vizi+L P(X=)ne=))=q¢ 'pxgd " p=qg7?p*.
La variable aléatoire Y = X, — X; est a valeurs dans N* et on a

+o0
VEeN, P(y=k= > B((=1)n0k=/)= ) P((X=i)n%=i+k)

j-i=k =
i>1j>2
iy 2 k-1

_ itk-2 2 _ P9 _ k4

=) g = Toa =PI -
=1 -4

Ainsi Xo — Xi suit aussi une loi géométrique de paramétre p (on pouvait s'en douter...).
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration

La loi de X; est la loi géométrique G(p). On va déterminer la loi du couple (X, X2) :
VieN, Vizi+L P(X=)ne=))=q¢ 'pxgd " p=qg7?p*.
La variable aléatoire Y = X, — X; est a valeurs dans N* et on a

+o0
VEeN, P(y=k= > B((=1)n0k=/)= ) P((X=i)n%=i+k)

j-i=k =
i>1j>2
iy 2 k-1

_ itk-2 2 _ P9 _ k4

=) g = Toa =PI -
=1 -4

Ainsi Xo — Xi suit aussi une loi géométrique de paramétre p (on pouvait s'en douter...).

Il est alors facile de vérifier que Y et Xj sont indépendantes :

B((% = )N (Y =) = B((X = x) N (%~ X = ) = B((X = x) N (% = x +)) = ¢
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Exemple

On réalise une suite d’expériences de type succés-échec, indépendantes, chacune avec la méme probabilité
de succeés p € ]0;1[. On appelle X; la variable aléatoire : « rang du premier succés obtenu » et X, la variable
aléatoire : « rang du second succés ». Montrer que les variables aléatoires X; et X — X; sont indépendantes.

Démonstration

La loi de X; est la loi géométrique G(p). On va déterminer la loi du couple (X, X2) :
VieN, Vizi+L P(X=)ne=))=q¢ 'pxgd " p=qg7?p*.
La variable aléatoire Y = X, — X; est a valeurs dans N* et on a

+o0
VEeN, P(y=k= > B((=1)n0k=/)= ) P((X=i)n%=i+k)

j-i=k =
i>1j>2
iy 2 k-1

_ itk-2 2 _ P9 _ k4

=) g = Toa =PI -
=1 -4

Ainsi Xo — Xi suit aussi une loi géométrique de paramétre p (on pouvait s'en douter...).

Il est alors facile de vérifier que Y et Xj sont indépendantes :
P(X=x)n(Y=y) =B((X =x)n k- X=y) =B(X =x)n (% =x+y)=qg"7?p’

et : P(X = x)P(Y = y) = ¢*'px ¢"'p, donc on a bien P((X; = x) N (V¥ = y)) = P(X = x)P(Y = y).
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).

Démonstration

Puisque X(2) = [0; n]l et ¥(2) = [0; m]l, ona (X+ Y)() = [0; n+ m].
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).

Démonstration

Puisque X(Q2) = [0; n]l et ¥(2) = [0; m]l, on a (X4 Y)(2) = [0; n+ m]. Et pour tout k € [0; n+ m] :

PX+YV=k= ) B(X=)n(y=))=
itj=k
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).

Démonstration

Puisque X(Q2) = [0; n]l et ¥(2) = [0; m]l, on a (X4 Y)(2) = [0; n+ m]. Et pour tout k € [0; n+ m] :

PX+Y=K= ) B(X=)n(y=))= ) BX=i)P(Y=j)=

i+j=k i+j=k
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).

Démonstration

Puisque X(Q2) = [0; n]l et ¥(2) = [0; m]l, on a (X4 Y)(2) = [0; n+ m]. Et pour tout k € [0; n+ m] :

i
i+j=k i+j=k i+j=k

B+ Y =0 = 3 B =00 =)= X Bx =i =)= 3 (T x (")
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).

Démonstration

Puisque X(Q2) = [0; n]l et ¥(2) = [0; m]l, on a (X4 Y)(2) = [0; n+ m]. Et pour tout k € [0; n+ m] :

i
i+j=k i+j=k i+j=k

o= 2

i+j=k

B+ Y =0 = 3 B =00 =)= X Bx =i =)= 3 (T x (")
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).

Démonstration
Puisque X(Q2) = [0; n]l et ¥(2) = [0; m]l, on a (X4 Y)(2) = [0; n+ m]. Et pour tout k € [0; n+ m] :
B+ Y =0 = 3 B =00 =)= X Bx =i =)= 3 (T x (")

i
i+j=k i+j=k i+j=k

e 3 s

i+j=k
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).

Démonstration
Puisque X(Q2) = [0; n]l et ¥(2) = [0; m]l, on a (X4 Y)(2) = [0; n+ m]. Et pour tout k € [0; n+ m] :
B+ Y =0 = 3 B =00 =)= X Bx =i =)= 3 (T x (")
k

i
i+j=k i+j=k i+j=

e 3 s

i+j=

en utilisant la formule de Vandermonde (rappels du chapitre précédent).
Cela démontre que X + Y suit la loi B(n+ m, p).
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Théoréme 7

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de paramétres
respectifs (n, p) et (m, p) alors X + Y suit une loi binomiale de paramétre (n+ m, p).

Démonstration

Puisque X(Q2) = [0; n]l et ¥(2) = [0; m]l, on a (X4 Y)(2) = [0; n+ m]. Et pour tout k € [0; n+ m] :

B+ Y =0 = 3 B =00 =)= X Bx =i =)= 3 (T x (")
k

i
i+j=k i+j=k i+j=

e 3 s

i+j=

en utilisant la formule de Vandermonde (rappels du chapitre précédent).
Cela démontre que X + Y suit la loi B(n+ m, p).

Remarque : Ce résultat est conforme a l'intuition : tirer n boules avec remise dans une urne puis en tirer
de nouveau m revient a en tirer n+ m...
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Démonstration

banale récurrence sur k en remarquant que, si X, ..., Xi sont mutuellement indépendantes, alors X et
Xi + - - - Xx_y sont indépendantes en vertu du lemme des coalitions (théoréme 6).
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Couples de variables aléatoires 3 Loi d'une fonction de variables aléatoires

Démonstration

banale récurrence sur k en remarquant que, si X, ..., Xi sont mutuellement indépendantes, alors X et
Xi + - - - Xx_y sont indépendantes en vertu du lemme des coalitions (théoréme 6).

Corollaire:
Si X, -+, X, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi de Bernoulli

de paramétre p, la variable aléatoire X = X + X2 4 - - - + X,, suit la loi binomiale B(n, p).
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Couples de variables aléatoires 3 Loi d'une fonction de variables aléatoires

Démonstration
banale récurrence sur k en remarquant que, si X, ..., Xi sont mutuellement indépendantes, alors X et

X + -+ - Xk—1 sont indépendantes en vertu du lemme des coalitions (théoréme 6).

Corollaire:
Si X, -+, X, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi de Bernoulli
de paramétre p, la variable aléatoire X = X + X2 4 - - - + X,, suit la loi binomiale B(n, p).

Démonstration

On applique le corollaire précédent puisque la loi de Bernoulli de paramétre p n'est rien d’autre que la loi
B(1, p).
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Couples de variables aléatoires 3 Loi d'une fonction de variables aléatoires

Démonstration
banale récurrence sur k en remarquant que, si X, ..., Xi sont mutuellement indépendantes, alors X et

X + -+ - Xk—1 sont indépendantes en vertu du lemme des coalitions (théoréme 6).

Corollaire:
Si X, -+, X, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi de Bernoulli
de paramétre p, la variable aléatoire X = X + X2 4 - - - + X,, suit la loi binomiale B(n, p).

Démonstration
On applique le corollaire précédent puisque la loi de Bernoulli de paramétre p n'est rien d’autre que la loi

B(1, p).

Remarque : on peut aussi dire que, puisque chaque X; vaut 0 ou 1 selon échec/succés a chaque épreuve,
la somme Xj + - - - + X, représente tout simplement le nombre de succés dans n épreuves de Bernoulli
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Couples de variables aléatoires discrétes

Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres

respectifs A et ¢ alors X 4+ Y suit la loi de Poisson de paramétre A + p.
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Couples de variables aléatoires discretes

Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et ¢ alors X 4+ Y suit la loi de Poisson de paramétre A + p.

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d’abord Z(€2) = N et pour tout k € N :
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Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et u alors X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d’abord Z(€2) = N et pour tout k € N :

P(z=k= ) B(X=)n(=))

(if)EN?/i+j=k
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Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et u alors X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d’abord Z(€2) = N et pour tout k € N :

k
P(z=k= Y B(X=)n(=j))=)RB(X=0)n(=k-i)
i=0

(if)EN?/i+j=k
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Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et u alors X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d’abord Z(€2) = N et pour tout k € N :

k
P(z=k= Y B(X=)n(=j))=)RB(X=0)n(=k-i)
i=0

(if)EN?/i+j=k

k
= Z P(X =)P(Y = k—1) car X et YV sont indépendantes
i=0
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Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et u alors X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d’abord Z(€2) = N et pour tout k € N :

k
P(z=k= Y B(X=)n(=j))=)RB(X=0)n(=k-i)
i=0

(if)EN?/i+j=k

P(X =)P(Y = k—1) car X et YV sont indépendantes
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Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et u alors X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d’abord Z(€2) = N et pour tout k € N :

k
P(z=k= Y B(X=)n(=j))=)RB(X=0)n(=k-i)
i=0

(if)EN?/i+j=k

k

= Z (X=0NP(Y =k-1) car X et YV sont indépendantes
i=0
k

i i k i, k—i
_ Z “ T 3 At
il ,)! 211k~ i)!

() K Kl

:TZﬂ(k.t)' 'k_

Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Lo S PRVETEPY Y PO PTG (U IT I Loi d'une fonction de variables aléatoires

Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et u alors X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d’abord Z(€2) = N et pour tout k € N :

k
P(z=k= Y B(X=)n(=j))=)RB(X=0)n(=k-i)
i=0

(if)EN?/i+j=k

k
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Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et u alors X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d’abord Z(€2) = N et pour tout k € N :

k
P(z=k= Y B(X=)n(=j))=)RB(X=0)n(=k-i)
i=0

(if)EN?/i+j=k

P(X =)P(Y = k—1) car X et YV sont indépendantes
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Théoréme 8

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et u alors X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .

Démonstration
Soit Z = X + Y. On a tout d'abord Z(€2) = N et pour tout k € N :

k
P(z=k= Y B(X=)n(=j))=)RB(X=0)n(=k-i)
i=0

(if)EN?/i+j=k

- 1

P(X =)P(Y = k—1) car X et YV sont indépendantes
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Moments d’une variable aléatoire discréte

Les variables aléatoires considérées dans ce paragraphe sont a valeurs réelles ou complexes.
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Espérance

Définition 14
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans C.
@ si X(2) est fini, X(2) = {xi,..., x}, alors 'espérance de X est

n

E(X) = > xP(X =

i=1
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Espérance

Définition 14

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans C.

@ si X(2) est fini, X(2) = {xi,..., x}, alors 'espérance de X est

n

E(X) = ) xP(X = x).

i=l1

@ si X(R2) est infini, X(2) = {x;, i € I} avec / dénombrable, on dira que X admet une espérance ou

est d’espérance finie si la famille (x]P’(X = x)) est sommable. Dans ce cas 'espérance de X

xeX(Q)

E(X)= ) xP(X=x)=) xP(X=1x)

xeX(2) i€l

est :

(par convention xP(X = x) = 0 lorsque x = +o0 et P(X = x) = 0).
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Espérance

Définition 14

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans C.

@ si X(2) est fini, X(2) = {xi,..., x}, alors 'espérance de X est

n

E(X) = ) xP(X = x).

i=l1

@ si X(R2) est infini, X(2) = {x;, i € I} avec / dénombrable, on dira que X admet une espérance ou

est d’espérance finie si la famille (x]P’(X = x)) est sommable. Dans ce cas 'espérance de X

xeX(Q)

E(X)= ) xP(X=x)=) xP(X=1x)

xeX(2) i€l

est :

(par convention xP(X = x) = 0 lorsque x = +o0 et P(X = x) = 0).

Remarques

@ Une variable aléatoire discréte finie a toujours une espérance ce qui n'est pas le cas pour une variable
aléatoire discréte infinie.
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Moments d’une variable aléatoire discréte EXTIIFLIVS

@ Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général x,P(X = x,) est absolument convergente et alors

o0

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

@ Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général x,P(X = x,) est absolument convergente et alors

o0

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0

@ Labsolue convergence est nécessaire car l'ordre dans lequel les termes sont additionnés ne doit pas
intervenir (en effet, lors d'une expérience aléatoire, les résultats peuvent apparaitre dans n'importe
quel ordre), cette condition est liée a 'absolue convergence (voir chapitre précédent).
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@ Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général x,P(X = x,) est absolument convergente et alors

o0

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0

@ Labsolue convergence est nécessaire car l'ordre dans lequel les termes sont additionnés ne doit pas
intervenir (en effet, lors d'une expérience aléatoire, les résultats peuvent apparaitre dans n'importe
quel ordre), cette condition est liée a 'absolue convergence (voir chapitre précédent).

Exemple

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs n € N* avec les probabilités :

P(x:n):m.
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

@ Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général x,P(X = x,) est absolument convergente et alors

o0

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0

@ Labsolue convergence est nécessaire car l'ordre dans lequel les termes sont additionnés ne doit pas
intervenir (en effet, lors d'une expérience aléatoire, les résultats peuvent apparaitre dans n'importe
quel ordre), cette condition est liée a 'absolue convergence (voir chapitre précédent).

Exemple
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs n € N* avec les probabilités :
POX=n) = ——
=n)= —— .
n(n+1)

~+o0

2@ _ong o q 1 _
Cette définition a bien un sens puisque né] res i 1.
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@ Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général x,P(X = x,) est absolument convergente et alors

o0

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0

@ Labsolue convergence est nécessaire car l'ordre dans lequel les termes sont additionnés ne doit pas
intervenir (en effet, lors d'une expérience aléatoire, les résultats peuvent apparaitre dans n'importe
quel ordre), cette condition est liée a 'absolue convergence (voir chapitre précédent).

Exemple
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs n € N* avec les probabilités :
POX=n) = ——
=n)= —— .
n(n+1)

~+o0

2@ _ong o q 1 _
Cette définition a bien un sens puisque né] res i 1.

Cette variable aléatoire n'a pas d’espérance finie.
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@ Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général x,P(X = x,) est absolument convergente et alors

+oo

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0

@ Labsolue convergence est nécessaire car l'ordre dans lequel les termes sont additionnés ne doit pas
intervenir (en effet, lors d'une expérience aléatoire, les résultats peuvent apparaitre dans n'importe
quel ordre), cette condition est liée a 'absolue convergence (voir chapitre précédent).

Exemple
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs n € N* avec les probabilités :
POX=n) = ——
=n)= —— .
n(n+1)

“+oo

2@ _ong o q 1 _
Cette définition a bien un sens puisque né] res i 1.

Cette variable aléatoire n'a pas d’espérance finie.
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Moments d’une variable alé; cré Espérance

Théoréme 9

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N (ou dans N U {4c0}).
X admet une espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge et alors :

E(X) = iop(x > k) = iop(x > k).
k=0

k=1
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Théoréme 9

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N (ou dans N U {4c0}).
X admet une espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge et alors :

+oo +oo
E(X) = kZ::P(X > k)= I;)P(x > k).

Démonstration

La démonstration repose sur le calcul ci-dessous (c’est une transformation d’Abel), pour tout N € N* :

ZN:k]P(X: k) = ZN:k[]P’(Xz k) =P(X > k+1)]
k=1 k:

=]
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Théoréme 9

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N (ou dans N U {4c0}).
X admet une espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge et alors :

+oo +oo
E(X) = kZ::P(X > k)= I;)P(x > k).

Démonstration

La démonstration repose sur le calcul ci-dessous (c’est une transformation d’Abel), pour tout N € N* :
N
=

ZN]kP(x:k):Zk[p(x;k)-P(xzkH)]:ZN:kp(mk)-ZN:kp(x>k+1)
k=1 k:

k=1 Iz
=0
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Théoréme 9

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N (ou dans N U {4c0}).

X admet une espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge et alors :

+oo +oo
E(X) = kZ::P(X > k)= I;)P(x > k).

Démonstration

La démonstration repose sur le calcul ci-dessous (c’est une transformation d’Abel), pour tout N € N* :

ZN]k]P(X:k):ik[P(X)k)—P(X>k+l)]:ZN:kP(X>k)—ZN:k]P(X>k+1)
k=1 k k=1 7

=1 f:{O

N NA+1

=Y k(X > k)= ) (k=1P(X > k)
k=1

k=1
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Théoréme 9

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N (ou dans N U {4c0}).

X admet une espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge et alors :

+oo +oo
E(X) = kZ::P(X > k)= I;)P(x > k).

Démonstration

La démonstration repose sur le calcul ci-dessous (c’est une transformation d’Abel), pour tout N € N* :

ZN]kn»(x =k) = ZN:k[]P’(Xz k) =P(X > k+1)| = Zk}?(x k) - ka(x k+1)
k=1 k=1 k=1 fg
=0

N NA+1 NA+1

=Y k(X > k)= ) (k=1P(X > k) Z]P’(X —(N4T)P(X > N +1).
k=1
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Théoréme 9

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N (ou dans N U {4c0}).
X admet une espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge et alors :

+oo +oo
E(X) = kZ::P(X > k)= I;)P(x > k).

Démonstration

La démonstration repose sur le calcul ci-dessous (c’est une transformation d’Abel), pour tout N € N* :

ZN]kn»(x =k) = ZN:k[]P’(Xz k) =P(X > k+1)| = Zk}?(x k) - ka(x k+1)
k=1 k=1 k=1 fg
=0

N NA+1 NA+1

=Y k(X > k)= ) (k=1P(X > k) Z]P’(X —(N4T)P(X > N +1).
k=1

@ Supposons que la série de terme général P(X > k) converge. D’aprés le calcul ci-dessus, on a:
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Théoréme 9

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N (ou dans N U {4c0}).
X admet une espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge et alors :

+oo +oo
E(X) = kZ::P(X > k)= I;)P(x > k).

Démonstration

La démonstration repose sur le calcul ci-dessous (c’est une transformation d’Abel), pour tout N € N* :

ZN]kn»(x =k) = ZN:k[]P’(Xz k) =P(X > k+1)| = Zk}?(x k) - ka(x k+1)
k=1 k=1 k=1 fg
=0

N N+ N+
=Y k(X > k)= ) (k=1P(X > k) Z]P’(X —(N4T)P(X > N +1).
k=1 k=1
@ Supposons que la série de terme général P(X > k) converge. D’aprés le calcul ci-dessus, on a:
N+1 +oo0
VN eN, Zk]P(X_k) DIB(X > k) < Y P(X> k)
k=1 k=1
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Théoréme 9

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N (ou dans N U {4c0}).
X admet une espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge et alors :

+oo +oo
E(X) = kZ::P(X > k)= I;)P(x > k).

Démonstration

La démonstration repose sur le calcul ci-dessous (c’est une transformation d’Abel), pour tout N € N* :

ZN]kn»(x =k) = ZN:k[]P’(Xz k) =P(X > k+1)| = Zk}?(x k) - ka(x k+1)
k=1 k=1 k=1 fg
=0

N N+ N+
=Y k(X > k)= ) (k=1P(X > k) Z]P’(X —(N4T)P(X > N +1).
k=1 k=1
@ Supposons que la série de terme général P(X > k) converge. D’aprés le calcul ci-dessus, on a:
N+1 +oo0
VN eN, Zk]P(X_k) DIB(X > k) < Y P(X> k)
k=1 k=1

donc la série a termes positifs Y} kP(X = k) converge, et E(X) existe.
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Démonstration (suite)

@ Supposons que E(X) existe. Alors pour tout entier N :

(N+D)P(X=N+1)=(N+1) io P(X =k) < io kP(X = k)
k=N-+1 k=N-+1

onval) Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration (suite)

@ Supposons que E(X) existe. Alors pour tout entier N :

(N+D)P(X=N+1)=(N+1) io P(X =k) < io kP(X = k)
k=N-+1 k=N-+1

donc NIiT (N+1)P(X > N+1)=0.
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration (suite)

@ Supposons que E(X) existe. Alors pour tout entier N :

(N+D)P(X=N+1)=(N+1) i" P(X =k) < i" kP(X = k)
k=N-+1 k=N-+1

donc NIiT (N+1)P(X > N+1)=0.

D’apres le calcul préliminaire, on en déduit :

N+1 N
NLiTw(; P(X > k)] = NLiTw(; KP(X = k)] = E(X),
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Démonstration (suite)

@ Supposons que E(X) existe. Alors pour tout entier N :

(N+D)P(X=N+1)=(N+1) i" P(X =k) < i" kP(X = k)
k=N-+1 k=N-+1

donc NIiT (N+1)P(X > N+1)=0.
D’aprés le calcul préliminaire, on en déduit :
N1

N
NLiTw(; P(X > k)] = NLiTw(; KP(X = k)] = E(X),

ce qui prouve que la série Y, P(X > k) converge et donne I'égalité annoncée.
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration (suite)

@ Supposons que E(X) existe. Alors pour tout entier N :

(N+D)P(X=N+1)=(N+1) f P(X =k) < f kP(X = k)
k=N-+1 k=N-+1

donc NIiT (N+1)P(X > N+1)=0.
D’aprés le calcul préliminaire, on en déduit :

N+1

N
NLiTw(; P(X > k)] = NLiTw(; KP(X = k)] = E(X),

ce qui prouve que la série Y, P(X > k) converge et donne I'égalité annoncée.

+o00 +o00
@ Enfin, la relation Z]P’(X > k)= Z P(X > k) est immédiate a l'aide d’'un changement d'indice, et
k=1 k=0
puisque, X ne prenant que des valeurs entiéres, on a (X > k) = (X > k+1).
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Théoréme 10: de transfert
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans un ensemble E.
Notons X(2) = {x;, 7€/} (/ au plus dénombrable).

Soit f une application de X(€2) dans C. La variable aléatoire f(X) admet une espérance si et seulement si
la famille (f(x)]P’(X = X))xex(n) est sommable, et dans ce cas :

E(F() = D FOORX =x) = D f(x)P(X = x).

xeX(2) i€l
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Théoréme 10: de transfert

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans un ensemble E.
Notons X(2) = {x;, i€ I} (/ au plus dénombrable).

Soit f une application de X(€2) dans C. La variable aléatoire f(X) admet une espérance si et seulement si

la famille (£(x)B(X = x))

ex(@) est sommable, et dans ce cas :

E(F() = D FOORX =x) = D f(x)P(X = x).

xeX(2) i€l

Lintérét de ce théoréme est de pouvoir calculer I'espérance de f(X) sans avoir besoin de calculer sa loi,
seulement en connaissant la loi de X.
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Démonstration

Notons f(X)(Q) = {f(xi), i€ l}={y, jeJ}
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration

Notons f(X)(Q) = {f(xi), i€ l}={y, jeJ}

Supposons que f(X) admet une espérance finie. Alors :

E(f(X)) = Z YE(F(X) = y)). la famille (yB(f(X) = y,-))jel étant sommable.
jel
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration

Notons f(X)(Q) = {f(xi), i€ l}={y, jeJ}

Supposons que f(X) admet une espérance finie. Alors :

E(f(X)) = Z YE(F(X) = y)). la famille (yB(f(X) = y,-))jel étant sommable.
jel

Soit fj = {i eltq f(x) = y,} La famille (/;);e; est une partition de / et on a: (f(X) = y) = U(X = X;),

i€l

cette réunion étant disjointe. Donc P(f(X) = y;) = Z]P’(X = xj).

i€l
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration

Notons f(X)(Q) = {f(xi), i€ l}={y, jeJ}

Supposons que f(X) admet une espérance finie. Alors :

E(f(X)) = Z YE(F(X) = y)). la famille (yB(f(X) = y,-))jel étant sommable.
jel

Soit fj = {i eltq f(x) = y,} La famille (/;);e; est une partition de / et on a: (f(X) = y) = U(X = X;),
i€l
cette réunion étant disjointe. Donc P(f(X) = y;) = Z]P’(X = xj).
i€l
En remplacant dans la formule précédente :

E(f(X)) = D% [Z P(X = x,-)] = [Z F)B(X = x,-)] :

iel;

jel jel \iel;
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration

Notons f(X)(Q) = {f(xi), i€ l}={y, jeJ}

Supposons que f(X) admet une espérance finie. Alors :

E(f(X)) = Z YE(F(X) = y)). la famille (yB(f(X) = y,-))ie] étant sommable.
jel

Soit fj = {i eltq f(x) = y,} La famille (/;);e; est une partition de / et on a: (f(X) = y) = U(X = X;),
i€l
cette réunion étant disjointe. Donc P(f(X) = y;) = Z]P’(X = xj).
i€l
En remplacant dans la formule précédente :

E(f(X)) = D% [Z P(X = x,-)] = [Z F)B(X = x,-)] :

jo el jei \iel;

Par le théoréme de sommation par paquets (possible car la famille de départ est sommable), puisque
||y = I on obtient :
j€l

E(f(X)) = D F(xi)P(X = x)).

i€l
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration

Notons f(X)(Q) = {f(xi), i€ l}={y, jeJ}

Supposons que f(X) admet une espérance finie. Alors :

E(f(X)) = Z YE(F(X) = y)). la famille (yB(f(X) = y,-))ie] étant sommable.
jel

Soit fj = {i eltq f(x) = y,} La famille (/;);e; est une partition de / et on a: (f(X) = y) = U(X = X;),
i€l
cette réunion étant disjointe. Donc P(f(X) = y;) = Z]P’(X = xj).
i€l
En remplacant dans la formule précédente :

E(f(X) = D 5| D B(X = x)|= D[ > F(x)P(X = x;)

jo el jei \iel;

Par le théoréme de sommation par paquets (possible car la famille de départ est sommable), puisque
||y = I on obtient :
j€l

E(f(X)) = D F(xi)P(X = x)).

i€l

Limplication réciproque se traite de la méme facon (dans le théoréme d’associativité généralisé, il y a une
équivalence).
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Alors es

d’espérance finie si et seulement si la famille des (f(x,-,y]-)]P((X =x)Nn(Y= y,)))( ) est sommable,
ij)elx]
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Alors

d’espérance finie si et seulement si la famille des (f(x,-,y]-)]P((X =x)Nn(Y= y,)))( ) est sommable, et
ij)elx]

alors :
E(Z)= D, fey)B(X=x)n (¥ =y))

(ij)elx)

/ariables aléatoires discrétes Feévrier 2023
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une application de X X, Y). Alors Z es
d’espérance finie si et seulement si la famille des (f(x,-,y]-)]P((X =x)Nn(Y= yl)))( ) est sommable, et
ij)elx]

alors :
E(Z)= D, fey)B(X=x)n (¥ =y))

(ij)elx)
En particulier, sous réserve qu'elle existe, on aura, avec les mémes notations :

E(XY) = > xyP((X =x)n (Y =y)).

(ij)elx]

Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Soit / une application de X(€2) X Y(£2) dans C, et Z la variable aléatoire Z = f(X, Y). Alors Z est
d’espérance finie si et seulement si la famille des (f(x,-,y]-)]P((X =x)Nn(Y= yl)))( ) est sommable, et
if)elx)

alors :
E(Z)= D, fey)B(X=x)n (¥ =y))

(ij)elx)
En particulier, sous réserve qu'elle existe, on aura, avec les mémes notations :

E(XY) = > xyP((X=x)n (Y =)

(ij)elx]

Théoréme 11: Linéarité de 'espérance

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans C, et
soit A € C.
Si les espérances de X et de Y existent, alors 'espérance de AX + Y existe et

E(AX + Y) = AB(X) + E(Y).
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Démonstration

Notons X(2) = {x;, i€ [} et Y(Q2) = {yj, je}} ot /,J sont deux parties de N.
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration

Notons X(2) = {x;, i€ [} et Y(Q2) = {yj, je}} ot /,J sont deux parties de N.
Les événements (¥ = ;) pour j € ] formant un systeme complet, on a :

Viel, P(X:x,»):ZIP((sz,-)ﬂ(Y:yi))
i€l
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration

Notons X(2) = {x;, i€ [} et Y(Q2) = {yj, je}} ot /,J sont deux parties de N.
Les événements (¥ = ;) pour j € ] formant un systeme complet, on a :

Viel, P(X:x,»):ZIP((sz,-)ﬂ(Y:yi))
i€l

puis en utilisant le théoréme de Fubini (la famille définissant E(X) étant sommable) :

E(X) = Z XP(X = x;) = Z KP((X = x) 0 (¥ =y))-

i€l (ij)elx)
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Démonstration

Notons X(2) = {x;, i€ [} et Y(Q2) = {yj, je}} ot /,J sont deux parties de N.
Les événements (¥ = ;) pour j € ] formant un systeme complet, on a :

Viel P(X=x)= > B(X=x)n(Y=y))
jel
puis en utilisant le théoréme de Fubini (la famille définissant E(X) étant sommable) :

E(X) = Z XP(X = x;) = Z KP((X = x) 0 (¥ =y))-

i€l (ij)elx)
De méme :

E(V)= D, yB(Xx=x)in(¥=y)),

(ij)elx]
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Démonstration

Notons X(2) = {x;, i€ [} et Y(Q2) = {yj, je}} ot /,J sont deux parties de N.
Les événements (¥ = ;) pour j € ] formant un systeme complet, on a :

Viel P(X=x)= > B(X=x)n(Y=y))
Jjel
puis en utilisant le théoréme de Fubini (la famille définissant E(X) étant sommable) :
E(X)= Y xP(X=x)= > xP((X=x)n(Y=y))
iel (if)elx)
De méme :
B = ), yE(x=xin(r=y)
(ij)elx]
donc, par addition de deux familles sommables :

AB(X) +E(Y) = Z (i + y)B((X = x) 0 (Y = 7).
(ij)elx)
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Démonstration

Notons X(2) = {x;, i€ [} et Y(Q2) = {y,, je}} ot /,J sont deux parties de N.
Les événements (¥ = ;) pour j € ] formant un systeme complet, on a :

Viel P(X=x)= > B(X=x)n(Y=y))
jel
puis en utilisant le théoréme de Fubini (la famille définissant E(X) étant sommable) :
E(X)= Y xP(X=x)= > xP((X=x)n(Y=y))
i€l (ij)elx)

De méme : B(Y) = Z },l,]p(()(:x)iﬁ(Y:)’l'))»

(ij)elx]
donc, par addition de deux familles sommables :
AB(X) +E(Y) = > (A +y)P((X = x) 0 (¥ = ).
(ij)elx)
En considérant alors I'application f définie sur X(€2) X Y(Q2) par f: (x,y) = Ax + y, le théoreme de

transfert donne directement que AX + Y posséde une espérance et que

E(AX +Y) = Z (A + y)B((X = x:) 0 (¥ = y)) = AB(X) +E(Y).
(ij)elx]
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Définition 15

Soit X une variable aléatoire discréte dont 'espérance existe. Puisque E(1) =1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — E(X) est d’espérance nulle. On I'appelle variable aléatoire centrée
associée a X.




Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Définition 15

Soit X une variable aléatoire discréte dont I'espérance existe. Puisque E(1) = 1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — E(X) est d’espérance nulle. On I'appelle variable aléatoire centrée
associée a X.

Proposition 10: Positivité de 'espérance

Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P). Si X > 0 (c'est-a-dire si
X(w) > 0 pour tout w € Q) et si son espérance existe, alors E(X) > 0.

De plus, si X >0 et si E(X) = 0, alors P(X = 0) = 1 (on dit que X est quasi certainement nulle ou
presque siirement nulle).
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Moments d’une variable aléatoire discréte IV

Définition 15

Soit X une variable aléatoire discréte dont I'espérance existe. Puisque E(1) = 1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — E(X) est d’espérance nulle. On I'appelle variable aléatoire centrée
associée a X.

Proposition 10: Positivité de 'espérance

Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P). Si X > 0 (c'est-a-dire si
X(w) > 0 pour tout w € Q) et si son espérance existe, alors E(X) > 0.

De plus, si X > 0 et si E(X) = 0, alors P(X = 0) =1 (on dit que X est quasi certainement nulle ou
presque siirement nulle).

Démonstration
C'est quasi immédiat :

@ En notant X(Q2) = {x,, ne N}:
+o00

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0
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Définition 15

Soit X une variable aléatoire discréte dont I'espérance existe. Puisque E(1) = 1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — E(X) est d’espérance nulle. On I'appelle variable aléatoire centrée
associée a X.

Proposition 10: Positivité de 'espérance

Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P). Si X > 0 (c'est-a-dire si
X(w) > 0 pour tout w € Q) et si son espérance existe, alors E(X) > 0.

De plus, si X > 0 et si E(X) = 0, alors P(X = 0) =1 (on dit que X est quasi certainement nulle ou
presque siirement nulle).

Démonstration
C'est quasi immédiat :

@ En notant X(Q2) = {x,, ne N}:
+o00

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0

donc si X > 0 alors les x, sont > 0 dott E(X) > 0.
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Définition 15

Soit X une variable aléatoire discréte dont I'espérance existe. Puisque E(1) = 1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — E(X) est d’espérance nulle. On I'appelle variable aléatoire centrée
associée a X.

Proposition 10: Positivité de I'espérance
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P). Si X > 0 (c'est-a-dire si
X(w) > 0 pour tout w € Q) et si son espérance existe, alors E(X) > 0.

De plus, si X > 0 et si E(X) = 0, alors P(X = 0) =1 (on dit que X est quasi certainement nulle ou
presque siirement nulle).

Démonstration
C'est quasi immédiat :

@ En notant X(Q2) = {x,, ne N}:
+o00

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0
donc si X > 0 alors les x, sont > 0 d'ou E(X) > 0.

@ Et si de plus E(X) = 0 alors pour tout n on a x,P(X = x,,) = 0 donc si x, # 0 on a P(X = x,) = 0;
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Définition 15

Soit X une variable aléatoire discréte dont I'espérance existe. Puisque E(1) = 1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — E(X) est d’espérance nulle. On I'appelle variable aléatoire centrée
associée a X.

Proposition 10: Positivité de I'espérance
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P). Si X > 0 (c'est-a-dire si
X(w) > 0 pour tout w € Q) et si son espérance existe, alors E(X) > 0.

De plus, si X > 0 et si E(X) = 0, alors P(X = 0) =1 (on dit que X est quasi certainement nulle ou
presque siirement nulle).

Démonstration
C'est quasi immédiat :

@ En notant X(Q2) = {x,, ne N}:
+o00

E(X) = ) xP(X = x,).

n=0
donc si X > 0 alors les x, sont > 0 d'ou E(X) > 0.
@ Et si de plus E(X) = 0 alors pour tout n on a x,P(X = x,,) = 0 donc si x, # 0 on a P(X = x,) = 0;

+oo
et puisque Y, P(X = x,) =1, il existe un entier ng tel que x,, = 0 et alors P(X = x,,) = 1.
0

n=|
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Définition 15

Soit X une variable aléatoire discréte dont I'espérance existe. Puisque E(1) = 1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — E(X) est d’espérance nulle. On I'appelle variable aléatoire centrée
associée a X.

Proposition 10: Positivité de I'espérance
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P). Si X > 0 (c'est-a-dire si
X(w) = 0 pour tout w € ) et si son espérance existe, alors E(X) > 0.

De plus, si X > 0 et si E(X) = 0, alors P(X = 0) =1 (on dit que X est quasi certainement nulle ou
presque siirement nulle).

Proposition 11: Croissance de 'espérance

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (€2, A, P), dont
I'espérance existe.

Si X < Y sur Q, alors E(X) < E(Y).
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Définition 15

Soit X une variable aléatoire discréte dont I'espérance existe. Puisque E(1) = 1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — E(X) est d’espérance nulle. On I'appelle variable aléatoire centrée
associée a X.

Proposition 10: Positivité de I'espérance
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P). Si X > 0 (c'est-a-dire si
X(w) > 0 pour tout w € Q) et si son espérance existe, alors E(X) > 0.

De plus, si X > 0 et si E(X) = 0, alors P(X = 0) =1 (on dit que X est quasi certainement nulle ou
presque siirement nulle).

Proposition 11: Croissance de 'espérance

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (22, A, P), dont
I'espérance existe.

Si X < Y sur Q, alors E(X) < E(Y).

Démonstration

On utilise la positivité de 'espérance, appliqué a Y — X, et la linéarité de 'espérance.
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Proposition 12

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P), X a valeurs dans C et
Y a valeurs dans R. On suppose que I'espérance de Y existe, et que |X| < Y sur Q.

Alors I'espérance de X existe.

Démonstration

On reprend toutes les notations du th. de linéarité (notations habituelles). Pour tout i € N on a:
x| P(X = x;) = Ixil Z]]P’((X =x)N(Y=y))= Z]|x,-|]P’((X =x)N(Y =y)).
Je je
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Proposition 12

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P), X a valeurs dans C et
Y a valeurs dans R. On suppose que I'espérance de Y existe, et que |X| < Y sur Q.
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x| P(X = x;) = Ixil Z]]P’((X =x)N(Y=y))= Z]|x,-|]P’((X =x)N(Y =y)).
Je je

Or Gl P((X = xi) N (Y = 7)) < yP((X = x) 0 (Y = 7))
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Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P), X a valeurs dans C et
Y a valeurs dans R. On suppose que I'espérance de Y existe, et que |X| < Y sur Q.
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IXi|P(X = x;) = |x,-|j§]]P’((X =x)N(Y =y)) :1%|x,-|]P’((X =x)N(Y =y)).

Or |xi|P((X = xi) N (Y = y)) < yP((X = xi) N (Y = y;)) ! En effet, soit la probabilité de I'événement
(X = x;) N (Y = y;) est nulle, auquel cas c’est vérifig,
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JE JjE
Or |xi|P((X = xi) N (Y = y)) < yP((X = xi) N (Y = y;)) ! En effet, soit la probabilité de I'événement
(X = x;) N (Y = y;) est nulle, auquel cas c’est vérifié, soit il existe un w tel que X(w) = x; et Y(w) = y;
et puisque |X(w)| < Y(w) on a encore l'inégalité.
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Espérance

Proposition 12

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P), X a valeurs dans C et
Y a valeurs dans R. On suppose que I'espérance de Y existe, et que |X| < Y sur Q.

Alors I'espérance de X existe.
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x| P(X = x;) = Ixil Z]]P’((X =x)N(Y=y))= Z]|x,-|]P’((X =x)N(Y =y)).
Je Je
Or |xi|P((X = xi) N (Y = y)) < yP((X = xi) N (Y = y;)) ! En effet, soit la probabilité de I'événement

(X = x;) N (Y = y;) est nulle, auquel cas c’est vérifié, soit il existe un w tel que X(w) = x; et Y(w) = y;
et puisque |X(w)| < Y(w) on a encore l'inégalité.

Ainsi x| P(X = x;) < Z]y/]P’((X =x)N (Y =y)).
je
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Ainsi x| P(X = x;) < Z]y/]P’((X =x)N (Y =y)).
je

De plus, E(Y) = X yP(Y =) =2y (Z P(X=x)n (Y= y,))), (formule des probabilités totales),
jel j€l i€l
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De plus, E(Y) = X yP(Y =) =2y (Z P(X=x)Nn (V= y,))), (formule des probabilités totales), et
jel jel i€l

la suite double (y,v]P’((X =x)n(Y = yf)))(i/)eNZ est donc sommable puisque E(Y) existe.
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De plus, E(Y) = X yP(Y =) =2y (Z P(X=x)Nn (V= y,))), (formule des probabilités totales), et
jel j€l i€l
la suite double (y,v]P’((X =x)n(Y = yf)))(i,/)eNZ est donc sommable puisque E(Y) existe.
Par Fubini, Y [x;|P(X = x;) < X 2 yP((X = xi) N (Y = y;)) = E(Y) < 40, ce qui permet alors de
il icl je

conclure que 'espérance de X existe.
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Théoréme 12: Produit de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P), dont I'espérance
existe.

Si X et Y sont indépendantes, la variable aléatoire Z = XY posséde une espérance finie et
E(XY) = E(X)E(Y).
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Théoréme 12: Produit de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P), dont I'espérance
existe.
Si X et Y sont indépendantes, la variable aléatoire Z = XY posséde une espérance finie et

E(XY) = E(X)E(Y).

Démonstration

Avec les notations désormais habituelles, puisque X et Y admettent une espérance, les séries
> xiP(X = x;) et 3 y;P(Y = y;) sont absolument convergentes. Les théorémes sur les familles sommables
i j

permettent alors d’écrire :
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Théoréme 12: Produit de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et ¥ deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, A, P), dont I'espérance
existe.
Si X et Y sont indépendantes, la variable aléatoire Z = XY posséde une espérance finie et

E(XY) = E(X)E(Y).

Démonstration

Avec les notations désormais habituelles, puisque X et Y admettent une espérance, les séries
> xiP(X = x;) et 3 y;P(Y = y;) sont absolument convergentes. Les théorémes sur les familles sommables
i j

permettent alors d’écrire :

E(X)E(Y) = {Z xP(X = Xi)] DR =)
J

i
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i j
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E(X)B(Y) = [Z XP(X = x,»)] [Z yB(Y = y,-)]
J

i

Z xiyP(X = x))P(Y = y;) famille double sommable
(ij)en?
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Théoréme 13: Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire discréte réelle positive, dont 'espérance existe.
Alors, pour tout réel a> 0 :

P(X>a)<@~
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Théoréme 13: Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire discréte réelle positive, dont 'espérance existe.
Alors, pour tout réel a> 0 :

Démonstration

Soit X(£2) = {x», ne€ N} avec ici les x, positifs ou nuls.
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Théoréme 13: Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire discréte réelle positive, dont 'espérance existe.
Alors, pour tout réel a> 0 :

Démonstration
+o0

Soit X(£2) = {xn, n € N} avec ici les x, positifs ou nuls. On a E(X) = Z xnP(X = xp).
n=0
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Théoréme 13: Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire discréte réelle positive, dont 'espérance existe.
Alors, pour tout réel a> 0 :

Démonstration
+o0
Soit X(£2) = {xn, n € N} avec ici les x, positifs ou nuls. On a E(X) = Z xnP(X = xp).

=
Notons / 'ensemble des entiers n tels que x,, est supérieur ou égal a a, et k, 'ensemble des indices n tels
que x, < a.
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Soit X une variable aléatoire discréte réelle positive, dont 'espérance existe.
Alors, pour tout réel a> 0 :

Démonstration
+o0
Soit X(£2) = {xn, n € N} avec ici les x, positifs ou nuls. On a E(X) = Z xnP(X = xp).

=
Notons / 'ensemble des entiers n tels que x,, est supérieur ou égal a a, et k, 'ensemble des indices n tels
que x, < a.

Dong, la série étant absolument convergente, par sommation par paquets :

E(X) = > xP(X = xn) + > xP(X = x,) > > xP(X = x,) > a ) B(X = xp)

neh nekh neh neh

>0
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Théoréme 13: Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire discréte réelle positive, dont 'espérance existe.
Alors, pour tout réel a> 0 :

Démonstration
+o0
Soit X(£2) = {xn, n € N} avec ici les x, positifs ou nuls. On a E(X) = Z xnP(X = xp).

=
Notons / 'ensemble des entiers n tels que x,, est supérieur ou égal a a, et k, 'ensemble des indices n tels
que x, < a.

Dong, la série étant absolument convergente, par sommation par paquets :

E(X) = > xP(X = xn) + > xP(X = x,) > > xP(X = x,) > a ) B(X = xp)

neh nekh neh neh

>0

Mais Z]P’(X = Xp) = P(X > a) puisque (X > a) est la réunion disjointe des événements (X = x,) avec
neh
xn = a, d'ou I'inégalité cherchée.
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Variance d’'une variable aléatoire réelle
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Variance d’'une variable aléatoire réelle

Définition 16

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans R, et soit r >1 un
entier.

@ si X(R2) est fini, X(2) = {x,..., X,}, alors le moment d’ordre r de X est

n

m(X) =E(X") = ) XP(X = x)).

i=1
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Variance d’'une variable aléatoire réelle

Définition 16

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte a valeurs dans R, et soit r >1 un
entier.

@ si X(R2) est fini, X(2) = {x,..., X,}, alors le moment d’ordre r de X est

n

m(X) =E(X") = ) XP(X = x)).

i=1

@ si X(£2) est infini, X(Q2) = {x;, i € I} avec / dénombrable, on dira que X admet un moment d’ordre
r si la variable aléatoire X" admet une espérance, c’est-a-dire si la famille (x’]P(X = X))XEX(Q) est
sommable. Dans ce cas le moment d'ordre r de X est :

m(X) =B(X)= ) xB(X=x)= ) xP(X=x).

XeX(Q) i€l
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Remarques

@ Une variable aléatoire discréte finie admet des moments de tous ordres, ce qui n'est pas forcément le
cas pour une variable aléatoire discréte infinie.
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Remarques

@ Une variable aléatoire discréte finie admet des moments de tous ordres, ce qui n'est pas forcément le
cas pour une variable aléatoire discréte infinie.
o Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général X/P(X = x,) est absolument convergente et dans ce cas :
o0
E(X) = ) xiB(X = x,).

n=0
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Remarques

@ Une variable aléatoire discréte finie admet des moments de tous ordres, ce qui n'est pas forcément le
cas pour une variable aléatoire discréte infinie.

o Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général X/P(X = x,) est absolument convergente et dans ce cas :
o0
E(X) = ) xiB(X = x,).
n=0
Pour toute la suite, on se limitera au cas ot 'ensemble X(€2) est infini : X(2) = {x,, neN}.

Théoréme 14

Si X admet un moment d'ordre r > 2, elle admet des moments d'ordre s pour tout s € [[1; r].
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Remarques

@ Une variable aléatoire discréte finie admet des moments de tous ordres, ce qui n'est pas forcément le
cas pour une variable aléatoire discréte infinie.

o Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général X/P(X = x,) est absolument convergente et dans ce cas :
400
E(X) = ) xiB(X = x,).
n=0
Pour toute la suite, on se limitera au cas ou I'ensemble X(2) est infini : X(Q) = {x,, ne N}.

Théoréme 14

Si X admet un moment d'ordre r > 2, elle admet des moments d'ordre s pour tout s € [[1; r].

Démonstration

Pour tout x réel on a [x|"' <14 |x|" (il suffit de distinguer les cas |x| <1 et |x| > 1).
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Remarques

@ Une variable aléatoire discréte finie admet des moments de tous ordres, ce qui n'est pas forcément le
cas pour une variable aléatoire discréte infinie.

o Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général X/P(X = x,) est absolument convergente et dans ce cas :
400

E(X) = ) xiB(X = x,).

n=0
Pour toute la suite, on se limitera au cas ou I'ensemble X(2) est infini : X(Q) = {x,, ne N}.
Théoréme 14

Si X admet un moment d'ordre r > 2, elle admet des moments d'ordre s pour tout s € [[1; r].

Démonstration

Pour tout x réel on a [x|"' <14 |x|" (il suffit de distinguer les cas |x| <1 et |x| > 1).

Pour tout n notons p, = P(X = x,). Si m,(X) existe la série Z Pnxn|” est convergente donc aussi
neN

+o00
Z pn(1+ |x5") puisque Z pn =1
n=0

neN
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Remarques

@ Une variable aléatoire discréte finie admet des moments de tous ordres, ce qui n'est pas forcément le
cas pour une variable aléatoire discréte infinie.

o Lorsque X(2) = (xp)nen, dire que X est d’espérance finie équivaut a dire que la série de terme
général X/P(X = x,) est absolument convergente et dans ce cas :
400

E(X) = ) xiB(X = x,).

n=0
Pour toute la suite, on se limitera au cas ou I'ensemble X(2) est infini : X(Q) = {x,, ne N}.
Théoréme 14

Si X admet un moment d'ordre r > 2, elle admet des moments d'ordre s pour tout s € [[1; r].

Démonstration

Pour tout x réel on a [x|"' <14 |x|" (il suffit de distinguer les cas |x| <1 et |x| > 1).

Pour tout n notons p, = P(X = x,). Si m,(X) existe la série Z Pnxn|” est convergente donc aussi
neN

+o00
Z pn(1+ |x5") puisque Z pn =1
neN n=0

Par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général p,x.~' sera donc aussi absolument

convergente, c'est-a-dire que m,_j(X) existe.
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Théoréme 15: (et définition 17)

Soit X une variable aléatoire réelle dont le moment dordre 2 (c’est-a-dire E(X?)) existe. Alors

@ La variable aléatoire X — E(X) admet un moment d'ordre 2, appelé variance de X. Ainsi

V(X) = E((X - ]E(X))z) .
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Théoréme 15: (et définition 17)

Soit X une variable aléatoire réelle dont le moment dordre 2 (c’est-a-dire E(X?)) existe. Alors

@ La variable aléatoire X — E(X) admet un moment d'ordre 2, appelé variance de X. Ainsi

V(X) = E((X - ]E(X))z) .

O On a aussi:
V(X) = E(X?) — E(X)? (formule de Koenig-Huygens)
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Théoréme 15: (et définition 17)

Soit X une variable aléatoire réelle dont le moment dordre 2 (c’est-a-dire E(X?)) existe. Alors

@ La variable aléatoire X — E(X) admet un moment d'ordre 2, appelé variance de X. Ainsi

V(X) = E((X - ]E(X))z) .

O On a aussi:
V(X) = E(X?) — E(X)? (formule de Koenig-Huygens)

On appelle alors écart type de X le réel o(X) = /V(X).
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Théoréme 15: (et définition 17)

Soit X une variable aléatoire réelle dont le moment dordre 2 (c’est-a-dire E(X?)) existe. Alors

@ La variable aléatoire X — E(X) admet un moment d'ordre 2, appelé variance de X. Ainsi

V(X) = E((X - ]E(X))Z) .

O On a aussi:
V(X) = E(X?) — E(X)? (formule de Koenig-Huygens)

On appelle alors écart type de X le réel o(X) = /V(X).

Démonstration

Puisque X admet un moment d'ordre 2 elle admet aussi une espérance d’aprés le théoréme précédent.
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Théoréme 15: (et définition 17)

Soit X une variable aléatoire réelle dont le moment dordre 2 (c’est-a-dire E(X?)) existe. Alors

@ La variable aléatoire X — E(X) admet un moment d'ordre 2, appelé variance de X. Ainsi

2
V(X) = E((X - E(X)) ) .
O On a aussi:
V(X) = E(X?) — E(X)? (formule de Koenig-Huygens)

On appelle alors écart type de X le réel o(X) = /V(X).

Démonstration

Puisque X admet un moment d'ordre 2 elle admet aussi une espérance d’aprés le théoréme précédent.
Puisque :

(X =B(X))" = X2 - 2E(X).X + B(X)%,
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Théoréme 15: (et définition 17)

Soit X une variable aléatoire réelle dont le moment dordre 2 (c’est-a-dire E(X?)) existe. Alors

@ La variable aléatoire X — E(X) admet un moment d'ordre 2, appelé variance de X. Ainsi

V(X) = E((X - ]E(X))z) .

O On a aussi:
V(X) = E(X?) — E(X)? (formule de Koenig-Huygens)

On appelle alors écart type de X le réel o(X) = /V(X).

Démonstration

Puisque X admet un moment d'ordre 2 elle admet aussi une espérance d’aprés le théoréme précédent.
Puisque :
2
(X -B(X))” = X* - 2B(X).X + E(X)%,

2
la variable aléatoire (X - ]E(X)) admet aussi une espérance et par linéarité de I'espérance :
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Théoréme 15: (et définition 17)

Soit X une variable aléatoire réelle dont le moment dordre 2 (c’est-a-dire E(X?)) existe. Alors

@ La variable aléatoire X — E(X) admet un moment d'ordre 2, appelé variance de X. Ainsi

V(X) = E((X - ]E(X))z) .

O On a aussi:
V(X) = E(X?) — E(X)? (formule de Koenig-Huygens)

On appelle alors écart type de X le réel o(X) = /V(X).

Démonstration
Puisque X admet un moment d'ordre 2 elle admet aussi une espérance d’aprés le théoréme précédent.
Puisque :
2
(X -B(X))” = X* - 2B(X).X + E(X)%,

2
la variable aléatoire (X - ]E(X)) admet aussi une espérance et par linéarité de I'espérance :

]E((X - ]E(X))Z) = E(X?) — 2B(X)E(X) + E(X)? = E(X2) - B(X)2.
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Démonstration

Déja, puisque V(X) existe il en est de méme de E(X), par le théoréme 14.
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Démonstration

Déja, puisque V(X) existe il en est de méme de E(X), par le théoréme 14.
On a: (aX + b)? = @®X* + 2abX + b* donc par linéarité ]E((aX + b)z) existe puis :




Moments d’une variable aléatoire discréte

Démonstration
Déja, puisque V(X) existe il en est de méme de E(X), par le théoréme 14.
On a: (aX + b)? = @®X* + 2abX + b* donc par linéarité ]E((aX + b)z) existe puis :

V(aX + b) = E((aX + b)?) - (B(aX + b))" = E((aX + b)?) - (aB(X) + b)’
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Proposition 13

Soit X une variable aléatoire réelle dont la variance V(X) existe.
Si a et b sont deux réels, la variable aX + b admet aussi une variance et :

V(aX + b) = A®V(X).

Démonstration
Déja, puisque V(X) existe il en est de méme de E(X), par le théoréme 14.
On a: (aX + b)? = a*X? + 2abX + b? donc par linéarité ]E((aX + b)z) existe puis :
V(aX + b) = B((aX + b)?) - (E(aX + b))’ = B((aX + b)?) - (aB(X) + b)’
= a’E(X?) + 2abE(X) + b* — (aE(X)* + b* + 2abE(X)) = a*V(X).
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Proposition 13

Soit X une variable aléatoire réelle dont la variance V(X) existe.
Si a et b sont deux réels, la variable aX + b admet aussi une variance et :

V(aX + b) = A®V(X).

Démonstration
Déja, puisque V(X) existe il en est de méme de E(X), par le théoréme 14.
On a: (aX + b)? = a*X? + 2abX + b? donc par linéarité ]E((aX + b)z) existe puis :
V(aX + b) = B((aX + b)?) - (E(aX + b))’ = B((aX + b)?) - (aB(X) + b)’
= a’E(X?) + 2abE(X) + b* — (aE(X)* + b* + 2abE(X)) = a*V(X).

Définition 18

Une variable aléatoire X qui admet un moment d'ordre 2 est dite réduite si o-(X) = 1.
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Proposition 13

Soit X une variable aléatoire réelle dont la variance V(X) existe.
Si a et b sont deux réels, la variable aX + b admet aussi une variance et :

V(aX + b) = a*V(X).

Démonstration
Déja, puisque V(X) existe il en est de méme de E(X), par le théoréme 14.
On a: (aX + b)? = a*X? + 2abX + b? donc par linéarité ]E((aX + b)z) existe puis :

V(aX + b) = B((aX + b)?) - (E(aX + b))’ = B((aX + b)?) - (aB(X) + b)’
= a’B(X*) + 2abE(X) + b — (PE(X)* + b” + 2abE(X)) = a®V(X).

Définition 18
Une variable aléatoire X qui admet un moment d'ordre 2 est dite réduite si o-(X) = 1.

Proposition 14
Si X est une variable aléatoire admettant un moment d'ordre 2 et si o(X) # 0, alors la variable aléatoire
X -E(X)

———= est centrée réduite.
o (X)
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Proposition 13

Soit X une variable aléatoire réelle dont la variance V(X) existe.
Si a et b sont deux réels, la variable aX + b admet aussi une variance et :

V(aX + b) = a*V(X).

Démonstration
Déja, puisque V(X) existe il en est de méme de E(X), par le théoréme 14.
On a: (aX + b)? = a*X? + 2abX + b? donc par linéarité E((GX + b)z) existe puis :

V(aX + b) = B((aX + b)?) - (E(aX + b))’ = B((aX + b)?) - (aB(X) + b)’
= a’B(X*) + 2abE(X) + b — (PE(X)* + b” + 2abE(X)) = a®V(X).

Définition 18
Une variable aléatoire X qui admet un moment d'ordre 2 est dite réduite si o-(X) = 1.

Proposition 14

Si X est une variable aléatoire admettant un moment d'ordre 2 et si o(X) # 0, alors la variable aléatoire
X-E(X) o
————= est centrée réduite.

o(X)

Démonstration
Trivial.
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

V(X)
e

P(|X-E(X)| > &) <

ée d’Arsonval) Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < g~

Démonstration

On applique l'inégalité de Markov a la variable aléatoire réelle positive (X — E(X))? :

P((X - E(X))? > &%) < E((X‘gﬂ
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < g~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < g~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



LT IR E ) R IO I Variance d'une variable aléatoire réelle

Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < g~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Solution

Soit n le nombre de lancers et F, la fréquence de piles obtenus. On cherche donc n tel que

P(|Fa - 3| > 0,01) <0,05.
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < g~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Solution

Soit n le nombre de lancers et F, la fréquence de piles obtenus. On cherche donc n tel que
1

]P’(|Fn = %| > 0,0]) <0,05. Si on note X, le nombre de pile obtenus, F,, = —X,, et X, < B(n, %) Donc
n

n

E(X,) = np= 4 et V(X,) = npg = ¥ (voir formules plus loin), de sorte que E(F,) = § et V(F,) = £-.
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < g~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Solution

Soit n le nombre de lancers et F, la fréquence de piles obtenus. On cherche donc n tel que
1

]P’(|Fn = %| > 0,0]) <0,05. Si on note X, le nombre de pile obtenus, F,, = —X,, et X, < B(n, %) Donc
n

n 1

E(X,) = np= 4 et V(X,) = npg = 4 (voir formules plus loin), de sorte que E(F,) = § et V(F,) = &=

4n*
Linégalité de BT s’écrit donc ici
?

N

- o)< L
n 2/ .
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < @~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Solution

Soit n le nombre de lancers et F, la fréquence de piles obtenus. On cherche donc n tel que
1

]P’(|Fn = %| > 0,0]) <0,05. Si on note X, le nombre de pile obtenus, F,, = —X,, et X, < B(n, %) Donc
n

n 1

E(X,) = np= 4 et V(X,) = npg = ¥ (voir formules plus loin), de sorte que E(F,) = § et V(F,) = £-.
3

10t
Pour & = 1072, il suffit donc d’avoir b < 5.1072 soit n > 50000.
n

Linégalité de BT s’écrit donc ici

N

- o)< L
n 2/ .

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Moments d’une variable aléatoire discréte BRACHENNRMEREIE I ERIEICIENEE [

Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < g~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Corollaire:
Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Notons m = E(X).

Si V(X) =0, alors P(X = m) =1(X est quasi certaine ).
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < @~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Corollaire:
Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Notons m = E(X).

Si V(X) =0, alors P(X = m) =1(X est quasi certaine ).

Démonstration

Lévénement (X # m) est la réunion des événements A, = (lX -m| > %)
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < g~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Corollaire:
Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Notons m = E(X).

Si V(X) =0, alors P(X = m) =1(X est quasi certaine ).
Démonstration

L'événement (X # m) est la réunion des événements A, = (lX - m| > %) Or les ensembles A, forment une
suite croissante d’événements; par conséquent, P(X # m) = IiT P(An).
n—-+oo
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Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < @~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Corollaire:
Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Notons m = E(X).

Si V(X) =0, alors P(X = m) =1(X est quasi certaine ).
Démonstration

L'événement (X # m) est la réunion des événements A, = (lX - m| > %) Or les ensembles A, forment une
suite croissante d’événements; par conséquent, P(X # m) = IiT P(Ap). Or puisque V(X) =0,
n—-+oo

P(lX - m| > %) = 0 d’apreés I'inégalité de BT d'otl le résultat.
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LT IR E ) R IO I Variance d'une variable aléatoire réelle

Théoréme 16: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Alors, pour tout réel £ > 0 :

P(|X-E(X)| > &) < @~

Remarque : Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour
de sa moyenne.

Exemple

Combien de lancers d’une piéce équilibrée suffit-il d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur
inférieur a 5% que la fréquence d’apparition de pile différera de % d’au plus 10722

Corollaire:
Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d'ordre 2. Notons m = E(X).

Si V(X) =0, alors P(X = m) =1(X est quasi certaine ).
Démonstration

Lévénement (X # m) est la réunion des événements A, = (|X - m| > %) Or les ensembles A, forment une
suite croissante d’événements; par conséquent, P(X # m) = IiT P(Ap). Or puisque V(X) =0,
n—-+oo

P(lX - m| > %) = 0 d’apreés I'inégalité de BT d'otl le résultat.

Remarque : il est plus rapide de remarquer que, la variable (X — E(X))? étant positive d’espérance nulle,
elle est presque siirement nulle en vertu de la proposition 10, mais la démonstration précédente est
instructive....
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Moments des lois usuelles

Théoréme 17: Loi uniforme

Soit X < 'L(([[l ; n]]). Alors : E(X) =

Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Moments des lois usuelles

Théoréme 17: Loi uniforme

Soit X < 'L(([[l ; n]]). Alors : E(X) =

Démonstration

n
Cest immédiat en utilisant : Z k=
k=1 k=1

Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes

n(n+1) Zkz n(n+1)(2n—|—1)
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Moments des lois usuelles

Théoréme 17: Loi uniforme

Soit X < 'L(([[l ; n]]). Alors : E(X) =

Théoréme 18: Loi binomiale

Soit X < B(n, p). Alors : E(X) =np et V(X)=npg (g=1-p.
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Moments des lois usuelles

Théoréme 17: Loi uniforme

n—+1 -1

Soit X < ‘L(([[l ; n]]). Alors : E(X) = -

Théoréme 18: Loi binomiale

Soit X < B(n,p). Alors : E(X) =np et V(X)=npg (g=1-p).

Démonstration
2 m. i n—k
E(X):kzok(k)p (1-p)
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Moments des lois usuelles

Théoréme 17: Loi uniforme

Soit X < ‘L(([[l ; n]]). Alors : E(X) =

Théoréme 18: Loi binomiale

Soit X < B(n,p). Alors : E(X) =np et V(X)=npg (g=1-p).

Démonstration
g m. n—k n n-1
]E(X):I;Jk(k)p (1-p)"~. Or k(k):n(k—]) donc :

N (n-1
B(X) = np ), (Z - 1)Pk“(l =p)" D = np(p+ (1= p))"" = np.
k=1
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Moments des lois usuelles

Théoréme 17: Loi uniforme

Soit X < ‘L(([[l ; n]]). Alors : E(X) =

Théoréme 18: Loi binomiale

Soit X < B(n,p). Alors : E(X) =np et V(X)=npg (g=1-p).

Démonstration
g m. n—k n n-1
]E(X):I;Jk(k)p (1-p)"". Or k(k):n(k—]) donc :

& n—1 _ n—1)—(k— n—
E<X)="PZ(/<_1)P“0—p)< V=) = np(p+ (1= p))"" = np.
k=1
A Taide de la formule de transfert :

B =1) = S k=)Mot = py* = nn=1p2 S (77 2ok (1= p) DD Z (= 1yp?
(x=) = 3 ita=prt = )ka_z(k_z)p (1-p) (n-1p

k=2
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Moments des lois usuelles

Théoréme 17: Loi uniforme

Soit X < ‘L(([[l ; n]]). Alors : E(X) =

Théoréme 18: Loi binomiale

Soit X < B(n,p). Alors : E(X) =np et V(X)=npg (g=1-p).

Démonstration
g m. n—k n n-1
]E(X):I;Jk(k)p (1-p)"". Or k(k):n(k—]) donc :

_ S (n=1\ ()= (k=1) RN =
E(X) = npé(k_])p (1-p) — mp(p+ (1= p))"™ = np.
A Taide de la formule de transfert :
n ~ n —2\ . o) (ke
B -1) = 3 K= D[ [0t = =0 D2 (0= D = o)
=0 k=2

k=2
dot : V(X) = E(X?) - B(X?) = E(X(X =1)) + E(X) = E(X)? = n(n=1)p* + np — i’p?> = np(1 - p).
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Moments d’une variable aléatoire discréte BRVINENEN SR ERIETEI

Théoréme 19: Loi géométrique

Soit X < G(p). Alors :
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Théoréme 19: Loi géométrique

Soit X = G(p). Alors :

Démonstration
+o0 +o0

E(X) = Z nP(X =n) = Z npq™" (sous réserve de convergence, ce qui est fait ci-dessous).
n=1 n=l1
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Théoréme 19: Loi géométrique

Soit X = G(p). Alors :

Démonstration
oo oo
E(X) = Z nP(X =n) = Z npq™! (sous réserve de convergence, ce qui est fait ci-dessous).
n=l1 n=1
= 1
Or pour tout x € ]-1;1[, Z X" = — d'ou en dérivant cette série entiére (c’est licite, cf. cours
n=0

+o00
correspondant), Z nx"!

n=1

o 1
_m.
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Théoréme 19: Loi géométrique

Soit X = G(p). Alors :

Démonstration
+o0 +o0
E(X) = Z nP(X =n) = Z npq™! (sous réserve de convergence, ce qui est fait ci-dessous).
n=1 n=1
+oo 1
Or pour tout x € ]-1;1[, Z X" = — d'ou en dérivant cette série entiére (c’est licite, cf. cours
— X
n=0
+o00

1 1
A= m On en tire : E(X) = p——

1
correspondant), nx" = o
P ) Z -9 »p

n=1
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Théoréme 19: Loi géométrique

Soit X = G(p). Alors :

Démonstration
+o0 +o0
E(X) = Z nP(X =n) = Z npq™! (sous réserve de convergence, ce qui est fait ci-dessous).
n=1 n=1
+oo 1
Or pour tout x € ]-1;1[, Z X" = — d'ou en dérivant cette série entiére (c’est licite, cf. cours
— X
=0
o 1 1 1
correspondant), X" = ——— On en tire : EX)=p——=—"-
,,Z{ (1-x)? (1-9?% p

+oo
Puis E(X(X -1)) = Z n(n=1)pg"™".

n=l1
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Théoréme 19: Loi géométrique

Soit X = G(p). Alors :

Démonstration
+o0 +o0
E(X) = Z nP(X =n) = Z npq™! (sous réserve de convergence, ce qui est fait ci-dessous).
n=1 n=1
+oo 1
Or pour tout x € ]-1;1[, Z X" = — d'ou en dérivant cette série entiére (c’est licite, cf. cours
— X
=0
o 1 1 1
correspondant), X" = ——— On en tire : EX)=p——=—"-
,,Z{ (1-x)? (1-9?% p

400
Puis E(X(X —1)) = Z n(n—1)pg™". En dérivant la série entiére précédente on a , pour tout x € |-1; 1,

n=l1
400

_ 2
Zn(n—l)x" 2= T

n=2
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Théoréme 19: Loi géométrique

Soit X = G(p). Alors :

Démonstration
+o0 +o0
E(X) = Z nP(X =n) = Z npq™! (sous réserve de convergence, ce qui est fait ci-dessous).
n=1 n=1
+oo 1
Or pour tout x € ]-1;1[, Z X" = — d'ou en dérivant cette série entiére (c’est licite, cf. cours
— X
=0
o 1 1 1
correspondant), X" = ——— On en tire : EX)=p——=—"-
,,Z{ (1-x)? (1-9?% p

400
Puis E(X(X —1)) = Z n(n—1)pg™". En dérivant la série entiére précédente on a , pour tout x € |-1; 1,

n=l1

400
- 2 . 2 2q
n(n—-1)x"2 = . On en déduit E(X(X =1)) = pg———= = — etenfin:
;:2 (n=1) s (X(x-1) Era:
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Moments d’une variable aléatoire discrete [RYIIIER N ERTEIT| 9

Théoréme 19: Loi géométrique

Soit X = G(p). Alors :

Démonstration
+o0 +o0
E(X) = Z nP(X =n) = Z npq™! (sous réserve de convergence, ce qui est fait ci-dessous).
n=1 n=1
+oo 1
Or pour tout x € ]-1;1[, Z X" = — d'ou en dérivant cette série entiére (c’est licite, cf. cours
— X
n=0
= 1 1

1
Onen tire: E(X) = p——— = —-

correspondant), nx"!
P ) Z -9 »p

= —-

= (1-x)
400

Puis E(X(X —1)) = Z n(n—1)pg™". En dérivant la série entiére précédente on a , pour tout x € |-1; 1,
n=l1

+o0

- 2 . 2 2q
n(n—-1)x"2 = . On en déduit E(X(X =1)) = pg———= = — etenfin:
;:2 (n=1) s (X(x-1) Era:

V(X) = E(X(X - 1)) + E(X) - (B(X))? = 22_‘7 + ;]_7 _

| =
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Moments d’une variable aléatoire discréte

Théoréme 20: Loi de Poisson

Soit X <= P(2). Alors

Démonstration
~+o00 o0 -1
A" A"
_ =l _ =2 e
]E(X)—nzgone e /ln; B0 = e e’ = 1. etc...
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Moments d’une variable aléatoire discréte NOQEIELTTS

Covariance

Théoréme 2I: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (€2, A, P), ayant chacune
un moment d'ordre 2.

Alors espérance de XY existe et : E(XY)? < E(X?)E(Y?).

De plus, il y a égalité si et seulement si il existe des réels a et b tels que la variable aléatoire aX + bY est
presque surement nulle (c'est-a-dire P(aX 4+ bY = 0) =1).
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Covariance

Théoréme 2I: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (€2, A, P), ayant chacune
un moment d'ordre 2.

Alors espérance de XY existe et : E(XY)? < E(X?)E(Y?).

De plus, il y a égalité si et seulement si il existe des réels a et b tels que la variable aléatoire aX + bY est
presque surement nulle (c'est-a-dire P(aX 4+ bY = 0) = 1).

Démonstration

1
» On connait linégalité : ¥ (x,y) € R?, xy| < z(x2 +y%)-
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Covariance

Théoréme 2I: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (€2, A, P), ayant chacune
un moment d'ordre 2.

Alors espérance de XY existe et : E(XY)? < E(X?)E(Y?).

De plus, il y a égalité si et seulement si il existe des réels a et b tels que la variable aléatoire aX + bY est
presque surement nulle (c'est-a-dire P(aX 4+ bY = 0) = 1).

Démonstration

1
» On connait linégalité : ¥ (x,y) € R?, xy| < z(x2 +y%)-

1
Donc : [XY| < E(X2 + ¥?2), et puisque I'espérance de X2 + Y2 existe, il en est de méme de E(XY) d’aprés la

proposition 12.
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Covariance

Théoréme 2I: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (€2, A, P), ayant chacune
un moment d'ordre 2.

Alors espérance de XY existe et : E(XY)? < E(X?)E(Y?).

De plus, il y a égalité si et seulement si il existe des réels a et b tels que la variable aléatoire aX + bY est
presque surement nulle (c'est-a-dire P(aX 4+ bY = 0) = 1).

Démonstration

1
» On connait linégalité : ¥ (x,y) € R?, xy| < z(x2 +y%)-

1
Donc : [XY| < E(X2 + ¥?2), et puisque I'espérance de X2 + Y2 existe, il en est de méme de E(XY) d’aprés la

proposition 12.

» Pour tout A € R, la variable aléatoire Z = (AX + Y)2 est a valeurs positives. Par combinaison linéaire, son
espérance existe et
E(Z) = AZE(X?) + 2AB(XY) + E(¥?).
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Covariance

Théoréme 2I: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (€2, A, P), ayant chacune
un moment d'ordre 2.

Alors espérance de XY existe et : E(XY)? < E(X?)E(Y?).

De plus, il y a égalité si et seulement si il existe des réels a et b tels que la variable aléatoire aX + bY est
presque surement nulle (c'est-a-dire P(aX 4+ bY = 0) = 1).

Démonstration

» On connait linégalité : ¥ (x,y) € R?,

1
o] <5 0E+)7)-
1
Donc : [XY| < E(X2 + ¥?2), et puisque I'espérance de X2 + Y2 existe, il en est de méme de E(XY) d’aprés la
proposition 12.

» Pour tout A € R, la variable aléatoire Z = (AX + Y)2 est a valeurs positives. Par combinaison linéaire, son
espérance existe et
E(Z) = AZE(X?) + 2AB(XY) + E(¥?).
Par positivité de I'espérance on a donc :
VAER, ZE(X?) + 2AE(XY) +E(Y?) > 0.
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Covariance

Théoréme 2I: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient X et ¥ deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (€2, A, P), ayant chacune
un moment d'ordre 2.

Alors espérance de XY existe et : E(XY)? < E(X?)E(Y?).

De plus, il y a égalité si et seulement si il existe des réels a et b tels que la variable aléatoire aX + bY est
presque surement nulle (c'est-a-dire P(aX 4+ bY = 0) = 1).

Démonstration

» On connait linégalité : ¥ (x,y) € R?,

1
o] <5 0E+)7)-
1
Donc : [XY| < E(X2 + ¥?2), et puisque I'espérance de X2 + Y2 existe, il en est de méme de E(XY) d’aprés la
proposition 12.

» Pour tout A € R, la variable aléatoire Z = (AX + Y)2 est a valeurs positives. Par combinaison linéaire, son
espérance existe et
E(Z) = AZE(X?) + 2AB(XY) + E(¥?).

Par positivité de I'espérance on a donc :
VAER, ZE(X?) + 2AE(XY) +E(Y?) > 0.

@ si E(X?) = 0 alors pour que le signe ne change pas, on doit avoir E(XY) = 0 et I'inégalité est vérifiée.
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Moments d’une variable aléatoire discréte OUELELNS

Démonstration (suite)

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, donc son discriminant est négatif ce qui donne le
résultat.
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Moments d’une variable aléatoire discréte OUELELNS

Démonstration (suite)

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, donc son discriminant est négatif ce qui donne le
résultat.

» Il y a égalité si et seulement si E(X?) = 0 (ler cas), c’est-a-dire si X est presque surement nulle,
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Moments d’une variable aléatoire discréte OUELELNS

Démonstration (suite)

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, donc son discriminant est négatif ce qui donne le
résultat.
» Il y a égalité si et seulement si E(X?) = 0 (ler cas), c’est-a-dire si X est presque surement nulle, ou si le
discriminant est nul, c’est-a-dire si il existe A tel que E((AX + Y)z) =0, c'est-a-dire AX + Y presque
surement nulle.
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Moments d’une variable aléatoire discréte NOQEIELTTS

Démonstration (suite)

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, donc son discriminant est négatif ce qui donne le
résultat.

» Il y a égalité si et seulement si E(X?) = 0 (ler cas), c’est-a-dire si X est presque surement nulle, ou si le
discriminant est nul, c’est-a-dire si il existe A tel que E((AX + Y)z) =0, c'est-a-dire AX + Y presque
surement nulle.

En rassemblant les 2 cas, on obtient le résultat annoncé.

Corollaire:
Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2, alors la variable
aléatoire X + Y admet aussi un moment d'ordre 2.
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Moments d’une variable aléatoire discréte NOQEIELTTS

Démonstration (suite)

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, donc son discriminant est négatif ce qui donne le
résultat.

» Il y a égalité si et seulement si E(X?) = 0 (ler cas), c’est-a-dire si X est presque surement nulle, ou si le
discriminant est nul, c’est-a-dire si il existe A tel que E((AX + Y)2) =0, c'est-a-dire AX + Y presque
surement nulle.

En rassemblant les 2 cas, on obtient le résultat annoncé.

Corollaire:
Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2, alors la variable
aléatoire X + Y admet aussi un moment d'ordre 2.

Démonstration

découle de (X + Y)? = X2 + Y2 4 2XY et du théoréme précédent.
Avec ces hypothéses, on aura :

V(X4 Y) = E((X + Y)?) - (B(X + V))?
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Moments d’une variable aléatoire discréte NOQEIELTTS

Démonstration (suite)

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, donc son discriminant est négatif ce qui donne le
résultat.

» Il y a égalité si et seulement si E(X?) = 0 (ler cas), c’est-a-dire si X est presque surement nulle, ou si le
discriminant est nul, c’est-a-dire si il existe A tel que E((AX + Y)2) =0, c'est-a-dire AX + Y presque
surement nulle.

En rassemblant les 2 cas, on obtient le résultat annoncé.

Corollaire:
Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2, alors la variable
aléatoire X + Y admet aussi un moment d'ordre 2.

Démonstration
découle de (X + ¥)2 = X2 + Y% 4 2XY et du théoréme précédent.
Avec ces hypothéses, on aura :
V(X + Y) =E((X + YV)?) - (E(X + Y))?
=E(X?) +E(Y?) + 2E(XY) — E(X)? —E(Y)? - 2E(X)E(Y)  (lespérance est linéaire)
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Démonstration (suite)

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, donc son discriminant est négatif ce qui donne le
résultat.

» Il y a égalité si et seulement si E(X?) = 0 (ler cas), c’est-a-dire si X est presque surement nulle, ou si le
discriminant est nul, c’est-a-dire si il existe A tel que E((AX + Y)2) =0, c'est-a-dire AX + Y presque
surement nulle.

En rassemblant les 2 cas, on obtient le résultat annoncé.

Corollaire:
Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2, alors la variable
aléatoire X + Y admet aussi un moment d'ordre 2.

Démonstration
découle de (X + Y)? = X2 + Y2 4 2XY et du théoréme précédent.
Avec ces hypothéses, on aura :

V(X + Y) =E((X + YV)?) - (E(X + Y))?

=E(X?) +E(Y?) + 2E(XY) — E(X)? —E(Y)? - 2E(X)E(Y)  (lespérance est linéaire)
= V(X) + V(Y) + 2 (B(XY) - E(X)E(Y))
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Démonstration (suite)

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, donc son discriminant est négatif ce qui donne le
résultat.

» Il y a égalité si et seulement si E(X?) = 0 (ler cas), c’est-a-dire si X est presque surement nulle, ou si le
discriminant est nul, c’est-a-dire si il existe A tel que E((AX + Y)2) =0, c'est-a-dire AX + Y presque
surement nulle.

En rassemblant les 2 cas, on obtient le résultat annoncé.

Corollaire:
Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2, alors la variable
aléatoire X + Y admet aussi un moment d'ordre 2.

Démonstration
découle de (X + Y)? = X2 + Y2 4 2XY et du théoréme précédent.
Avec ces hypothéses, on aura :

V(X + Y) =E((X + YV)?) - (E(X + Y))?

=E(X?) +E(Y?) + 2E(XY) — E(X)? —E(Y)? - 2E(X)E(Y)  (lespérance est linéaire)
= V(X) + V(Y) + 2 (B(XY) - E(X)E(Y))
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Moments d’une variable aléatoire discréte OUELELNS

Définition 19

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel

cov(X, ) = B[(X - E(X))(Y —E(V))].
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Moments d’une variable aléatoire discréte OUELELNS

Définition 19

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel

cov(X, ) = B[(X - E(X))(Y —E(V))].

Un calcul simple montre que T'on a aussi : cov(X, ¥) = E(XY) — E(X)E(Y).
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Moments d’une variable aléatoire discréte OUELELNS

Définition 19

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel

cov(X, ) = B[(X - E(X))(Y —E(V))].
Un calcul simple montre que I'on a aussi : cov(X, ¥) = E(XY) — E(X)E(Y). On a donc la relation :

V(X + V) = V(X) + V(Y) + 2cov(X, V).
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Moments d’une variable aléatoire discréte NOQEIELTTS

Définition 19

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel

cov(X, ) = B[(X - E(X))(Y —E(V))].
Un calcul simple montre que I'on a aussi : cov(X, ¥) = E(XY) — E(X)E(Y). On a donc la relation :
V(X + ¥) = V(X) + V(¥) + 2cov(X, ¥).

Les propriétés qui suivent se vérifient aisément, compte tenu de tout ce qui précéde :
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Définition 19

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel

cov(X, ) = B[(X - E(X))(Y —E(V))].
Un calcul simple montre que 'on a aussi : cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y). On a donc la relation :
V(X + Y) =V(X) + V(Y) + 2cov(X, Y).
Les propriétés qui suivent se vérifient aisément, compte tenu de tout ce qui précede :

Proposition 15
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

Q@ Lensemble V(2,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q est un sous-espace vectoriel de

A(LR);
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Définition 19

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel

cov(X, ) = B[(X - E(X))(Y —E(V))].
Un calcul simple montre que 'on a aussi : cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y). On a donc la relation :
V(X + Y) =V(X) + V(Y) + 2cov(X, Y).
Les propriétés qui suivent se vérifient aisément, compte tenu de tout ce qui précede :
Proposition 15

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

Q@ Lensemble V(2,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q est un sous-espace vectoriel de

A(LR);

Q Lensemble V'(€2,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q admettant une espérance est un
sous-espace vectoriel de V(Q,R);
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Définition 19

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel

cov(X, ) = B[(X - E(X))(Y —E(V))].
Un calcul simple montre que 'on a aussi : cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y). On a donc la relation :
V(X + Y) =V(X) + V(Y) + 2cov(X, Y).
Les propriétés qui suivent se vérifient aisément, compte tenu de tout ce qui précede :

Proposition 15
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.
Q@ Lensemble V(2,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q est un sous-espace vectoriel de
A(LR);
Q Lensemble V'(€2,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q admettant une espérance est un
sous-espace vectoriel de V(Q,R);

@ Lensemble V2(Q,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q admettant un moment d'ordre 2
est un sous-espace vectoriel de V'(Q,R);
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Définition 19

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel

cov(X, ) = B[(X - E(X))(Y —E(V))].
Un calcul simple montre que 'on a aussi : cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y). On a donc la relation :
V(X + Y) =V(X) + V(Y) + 2cov(X, Y).
Les propriétés qui suivent se vérifient aisément, compte tenu de tout ce qui précede :

Proposition 15
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.
Q@ Lensemble V(2,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q est un sous-espace vectoriel de
A(LR);
Q Lensemble V'(€2,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q admettant une espérance est un
sous-espace vectoriel de V(Q,R);
@ Lensemble V2(Q,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur Q admettant un moment d'ordre 2
est un sous-espace vectoriel de V'(Q,R);

@ Lapplication (X, Y) — cov(X, Y) est une forme bilinéaire symétrique positive (mais non définie) sur
T'espace vectoriel V2(,R), et, pour tout X € VZ(Q,R), cov(X, X) = V(X);
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Démonstration
Soit A un réel. On a V(X + 1Y) = cov(X + AV, X + 2Y) = V(X) + 22V (Y) + 2acov(X, Y) par bilinéarité.
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Proposition 16: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si X et Y appartiennent a V2(2,R), on a l'inégalité :

|cov(X, Y)l <o(X)o(Y).

Démonstration

Soit A un réel. On a V(X + 1Y) = cov(X + AV, X + 2Y) = V(X) + A2V (Y) + 24cov(X, Y) par bilinéarité.
On distingue deux cas :

@ si V(Y) = 0, pour que I'expression soit positive pour tout 4, il faut et il suffit que le coefficient de A
soit nul, donc cov(X, Y) = 0, et on a le résultat.
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Proposition 16: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si X et Y appartiennent a V2(2,R), on a l'inégalité :

|cov(X, Y)l <o(X)o(Y).

Démonstration

Soit A un réel. On a V(X + 1Y) = cov(X + AV, X + 2Y) = V(X) + A2V (Y) + 24cov(X, Y) par bilinéarité.
On distingue deux cas :

@ si V(Y) = 0, pour que I'expression soit positive pour tout 4, il faut et il suffit que le coefficient de A
soit nul, donc cov(X, Y) = 0, et on a le résultat.

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, son discriminant est négatif ou nul ce qui donne
[cov(X, V)]? = V(X)V(Y) <0

et 'on obtient I' inégalité.
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Moments d’une variable aléatoire discréte OGEIELTE

Proposition 16: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si X et Y appartiennent a V2(2,R), on a l'inégalité :

eov(X, V)| < a(X)or(Y).

Démonstration

Soit A un réel. On a V(X + 1Y) = cov(X + AV, X + 2Y) = V(X) + A2V (Y) + 24cov(X, Y) par bilinéarité.
On distingue deux cas :

@ si V(Y) = 0, pour que I'expression soit positive pour tout 4, il faut et il suffit que le coefficient de A
soit nul, donc cov(X, Y) = 0, et on a le résultat.

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 4, son discriminant est négatif ou nul ce qui donne
[cov(X, V)]? = V(X)V(Y) <0

et 'on obtient I' inégalité.

Proposition 17

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2 et indépendantes,
alors leur covariance est nulle.

Il en résulte que T'on a alors V(X + V) = V(X) + V(Y).
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Proposition 16: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si X et Y appartiennent a V2(2,R), on a l'inégalité :

eov(X, V)| < a(X)or(Y).

Démonstration

Soit A un réel. On a V(X + 1Y) = cov(X + AV, X + 2Y) = V(X) + A2V (Y) + 24cov(X, Y) par bilinéarité.
On distingue deux cas :

@ si V(V) = 0, pour que I'expression soit positive pour tout 4, il faut et il suffit que le coefficient de A
soit nul, donc cov(X, Y) =0, et on a le résultat.

@ sinon, on a un trindme qui est positif pour tout 2, son discriminant est négatif ou nul ce qui donne
[cov(X, V)]? = V(X)V(Y) <0

et l'on obtient I inégalité.

Proposition 17

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d'ordre 2 et indépendantes,
alors leur covariance est nulle.

Il en résulte que T'on a alors V(X + V) = V(X) + V(Y).

Démonstration
Cela résulte directement du théoréme 12 (E(XY) = E(X)E(Y)) et de la définition de la covariance.
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Moments d’une variable alé cré Covariance

Généralisation :

Si Xi, ..., X, sont n variables aléatoires réelles possédant toutes un moment d'ordre 2, en utilisant la
bilinéarité de la covariance on obtient :

V(X 4+ Xa) = cov(X + -+ Xo, Xi + - + Xp)

V()(]) +o 4+ V(Xn) +2 Z COV(X,‘,XI') .

I<i<j<n
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Moments d’une variable aléatoire discréte NOQEIELTTS

Généralisation :

Si Xi, ..., X, sont n variables aléatoires réelles possédant toutes un moment d'ordre 2, en utilisant la
bilinéarité de la covariance on obtient :

V(X 4+ Xa) = cov(X + -+ Xo, Xi + - + Xp)
=VO) + V) +2 ) cov(X, X) .
I<i<j<n
Il en résulte :
Théoréme 22

Si Xi, ..., X, sont n variables aléatoires réelles possédant toutes un moment d'ordre 2 et indépendantes
deux a deux :

V()(I+"'+Xn):iv(xi)'

i=1
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ible des grands nombres

La loi faible des grands nombres exprime que la variable X, tend vers 1/2 lorsque n — oo (en un certain
sens).
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Loi faible des grands nombres

La loi faible des grands nombres exprime que la variable X, tend vers 1/2 lorsque n — co (en un certain
sens).

Théoréme 23: Loi faible des grands nombres

Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (2, A, P),
indépendantes et de méme loi (en abrégé : i.i.d), et de variance finie.

n
2 Xi

On pose m = E(X), et X, = - Alors :
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Loi faible des grands nombres

La loi faible des grands nombres exprime que la variable X, tend vers 1/2 lorsque n — co (en un certain
sens).

Théoréme 23: Loi faible des grands nombres

Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (2, A, P),
indépendantes et de méme loi (en abrégé : i.i.d), et de variance finie.

n
_ &N
On pose m = E(X), et X, = % - Alors :

Ve>0, JLngo]P’(IX_n—ml >s)= 0.
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Loi faible des grands nombres

Démonstration

Notons déja que, puisque les X; possédent un moment d'ordre 2, elles possédent aussi un moment d'ordre
1, donc m = E(X) est fini.
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Loi faible des grands nombres

Démonstration

Notons déja que, puisque les X; possédent un moment d'ordre 2, elles possédent aussi un moment d'ordre
1, donc m = E(X) est fini.
Les variables ayant méme loi, on a E(X;) = E(X) et V(X;) = V(X)) pour tout i.
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Loi faible des grands nombres

Démonstration

Notons déja que, puisque les X; possédent un moment d'ordre 2, elles possédent aussi un moment d'ordre
1, donc m = E(X) est fini.

Les variables ayant méme loi, on a E(X;) = E(X) et V(X;) = V(X)) pour tout i.

v(x)

Par linéarité de l'espérance, E(X,) = m et puisque les variables sont indépendantes, V(X,) = ——
n
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Loi faible des grands nombres

Démonstration

Notons déja que, puisque les X; possédent un moment d'ordre 2, elles possédent aussi un moment d'ordre
1, donc m = E(X) est fini.
Les variables ayant méme loi, on a E(X;) = E(X) et V(X;) = V(X)) pour tout i.
— — V(X
Par linéarité de I'espérance, E(X,) = m et puisque les variables sont indépendantes, V(X,) = Q
n

On applique alors I'inégalité de BT :

P([X: - E(Xa)| > &) < Vizx_") = Vrsz‘)
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Loi faible des grands nombres

Démonstration

Notons déja que, puisque les X; possédent un moment d'ordre 2, elles possédent aussi un moment d'ordre
1, donc m = E(X) est fini.
Les variables ayant méme loi, on a E(X;) = E(X) et V(X;) = V(X)) pour tout i.
— — V(X
Par linéarité de I'espérance, E(X,) = m et puisque les variables sont indépendantes, V(X,) = Q
n

On applique alors I'inégalité de BT :

P([X: - E(Xa)| > &) < Vizx_") = Vrsz‘)

et le résultat en découle immédiatement.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Définition 20

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A,P), a valeurs dans N.

La fonction génératrice de X est la série entiére :

Gx(f) = f P(X = n)t".
n=0
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Définition 20

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A,P), a valeurs dans N.

La fonction génératrice de X est la série entiére :

Gx(f) = fﬂ»(x = )",
n=0

Proposition 18

La fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs entiéres a un rayon de convergence Ry supérieur
ou égal a 1.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Définition 20

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A,P), a valeurs dans N.

La fonction génératrice de X est la série entiére :

Gx(f) = fp(x = )",
n=0

Proposition 18

La fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs entiéres a un rayon de convergence Ry supérieur
ou égal a 1.

Démonstration

+o00
Gx(1) = ZO P(X = n) =1 puisque X(2) c N, donc la série entiére converge pour t = 1. Puis cf. cours sur
=

les séries entiéres.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Définition 20

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A,P), a valeurs dans N.

La fonction génératrice de X est la série entiére :

Gx(f) = fp(x = )",
n=0

Proposition 18

La fonction génératrice d’'une variable aléatoire a valeurs entiéres a un rayon de convergence Ry supérieur
ou égal a 1.

Démonstration

+o00
Gx(1) = 20 P(X = n) =1 puisque X(2) c N, donc la série entiére converge pour t = 1. Puis cf. cours sur
=

les séries entiéres.

Proposition 19
" (0)

Gy est de classe € sur ]-Ry; Rx[ et pour tout n€ N : P(X = n) = i
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Définition 20

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A,P), a valeurs dans N.

La fonction génératrice de X est la série entiére :

Gx(t) = +Zmn»(x = )",
n=0

Proposition 18

La fonction génératrice d’'une variable aléatoire a valeurs entiéres a un rayon de convergence Ry supérieur
ou égal a 1.

Démonstration

400

Gx(1) = ¥ P(X = n) =1 puisque X(Q2) C N, donc la série entiére converge pour t = 1. Puis cf. cours sur
=

les séries entiéres.

Proposition 19

CHON

Gy est de classe € sur ]-Ry; Rx[ et pour tout n € N : P(X = n) |
n!

Démonstration

cf cours sur les séries entiéres...
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Définition 20

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A,P), a valeurs dans N.

La fonction génératrice de X est la série entiére :

Gx(f) = fp(x = )",
n=0

Proposition 18

La fonction génératrice d’'une variable aléatoire a valeurs entiéres a un rayon de convergence Ry supérieur
ou égal a 1.

Démonstration

+o00
Gx(1) = 20 P(X = n) =1 puisque X(2) c N, donc la série entiére converge pour t = 1. Puis cf. cours sur
=

les séries entiéres.

Proposition 19
" (0)

Gy est de classe € sur ]-Ry; Rx[ et pour tout n€ N : P(X = n) = i
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Démonstration

Clest le théoréme de transfert.

d’Arsonval)



Variables aléatoires a valeurs dans N

Proposition 20

Pour tout t € |=Ryx ; Rx[, Gx(t) = E(tY).

Démonstration

C'est le théoréme de transfert.

Proposition 21

@ Si X suit la loi binomiale de paramétres (n, p), sa fonction génératrice est la fonction polynomiale
définie par
YteR, Gx(t) = (pt+q)".
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Proposition 20

Pour tout t € |=Ryx ; Rx[, Gx(t) = E(tY).

Démonstration

C'est le théoréme de transfert.

Proposition 21

@ Si X suit la loi binomiale de paramétres (n, p), sa fonction génératrice est la fonction polynomiale
définie par
YteR, Gx(t) = (pt+q)".

Q Si X suit la loi géométrique de paramétre p, le rayon de convergence de sa fonction génératrice est
. N
égal a g et
pt

viel]-1;1], Gu(t) = =
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Proposition 20

Pour tout t € |=Ryx ; Rx[, Gx(t) = E(tY).

Démonstration

Clest le théoréme de transfert.
Proposition 21
@ Si X suit la loi binomiale de paramétres (n, p), sa fonction génératrice est la fonction polynomiale

définie par
YteR, Gx(t) = (pt+q)".

Q@ Si X suit la loi géométrique de paramétre p, le rayon de convergence de sa fonction génératrice est
égal a }7 et

VTE]—%;%[, G)((t):%.

© Si X suit la loi de Poisson de paramétre A, sa série génératrice est de rayon de convergence co et

ViteR, Gy(t) =),

PSI* (Lycée d’Arsonval)
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Démonstration

@ Si X — B(n, p) sa série génératrice est en fait la somme finie :

n
Gx(t) = Z (Z)pkq”_ktk = (pt+q)" (formule du binéme).
k=0
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Démonstration

@ Si X — B(n, p) sa série génératrice est en fait la somme finie :
n
Gx(t) = Z (k)pkq”‘ = (pt+q)" (formule du binéme).
k=0
O Si X = G(p) on a lorsque la série converge :

Gx(t) = Z pq" " = ptz qt)™"

n=1

et l'on reconnait une série géométrique de raison gt.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Démonstration

@ Si X — B(n, p) sa série génératrice est en fait la somme finie :

n
Gx(t) = Z (k)pkq”‘ = (pt+q)" (formule du binéme).
k=0
@ Si X — G(p) on a lorsque la série converge :

Gx(t) = Z pq" " = ptz qt)™"

n=1
et l'on reconnait une série géométrique de raison gt.

O Si X — P(A) on a lorsque la série converge :

T on n
Gx(t) —e4 Z % —AZ (/lt)
n=0

et on reconnait le développement en série de exp(At).
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Démonstration

@ Si X — B(n, p) sa série génératrice est en fait la somme finie :

n
Gx(t) = Z (Z)pkq”_ktk = (pt+q)" (formule du binéme).
k=0

@ Si X — G(p) on a lorsque la série converge :

+o0 +oo
Gx(1) = > pg"t" = pt > (qt)"™"
n=1 n=1
et l'on reconnait une série géométrique de raison qt.
O Si X — P(A) on a lorsque la série converge :
+00 +
A" (at)n
Gy(t)=e?t )y “tn=et) L
x(f) =e ; n! ¢ nZ::O n!

et on reconnait le développement en série de exp(At).

Extrait du programme officiel :

Les étudiants doivent savoir calculer rapidement la fonction génératrice d’une variable aléatoire de
Bernoulli, binomiale, géométrique, de Poisson.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Février 2023



Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 24: Fonction génératrice de la somme de deux v.a. indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, Gy et Gy leurs fonctions génératrices respectives,
et Ry, Ry leurs rayons de convergence.

Si X et Y sont indépendantes on a :

pour tout ¢ tel que [f| < min(Ry, Ry), Gx+y(t) = Gx(t)Gy(t).

/ariables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 24: Fonction génératrice de la somme de deux v.a. indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, Gy et Gy leurs fonctions génératrices respectives,
et Ry, Ry leurs rayons de convergence.

Si X et Y sont indépendantes on a :

pour tout ¢ tel que [¢t| < min(Rx, Ry), Gx+v(t) = Gx(t)Gy(t).

Démonstration

X et Y étant indépendantes, il en est de méme des variables aléatoires t¥ et t' pour tout t tel que
[t < min(Rx, Ry), en vertu du théoréme 5.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 24: Fonction génératrice de la somme de deux v.a. indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, Gy et Gy leurs fonctions génératrices respectives,
et Ry, Ry leurs rayons de convergence.

Si X et Y sont indépendantes on a :

pour tout ¢ tel que [¢t| < min(Rx, Ry), Gx+v(t) = Gx(t)Gy(t).

Démonstration
X et Y étant indépendantes, il en est de méme des variables aléatoires t* et t' pour tout ¢ tel que
[t < min(Rx, Ry), en vertu du théoréme 5.

Puis en vertu du théoréme 12, on aura E(tX)E(t") = E(t*t") = E(£**Y) et il ne reste plus qu'a conclure
en utilisant la proposition précédente.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 24: Fonction génératrice de la somme de deux v.a. indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, Gy et Gy leurs fonctions génératrices respectives,
et Ry, Ry leurs rayons de convergence.

Si X et Y sont indépendantes on a :

pour tout ¢ tel que [¢t| < min(Rx, Ry), Gx+v(t) = Gx(t)Gy(t).

Démonstration
X et Y étant indépendantes, il en est de méme des variables aléatoires t* et t' pour tout ¢ tel que
[t < min(Rx, Ry), en vertu du théoréme 5.

Puis en vertu du théoréme 12, on aura E(t*)E(t") = E(t"t") = E(£**Y) et il ne reste plus qu’a conclure
en utilisant la proposition précédente.

Remarque : ce résultat se généralise sans difficulté au cas d’'une somme finie de variables aléatoires
entiéres indépendantes (utiliser le lemme des coalitions pour faire la récurrence).
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 24: Fonction génératrice de la somme de deux v.a. indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, Gy et Gy leurs fonctions génératrices respectives,
et Ry, Ry leurs rayons de convergence.

Si X et Y sont indépendantes on a :

pour tout ¢ tel que [¢t| < min(Rx, Ry), Gx+v(t) = Gx(t)Gy(t).

Démonstration

X et Y étant indépendantes, il en est de méme des variables aléatoires t* et t' pour tout ¢ tel que
[t < min(Rx, Ry), en vertu du théoréme 5.

Puis en vertu du théoréme 12, on aura E(tX)E(t") = E(t*t") = E(£**Y) et il ne reste plus qu'a conclure
en utilisant la proposition précédente.

Remarque : ce résultat se généralise sans difficulté au cas d’'une somme finie de variables aléatoires
entiéres indépendantes (utiliser le lemme des coalitions pour faire la récurrence).
Exemple

Retrouver la loi de la somme de deux variables indépendantes dans les cas de la loi binomiale et de la loi
Poisson..
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 25: Fonction génératrice et moments

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice. On suppose que Ry > 1, de sorte que Gy sera de classe ¥’ au voisinage de 1. Alors :

VikeN, 60() = E(X(X =1)... (X~ k+1)).
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 25: Fonction génératrice et moments

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice. On suppose que Ry > 1, de sorte que Gy sera de classe ¥’ au voisinage de 1. Alors :

VikeN, 60() = E(X(X =1)... (X~ k+1)).

En particulier : E(X) = G, (1), E(X(X —=1)) = G{(1) donc E(X?) = G} (1) + G} (1).
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 25: Fonction génératrice et moments

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice. On suppose que Ry > 1, de sorte que Gy sera de classe ¥’ au voisinage de 1. Alors :

VikeN, 60() = E(X(X =1)... (X~ k+1)).
En particulier : E(X) = G, (1), E(X(X —=1)) = G{(1) donc E(X?) = G} (1) + G} (1).

Démonstration

D’apreés le théoréme de dérivation d'une série entiére,

~+o0
Viel-Re R VkeN, GO(0) = Y n(n=1)...(n-k+1B(X = n)"*
n=k
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 25: Fonction génératrice et moments

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice. On suppose que Ry > 1, de sorte que Gy sera de classe ¥’ au voisinage de 1. Alors :

VikeN, 60() = E(X(X =1)... (X~ k+1)).
En particulier : E(X) = G, (1), E(X(X —=1)) = G{(1) donc E(X?) = G} (1) + G} (1).

Démonstration

D’apreés le théoréme de dérivation d'une série entiére,

+co
Viel-Re R VkeN, GO(0) = Y n(n=1)...(n-k+1B(X = n)"*
n=k

donc
+o00
GO =D n(n=1)...(n— k+DB(X = n) = B(X(X=1)... (X =k +1))
n=k

en utilisant le théoréme de transfert.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 25: Fonction génératrice et moments

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice. On suppose que Ry > 1, de sorte que Gy sera de classe ¥’ au voisinage de 1. Alors :

VikeN, 60() = E(X(X =1)... (X~ k+1)).
En particulier : E(X) = G, (1), E(X(X —=1)) = G{(1) donc E(X?) = G} (1) + G} (1).

Démonstration

D’apreés le théoréme de dérivation d'une série entiére,

+co
Viel-Re R VkeN, GO(0) = Y n(n=1)...(n-k+1B(X = n)"*
n=k

donc
+o00
GO =D n(n=1)...(n— k+DB(X = n) = B(X(X=1)... (X =k +1))
n=k

en utilisant le théoréme de transfert.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = G, (1) et E(X?) = Gy (1) + G{(1).
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = G, (1) et E(X?) = Gy (1) + G{(1).

Démonstration

@ Si X admet une espérance, la série Y, nP(X = n) est ACV donc la série entiére Y, nP(X = n)t" est
neN neN

normalement convergente, donc uniformément, sur [-1;1].
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = G, (1) et E(X?) = Gy (1) + G{(1).

Démonstration

@ Si X admet une espérance, la série Y, nP(X = n) est ACV donc la série entiére Y, nP(X = n)t" est
neN neN
normalement convergente, donc uniformément, sur [—1;1]. Le théoréme de dérivation d’une série de

fonctions donne alors le résultat.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = Gy (1) et E(X?) = Gy (1) + G (1).

Démonstration
@ Si X admet une espérance, la série Y, nP(X = n) est ACV donc la série entiére Y, nP(X = n)t" est
neN neN
normalement convergente, donc uniformément, sur [—1;1]. Le théoréme de dérivation d’une série de
fonctions donne alors le résultat.

@ Si X admet une variance alors X et X? admettent une espérance donc les séries Y, nP(X = n) et
neN
> n*P(X = n) sont ACV.
neN
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = Gy (1) et E(X?) = Gy (1) + G (1).

Démonstration

@ Si X admet une espérance, la série Y, nP(X = n) est ACV donc la série entiére Y, nP(X = n)t" est
neN neN

normalement convergente, donc uniformément, sur [—1;1]. Le théoréme de dérivation d’une série de
fonctions donne alors le résultat.

@ Si X admet une variance alors X et X? admettent une espérance donc les séries Y, nP(X = n) et
neN
> m*P(X = n) sont ACV. La série de fonctions Y, n(n—1)P(X = n)t" est alors normalement donc
neN neN*
uniformément convergente sur [-1;1],

PSI* (Ly V@ Chapitre XVIII : Variables aléatoires discrétes Feévrier 2023



Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = Gy (1) et E(X?) = Gy (1) + G (1).

Démonstration
@ Si X admet une espérance, la série Y, nP(X = n) est ACV donc la série entiére Y, nP(X = n)t" est
neN neN
normalement convergente, donc uniformément, sur [—1;1]. Le théoréme de dérivation d’une série de
fonctions donne alors le résultat.

@ Si X admet une variance alors X et X? admettent une espérance donc les séries Y, nP(X = n) et
neN

> m*P(X = n) sont ACV. La série de fonctions Y, n(n—1)P(X = n)t" est alors normalement donc
neN neN*

uniformément convergente sur [-1;1], ce qui permet d’en déduire (théoréme de dérivation d’'une
série de fonctions) que Gy est deux fois dérivable a gauche en 1 et que :
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = Gy (1) et E(X?) = Gy (1) + G (1).

Démonstration
@ Si X admet une espérance, la série Y, nP(X = n) est ACV donc la série entiére Y, nP(X = n)t" est
neN neN
normalement convergente, donc uniformément, sur [—1;1]. Le théoréme de dérivation d’une série de
fonctions donne alors le résultat.
@ Si X admet une variance alors X et X? admettent une espérance donc les séries Y, nP(X = n) et
neN

> m*P(X = n) sont ACV. La série de fonctions Y, n(n—1)P(X = n)t" est alors normalement donc
neN neN*

uniformément convergente sur [-1;1], ce qui permet d’en déduire (théoréme de dérivation d’'une
série de fonctions) que Gy est deux fois dérivable a gauche en 1 et que :
G = 3 n(n—1B(X =n) = > mB(X = n)— 5 nB(X = n) = E(X2) — E(X)
4 n=1 n=1 n=1

puis la relation cherchée.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = Gy (1) et E(X?) = Gy (1) + G (1).

Démonstration
@ Si X admet une espérance, la série Y, nP(X = n) est ACV donc la série entiére Y, nP(X = n)t" est
neN neN
normalement convergente, donc uniformément, sur [—1;1]. Le théoréme de dérivation d’une série de
fonctions donne alors le résultat.
@ Si X admet une variance alors X et X? admettent une espérance donc les séries Y, nP(X = n) et
neN

> m*P(X = n) sont ACV. La série de fonctions Y, n(n—1)P(X = n)t" est alors normalement donc
neN neN*

uniformément convergente sur [-1;1], ce qui permet d’en déduire (théoréme de dérivation d’'une
série de fonctions) que Gy est deux fois dérivable a gauche en 1 et que :
G = 3 n(n—1B(X =n) = > mB(X = n)— 5 nB(X = n) = E(X2) — E(X)
4 n=1 n=1 n=1

puis la relation cherchée. La démonstration de la réciproque est admise.
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Variables aléatoires a valeurs dans N

Théoréme 26

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans N, et Gx sa
fonction génératrice.

Lespérance de X existe si et seulement si Gy est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gy est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura encore : E(X) = Gy (1) et E(X?) = Gy (1) + G (1).

Démonstration

@ Si X admet une espérance, la série Y, nP(X = n) est ACV donc la série entiére Y, nP(X = n)t" est
neN neN

normalement convergente, donc uniformément, sur [—1;1]. Le théoréme de dérivation d’une série de
fonctions donne alors le résultat.
@ Si X admet une variance alors X et X? admettent une espérance donc les séries Y, nP(X = n) et
neN

> m*P(X = n) sont ACV. La série de fonctions Y, n(n—1)P(X = n)t" est alors normalement donc
neN neN*

uniformément convergente sur [-1;1], ce qui permet d’en déduire (théoréme de dérivation d’'une
série de fonctions) que Gy est deux fois dérivable a gauche en 1 et que :

foo oo 0
Gy()= X n(n-NP(X =n) = "21 PP(X = n) — "21 nP(X = n) = E(X?) — E(X)

n=l1

puis la relation cherchée. La démonstration de la réciproque est admise.

Exemple
Retrouver les moments d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale, géométrique et de Poisson...
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