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Chapitre 1 - Espaces vectoriels et applications linéaires

Dans toute la suite, K désigne R ou C.

1.1 Définition d’un espace vectoriel

o Un K-espace vectoriel est un triplet (E, + ,.), o E est un ensemble muni :
. d’une loi de composition interne sur F, notée +, telle que (E,+) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E x E dans E (loi interne) :
V(zy)€e B2, 2 +yeE;
(ii) la loi + est associative : V (z,y,2) € E3, (x+y) +z=2+ (y+ 2);
(iii) la loi + est commutative : V (z,y) € E?, 2 +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté O : Vo € E, x + 0 = x;
(v) tout élément = de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —z : © + (—z) = 0p .

KxE — FE

» d’une loi de composition externe sur K, notée . , c’est-a-dire une application vérifiant
ANz) — Az

les propriétés suivantes :
) lgx=xa;
ii) Alz+y)=Az+A\y;
V(A\p) € K2V (2y) € E?, ( .) )
) A+ p).x=Ar+pa;
) A(wx) = ().
« Exemples
Il est important de connaitre un certain nombre d’espaces vectoriels classiques.
. K est un K-espace vectoriel.

. C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

. Si D est un ensemble quelconque et E un K-espace vectoriel, I’ensemble A(D,E) des applications de D
dans F peut étre muni d’une structure de K-espace vectoriel pour les lois + et . définies par :

(f.9) = f+gavec:Va e D, (f+g)(x) = f(x)+g(x);
(Af) = A favec: Vo e D, (Af)(z) =Af(x).

En particulier, 'ensemble EN des suites & valeurs dans E est un K-espace vectoriel.
. K[X], ensemble des polynémes a coefficients dans K, est un K-espace vectoriel.

« M, 4(K), ensemble des matrices & p lignes et ¢ colonnes a coefficients dans K, est un K-espace vectoriel.

1.2 Espace vectoriel produit

Soient F1, Ey, ..., E, p K-espaces vectoriels.
L’ensemble produit £ = Fy x Ey X ... x E, est un K-espace vectoriel pour les lois définies par :

(xlv'rQa"'az;D)+(ylvaa"'vyp) = (:rl +y1;z2+y25"'7xp+yp);
A(m1,22, ... ,2p) = (Az1,A22,...,A2p)

Muni de ces lois, E s’appelle 'espace vectoriel produit des E;. Le vecteur nul de E est le p-uplet (0g,,...,0g,).

Exemple : KP est un K-espace vectoriel pour les lois définies ci-dessus.

1.3 Sous-espace vectoriel

o Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel. Par définition, une partie F' de E est un sous-espace vectoriel de E' si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel.
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e Caractérisations d’un sous-espace vectoriel
F' est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si F' est une partie non vide de E stable par combinaisons
linéaires, ce qui équivaut a :
FCE, F#0 e VIeK V(zy)eF? :z+ycFet xcF
ou encore :

FCE, F#0 et VAecK V(zy)ecF*: x+y € F.

v" Il ne faut surtout pas oublier de vérifier que F' est bien inclus dans E. Dans certains cas, il s'agit
de la partie la plus délicate de la vérification.

v' Pour montrer F' # (), on vérifie en général que O € F.

« Exemples
Il existe un certain nombre de sous-espaces vectoriels classiques (donc d’espaces vectoriels) a connaitre.

. {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de F (dits triviaux).

. Sin € N, K,[X], ensemble des polynémes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un sous-espace
vectoriel de K[X].

v’ Attention : I'ensemble des polyndmes de degré exactement n n'est PAS un sous-espace vectoriel
de K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polynéme nul !

. Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

. Si I est un intervalle de R, 'ensemble %'(I,R) des fonctions continues sur I & valeurs réelles est un sous-
espace vectoriel de A(I,R).

1.4 Intersection de sous-espaces vectoriels

Si (E;)ier est une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de F, leur intersection ﬂ FE; est encore un
iel
sous-espace vectoriel de F.
v' La réunion de sous-espaces vectoriels de E n'est pas, en général, un sous-espace vectoriel de E.
Plus précisément, on peut démontrer que si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace
vectoriel £, AU B est encore un sous-espace vectoriel de E si et seulementsi A C B ou B C A.

1.5 Sous-espace vectoriel engendré, combinaisons linéaires

e Soit X une partie quelconque d’un K-espace vectoriel E.
L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X est encore un sous-espace vectoriel
de E; c’est en fait le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant X (au sens de 'inclusion) ; on I'appelle
sous-espace vectoriel engendré par X, et on le note Vect(X).

o SiX =0, Vect(d) = {0g}. Sinon, Vect(X) est exactement I’ensemble des combinaisons linéaires des éléments
de X, c’est-a-dire les éléments de la forme :
n
Z)‘ixi avecn € N* et \; € K, z; € X pour tout .
i=1
v’ Par définition, une combinaison linéaire est toujours une somme finie.

v’ Le résultat précédent montre, en particulier, que I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs
d'une partie de F est un sous-espace vectoriel de F. Cela peut étre utile pour abréger certaines
démonstrations.

1.6 Famille génératrice

Une famille (x;);e; d’un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si le sous-espace vectoriel qu’elle
engendre est égal a I'espace E tout entier :

E = Vect((aci)iej) ,

c’est-a-dire si tout vecteur de E est combinaison linéaire des x; .

Toute famille contenant une famille génératrice de E est encore génératrice de E.
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1.7 Dépendance et indépendance linéaire

o Une famille finie (z;)1<i<n d'un K-espace vectoriel E est dite libre s’il n’existe pas de relation de dépendance
linéaire non triviale entre ces vecteurs, c’est-a-dire si, pour toute famille ()\;)1<i<n d’éléments de K :

Z)\ixi =0 = Vi€ [[1;71]], A = Ok

i=1
(on dit aussi que les x; sont linéairement indépendants).

o Une famille quelconque (x;);c; d’un K-espace vectoriel F est dite libre si toutes ses sous-familles finies sont
libres.
Exemple : dans K[X], toute famille de polynémes non nuls de degrés distincts est libre.

o Une famille finie (x;)1<i<n d'un K-espace vectoriel E est dite liée si elle n’est pas libre, c’est-a-dire s’il existe
n

une famille (\;)1<ign d’éléments de K, non tous nuls, telle que Z Xiz; = 0p (on dit aussi que les x; sont
i=1
linéairement dépendants).

o Propriétés
— Une famille réduite & un élément {z} est libre si et seulement si x # Op.
— Toute famille contenant Og est liée.
— Toute sous-famille d’'une famille libre est libre. Toute famille contenant une famille liée est liée.

— Une famille (z;)ier est liée si et seulement si il existe j € I tel que z; soit combinaison linéaire des
(Ti)iel,izs-
Une famille (x;);er est libre si aucun des z; n’est combinaison linéaire des autres.

1.8 Bases

Une famille £ d’un K-espace vectoriel E s’appelle une base de F si elle est a la fois libre et génératrice de F.

Cela équivaut a dire que tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments
de 4. Les coefficients de cette combinaison linéaire sont les coordonnées de x dans la base 4.

1.9 Somme de sous espaces vectoriels

Soit (F;)1<ign une famille de n sous-espaces vectoriels de E (n € N*) .

n n
On appelle somme des E;, et on note Z FE;, ensemble des vecteurs de la forme Z x;, ou x; € E; pour tout
i=1 i=1
i€ l;n].

C’est aussi le sous-espace vectoriel de E engendré par la réunion des F;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace

vectoriel de E qui contient tous les F; :
> B = Vect< U E>
i=1

1<i<n

v' Les deux caractérisations précédentes de la somme de sous-espaces sont utiles et doivent toutes deux
étre sues.

Cependant, on prendra soin de ne pas confondre la réunion, qui est une notion ensembliste, et la somme
de sous-espaces vectoriels.

n
Exemple : si xq,...,x, sont n vecteurs de F, Z K.z; = Vect(x1,...,zp).
i=1

1.10 Somme directe de sous-espaces vectoriels

o Soit (E;)1<i<n une famille de n sous-espaces vectoriels de E.
n n n
On dit que la somme Z FE; est directe lorsque pour tout x € Z FE; Vécriture x = Z x; avec x; € E; pour
i=1 i=1 i=1

n n
tout i est unique. On note alors : Z E; = @ FE;.
=1 i=1
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n
Exemple : si x1,...,x, sont n vecteurs non nuls de E, dire que la somme E K.x; est directe équivaut a
i=1
dire que la famille (z1,...,z,) est libre.
e Caractérisations d’une somme directe

. Pour que la somme Z E; soit directe, il faut et il suffit que pour toute famille (z;)1<i<n avec z; € E;
1<ign
pour tout ¢ on ait :

n
inzo — Vie[l;n], z;=0.
i=1
v' Il s'agit de la caractérisation la plus simple a utiliser pour montrer que n sous-espaces vectoriels
sont en somme directe des que n > 3.

n
. Pour que la somme Z E; soit directe, il faut et il suffit qu’il existe j € [1;n] tel que Z FE; soit directe et

i=1 1<i<n
i#]
que E E; et Ej; soient en somme directe (et dans ce cas, cette propriété est vraie pour tout j € [1;n]).
1<ign
i#j
v" Cette caractérisation est moins utilisée, mais elle peut étre pratique dans des démonstrations par
récurrence.

e Somme directe de deux sous-espaces
Dans le cas de deuz sous-espaces vectoriels (et dans ce cas seulement), on a une caractérisation plus simple.

En effet, pour que la somme de deux sous-espaces vectoriels Fy et Ey de E soit directe, il faut et il suffit
que F1 N Ey = {0g}.

e Sous-espaces supplémentaires

n
Les sous-espaces vectoriels E; (1 < i < n) de E sont dits supplémentaires si F = @Ez Cela équivaut a

=1
n

dire que tout vecteur z € E s’écrit de maniére unique sous la forme z = Z x; avec x; € E; pour tout i.
i=1
n
Exemple : si x1, ... ,x, sont n vecteurs non nuls de E, dire que E = @ K.x; équivaut a dire que la famille
i=1
(21,...,x,) est une base de E.
« Base adaptée a une décomposition en somme directe
n
. Soit (E;)1<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que E = @ E;.
i=1

n
Si, pour tout ¢ € [1;n], %; est une base de E;, alors les %; sont deux a deux disjointes et Z = U B; est

i=1
une base de FE.

. Soit % une base de E, et (%;)1<ign une partition de A.

Si, pour tout i € [1;n], E; = Vect(%;), alors E = @Ez
i=1

1.11 Espaces vectoriels de dimension finie

e On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il posséde une famille génératrice finie.

e Théoréme de la base incompléte
Soient L une famille libre et G une famille génératrice de E, espace vectoriel de dimension finie.
Alors il existe une base % de E telle que : L C Z C LUG (autrement dit, on peut compléter L d laide de
vecteurs de G pour obtenir une base).

On en déduit que tout espace vectoriel de dimension finie F posséde (au moins) une base (dans le cas ou
E = {0}, on peut convenir qu'une base de F est (}).

e Dimension
Toutes les bases d’'un espace vectoriel ¥ de dimension finie ont le méme nombre d’éléments, appelé la
dimension de F, notée dimg E ou plus simplement dim F£.
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e Caractérisation des bases
Soit F un K-espace vectoriel de dimension n.

— Toute famille libre de E a au plus n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de F.
— Toute famille génératrice de E a au moins n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de F.
Exemple : toute famille de polynémes de degrés échelonnés de 0 & n est une base de K,,[X].

e« Dimension d’un espace vectoriel produit

Soient F1, Ey, ..., E, p K-espaces vectoriels de dimensions finies.

P
Alors l'espace vectoriel produit E = E; X Ea x ... x E, est de dimension finie et dim E = Z dim(E;).
i=1

1.12 Dimension d’un sous-espace vectoriel

e Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit F' un sous-espace vectoriel de FE.
— F est de dimension finie, et dim F' < dim F.
— De plus, si dim E' = dim F', alors F' = F.

e« Rang d’une famille
Soit (x;);er une famille d’éléments d’un K-espace vectoriel E.
Si le sous-espace vectoriel qu’elle engendre est de dimension finie, on définit le rang de la famille (z;);er par :

rg((zi)iel) = dlm(Vect((zZ)zej)) .
e Propriétés
— Si E est de dimension finie, alors :

— Si (21,22, ...,xp) est une famille finie, alors : rg(z1,x2,...,2p) < P.

1.13 Dimension de la somme de deux sous-espaces

e Dimension d’un supplémentaire
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.

— Tout sous-espace vectoriel de E posséde (au moins) un supplémentaire.
- SiE=F®G,dmF+dmG=dmFE.

¢ Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E. Alors
F + G est de dimension finie et :

dim(F+G) =dim F +dim G — dim(FNG).

o Caractérisation de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
Pour que F et G soient supplémentaires, il faut et il suffit que :

F+G=FE e dimFE=dimF+dimG
ou bien que :

FNG={0g} et dimFE=dimF +dimG.
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1.14 Dimension de la somme de n sous-espaces

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)1<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E.

e Dimension de la somme
n n
On a l'inégalité : dim <Z El> < Z dim F; , et il y a égalité si et seulement si la somme est directe.
i=1 i=1
e Caractérisation de sous-espaces vectoriels supplémentaires
Pour que les E; soient supplémentaires, il faut et il suffit que :

n n
la somme Z E; soit directe et que dim E = Zdim(Ei)
i=1 i=1

ou bien que :

i=1 i=1

1.15 Applications linéaires

o Définitions

. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. Une application u: E — F est dite linéaire si :
VAEK, V(z,y) € B ulx+y) =u(x) +uly) et u(\r) = u(z).
On peut remplacer cette définition par :

VAEK, Y (z,y) € B2 ulhx +vy) = du(x) + u(y).

Si u est linéaire, on aura plus généralement, pour toute famille de scalaires (A;)1<i<n €t toute famille

(xi)1<icn de vecteurs de E :
i=1 i=1

. Un isomorphisme de E sur F' est une application linéaire bijective de E sur F.
. Un endomorphisme de F est une application linéaire de E dans lui-méme.
. Un automorphisme de F est un endomorphisme de E bijectif.

. On note Z(E,F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F, Z(F) I'ensemble des endomorphismes
de E et GL(E) celui des automorphismes de E.

« Exemples

De méme qu’il faut connaitre certains espaces vectoriels de référence, il faut aussi connaitre certaines
applications linéaires classiques. Citons-en quelques-unes.

. L’application nulle £ — F' .
x +— 0p

. L’application identique Idg: F — E.
x—x

. L’homothétie de rapport A€ K: hy: E — E (hy = A1dg).
T — AT

. L’application P — P’ de K[X] dans K[X].
. L’application f — f(a) de A(D,E) dans E, avec a € D.

b
L’application f — [ f(¢)dt de €([a;b],R) dans R.

. Il y a aussi les projections et les symétries, que nous verrons un peu plus loin.
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1.16 Opérations sur les applications linéaires

o Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Alors Z(E,F') est un sous-espace vectoriel de A(E,F).
Cela revient a dire que si u et v sont deux applications linéaires de F dans F et si A est un scalaire,
I'application A\u + v est linéaire.
De plus, lorsque E et F' sont de dimensions finies, on a :

dim .Z(E,F) = dim F x dim F'.
e Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels.
Siue Z(EF)etve Z(FQ),alorsvou e Z(EG).
e Si u est un isomorphisme de E sur F, I'application réciproque u~! est encore linéaire (ce sera donc un
isomorphisme de F' sur E).

1.17 Image et image réciproque d’un sous-espace, noyau

o Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, et u € Z(E,F).
— Si E’ est un sous-espace vectoriel de F, son image u(E’) par u est un sous-espace vectoriel de F'.

— Si F' est un sous-espace vectoriel de F', son image réciproque v~ !(F’) par u est un sous-espace vectoriel
de F.

e Soit u € Z(E,F). L’ensemble image de FE par u est un sous-espace vectoriel de F', appelé image de u, et
noté Imwu. Ainsi :
Imu = {u(z) |z € E}.
o Soit u € Z(E,F). L’image réciproque de {0r} par u est un sous-espace vectoriel de E, appelé noyau de u,
et noté Keru. Ainsi :

Keru=u"t({0r}) ={x € E |u(z) =0p}.
o Théoreme
Soit u € Z(E,F). Alors :
u surjective <= Imu=F ; u injective <= Keru= {0g}.
e Deux propriétés simples mais importantes
Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels, u € Z(E,F) et v € Z(F,G). Alors :
— Im(vowu) CImv et Ker(vou) D Keru.
—vou=0 <= Imu C Kerv.

¢ Théoréme d’isomorphisme
Soit u € Z(E,F). La restriction de u & tout supplémentaire de Keru dans E est un isomorphisme de ce
supplémentaire sur Im u.

1.18 Détermination d’une application linéaire

n
o Soit (E;)1<ign une famille de sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E, telle que E = @Ei, et
soit F' un K-espace vectoriel. =
Pour tout 7 € [1;n], soit u; une application linéaire de E; dans F'.
Alors il existe une et une seule application linéaire u € Z(E,F) telle que pour tout ¢ € [1;n], u; = u|g,.
(autrement dit, une application linéaire est entiérement déterminée par ses restrictions & des sous-espaces
vectoriels supplémentaires).

o Soient E et F deux K-espaces vectoriels, (e;);c; une base de E et (b;);er une famille de vecteurs de F.
Alors il existe une et une seule application linéaire u € Z(E,F) telle que u(e;) = b; pour tout i € I.
(autrement dit, une application linéaire est entiérement déterminée par les images des vecteurs d’une base).

o Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E,F).

u est injective (respectivement surjective, respectivement bijective) si et seulement si I'image d’une base
par u est une famille libre dans F' (respectivement génératrice de F', respectivement est une base de F) et,
lorsque cela est le cas, cela vaut pour toutes les bases.

o Il est important de retenir que, si u € Z(E,F) et si (e;)icr est une base de E, alors 'image de u est le
sous-espace vectoriel de F' engendré par les vecteurs u(e;).

v' Il s'agit certainement de la facon la plus simple de déterminer I'image d'une application linéaire.
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1.19 Rang d’une application linéaire

o Soient F et F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E,F). Si Im u est de dimension finie, sa dimension s’appelle
le rang de u, noté rgu.

Si (e;)ier est une base de F, le rang de u est aussi celui de la famille (u(e;)), -
e Théoréme du rang
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E,F).

Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Imwu) + dim(Keru) = dim E'.

e Conséquences
u désigne ici une application linéaire de F dans F.

— Si E est de dimension finie :
rgu <dimFE et rgu=dimFE <= wu injective.
— Si F est de dimension finie :

rgu < dimF et rgu=dimF <= u surjective.

Si E et F sont de dimensions finies et si dimE =dimkF, on a :

u injective <= wu surjective <= u bijective.

Soient F et F' de dimensions finies, avec dim £ = dim F. Soient u € Z(E,F) et v € Z(F,F) tels que
vou=1Idg (ouwowv=1Idp). Alors u et v sont des isomorphismes, réciproques I'un de lautre.

v’ Attention : les deux derniéres propriétés ci-dessus ne sont plus vraies lorsque E et F' ne sont pas
de méme dimension, ou bien lorsque I'un d’eux n'est pas de dimension finie.

e« Rang de la composée
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels, F et F' étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E.F) et v € Z(F,G). Alors on a :

—rg(vou) < rgw et, si u est surjective, il y a égalité.
—rg(vou) < rgu et, si v est injective, il y a égalité.

En particulier, il y a invariance du rang par la composition avec un isomorphisme.
— Si u est bijective, rg(vou) = rgo.

— Si v est bijective, rg(vou) = rgu.

1.20 Formes linéaires, hyperplans

 Hyperplan
Soit F un K-espace vectoriel. Un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel de E qui admet pour
supplémentaire une droite vectorielle D : E =D & H.

Si H est un hyperplan, alors, pour toute droite vectorielle D’ non incluse dans H on a £ = D' & H.
Lorsque F est de dimension finie n > 1, un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement
sidimH =n—1.

e Lien avec les formes linéaires
On rappelle qu’une forme linéaire sur un K-espace vectoriel E est une application linéaire de E dans K.
Le théoréme suivant est tres utile pour caractériser les hyperplans.

— Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement si il existe une forme linéaire ¢ sur
E, non nulle, telle que H = Ker ¢.

— Si p et ¢ sont deux formes linéaires non nulles sur E telles que Ker ¢ = Ker), alors il existe A € K
tel que ¥ = .

Pour tout hyperplan H, il existe donc une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = {z € E,¢(x) = 0}. La
relation ¢(x) = 0 s’appelle une équation de '’hyperplan H.
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e Expression analytique
Lorsque E est de dimension finie n, muni d’une base Z = (ey,...,e,), toute forme linéaire ¢ sur F est de

la forme :
n n
xr = E Ti€; — E a;xT;
i=1 i=1

ol les a; sont des scalaires (a; = p(e;)).
Il en résulte que tout hyperplan posséde une équation de la forme :

n
E a;T; = 0.
=1

e Intersection d’hyperplans
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Si (41, .. . ,pp) est une famille de p formes linéaires linéairement indépendantes sur E (p € N*), le sous-espace
vectoriel :

P
F=(\Kerg; ={z € E|Vie[l;p], p:(x) = 0}
i=1
est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — p.
L’ensemble des p équations p;(x) = 0 (1 < i < p) s’appelle un systéme d’équations de F'.

1.21 Projections, projecteurs, symétries

o Définitions géométriques
Soit F un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de £ : E = F & G.
Tout vecteur z € E s’écrit donc de maniére unique sous la forme : © = xp + 2g avec (zp,2g) € F x G.

E — FE
La projection sur F' parallelement a G est I'application p: { .

T — TR
La symétrie par rapport a F' et parallelement a G est 'application

[E — F
5 T — Tp—2C

e Propriétés

- s=2p—1Idg.

— s et p sont deux endomorphismes de E.

- p*=pop=p.

— 52 =505 =1Idg (s est donc bijectif, et s7% = s).
Ker(p —Idg) =Imp = F et Kerp =G.
— Ker(s —Idg) = F et Ker(s + Idg) = G.

Si p est la projection sur F' parallelement a G, et g est la projection sur G parallelement & F', p+q = Idg
(p et ¢ sont dits associés).
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e Projecteurs
On appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E tel que p? = p.
Si p est un projecteur, alors :
E=Imp®Kerp ; Imp=ZKer(p—1Idg)
et p est la projection sur Im p parallelement & Kerp.

v' Pour un projecteur p, il est vraiment important de retenir la propriété Imp = Ker(p — Idg), qui
exprime que les vecteurs de I'image de p sont exactement les vecteurs invariants par p.

v' Il est également utile de retenir que la décomposition de tout vecteur x € E selon les sous-espaces
vectoriels supplémentaires Im p et Kerp est :
x=p(z) +z—px) .
N~ —

€lmp €Kerp

¢« Endomorphismes involutifs
Si s est un endomorphisme involutif de E (s? = Idg), alors :
E =Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg)
et s est la symétrie par rapport & Ker(s — Idg) parallelement & Ker(s + Idg).
v' Il peut étre utile de retenir la décomposition suivante :
T+ s(x T — s(x
) | ol
S—— N——
eKer(s—Idg) eKer(s+Idg)

VeeF x=

e Projecteurs associés a une décomposition en somme directe
n

Soit (E;)1<ign une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que E = @ FE;.
i=1

n n
Pour tout = € E, il existe donc une unique famille (z;)1<i<n € H E; telle que : x = Z ;.
i=1 i=1
F — FE
Considérons, pour tout i € [1;n], 'application p;: { .
T = I

On a alors :

~Vie[l;n], piopi=p;i.

n
— Vi€ [1;n], p; est la projection sur E; parallélement & @Ej .
j=1
J#i
n

- sz:IdE

i—1
~V(ij)elin]’ i#j = piop; = Oz (m)-

On dit que (p;)1<i<n est la famille de projecteurs canoniquement associée & la décomposition de E en somme

XX
n

directe E = @ E;.

i=1
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Chapitre 2 - Calcul matriciel
Dans toute la suite, K désigne R ou C, et p, ¢ et n désignent des entiers naturels non nuls. On note :
« M, 4(K) lensemble des matrices de type (p,q) & coefficients dans K.

« M,,(K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

2.1 Opérations sur les matrices

e Structure de K-espace vectoriel

Soient A = (a;;)1<i<p € Mp(K) et B = (b;j)1<i<p € My 4(K) deux matrices de méme type (p,q), et soit
1<j<q 1<j<q
A € K un scalaire.

La somme des matrices A et B est définie par :
A+ B = (ai; + bij)i<i<p »
1<i<q
et la multiplication externe de A par A est définie par :

)\A = ()\aij)lgigp .

1<j<q

Muni de ces lois, (M, 4(K), +,.) est un K-espace vectoriel.
L’élément neutre pour 'addition dans M, 4(K) est la matrice nulle (dont tous les termes sont nuls), que
I'on note 0y, 4, ou 0 8’il n’y a pas d’ambiguité.
e Produit de matrices
Soient A = (aij)1gign € Mnﬁp(K) et B = (bjk)lgjgp € Mpyq(K) deux matrices.

1<j<p 1<k<q
On définit le produit matriciel AB = (¢ik)1<i<n € Mp,q(K) par :
1<k<q

P
V(i,k) € [Lsn] x [1:4], car = Zaijbjk-

j=1
Pour tout k& € [1;¢], la k¢ colonne de AB est égale & ACy, ou C}, désigne la k® colonne de B. De méme,
pour tout ¢ € [1;n], la ¢ ligne de AB est égale & L; B, ou L; désigne la i° ligne de A.

v' Le produit matriciel AB n'est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B.

e Propriétés
- VAeM,,K),VB e M. (K), VC € M, (K), A(BC) = (AB)C.
- VAe M, K),VBi, By € My ,(K), A(B1 + B2) = ABy + ABs.
- VA, Ay e M, (K),VB € My, (K), (A1 + A2)B = A1 B + AsB.
-VAeM,,K),VB e M,.(K), VA eK, (AM)B = A(AB) = \(AB).
+ Base canonique de M, ,(K)
. Pour tout (k,f) € [1;p] x [1;4], on note Eyy la matrice de type (p,q) dont tous les termes sont nuls, sauf
celui d’indice (k,¢) qui vaut 1. Autrement dit,

Ere = (0kidej)1<i<p € Mp,q(K).

1<j<q
. La famille des matrices (Eg¢)(,0)e[1;p]x[1;q] forme une base de M, ,(K), appelée base canonique.
» dim(M,,¢(K)) = pq.

. Pour toute matrice A = (a;;)1<i<p € Mpq(K), A = E a;; E;j; , c’est-a-dire que les coordonnées de A
1<i<q 1<i<p
1S54
dans la base canonique sont les a;;.

o Soient (Eij)i<i<p, (Efy)1<i<q et (Ej})1<i<p les bases canoniques respectives de M, ¢(K), de Mg, (K) et
1<j<q 1<k<r 1<k<r

de M, -(K). Alors :
V(i,7) € [1;p] x [154], ¥V (k,0) € [15q] x [157], EijEyp = 0 Bl -
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2.2 Opérations par blocs

o Soit A € My, 4(K). On appelle bloc de A toute matrice (a;;)icr, out I et J sont respectivement des parties
Jj€J
de [1;p] et de [1;q] formées d’entiers consécutifs (lorsque les indices ne sont pas consécutifs on parle de

matrice extraite).

e« Combinaison linéaire par blocs
Soient A, B € M, 4(K) décomposées en blocs avec le méme découpage :

A oo AT ;e Bii ... Bin|lm
A = : : p et B = : : D.
Agl Agm i P Bgl Bgm i Dre
— — — —
q1 m q1 am
q q
Alors, pour tout A € K, la matrice AA + B s’écrit, par blocs :
Mu+Bii ... Mim+Bin|lm
M+ B = : : p.
Mp+Bpn ... M+ Bem [T pe
— —
q1 dm
q

e Produit par blocs
Soient A € M,, 4(K) et B € M, ,(K), décomposées en blocs comme suit :

A11 e Alm i p1 Bll e Bln i (J1
Aél cee Alm :I: De Bml cee an i dm
— — — —
q1 dm 1 Tn
q r
et soit C'= AB € M,, ,(K), décomposée en blocs :
Cii Cin i D1
C = p.
Cn Cm |T pe
“— —
1 Tn
r

Alors : V (i,k) € [1;4] x [1;n], Cir = > AyBjy. .
j=1

2.3 Transposition

Soit A = (a;j)1<i<p € Mp,q(K).
1<j<q

On appelle transposée de A la matrice A" = (a;)1<j<q € Mg,p(K) définie par :
1<i<p

V (i,5) € [1;5p] x [154], a;‘i = Q5 .
o Propriétés
~VAeM,,K), (A" = A.
- VA, BeM,,K), "A+B)=A" + BT,
~VAe M, (K),VAeK, (TAA) = AT.
- VAe M, K),VBeM, (K), ("AB)=B" A".

Mp oK) — My ,p(K)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
A — AT

— L’application {
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e Transposition par blocs
Soit A € M, ,(K), décomposée en blocs :

A ... Aip i p1
A= 1" : P

A oo AT pe

— —

q1 qm

q
Alors la matrice transposée de A s’écrit, par blocs :

A—lrl N A—ll;l :L q1
AT = . . q.
Al oo ALLT am
< —
b1 D
p

2.4 Structure de 1’ensemble des matrices carrées

 On sait que (M,,(K),+,.) est un K-espace vectoriel de dimension n?. De plus, dans M,, (K), la multiplication
matricielle x est une loi de composition interne.

o Propriétés de la multiplication interne

— Dans M,,(K), x est une loi associative, posséde un élément neutre I, et est distributive & droite et &
gauche par rapport a ’addition.
La matrice I,, est la matrice carrée d’ordre n dont les termes diagonaux valent 1, et dont les termes non
diagonaux sont nuls. On l'appelle matrice identité, ou matrice unité.

— Sin > 2, alors x n’est pas commutative : il existe des matrices A et B de M,,(K) telles que AB # BA.
Dans le cas ot AB = BA, on dit que les matrices A et B commutent.

— Sin > 2, alors il existe des matrices A et B non nulles de M, (K) telles que AB = 0,,.

Exemple : si A = <8 (1)>, alors A2=Ax A=0,.

v Cela implique que les éléments de M,,(K) ne sont pas réguliers en général, c'est-a-dire qu'une
égalité de la forme AB = AC n’'implique pas toujours B = C.

e Matrices inversibles
Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice B € M, (K) telle que

AB = BA=1,.

La matrice B est alors unique et est notée A~!; on I'appelle I'inverse de A.

On note GL,, (K) I'ensemble des matrices inversibles d’ordre n, appelé groupe linéaire d’ordre n.

Propriétés

~ VA€ GL,(K), At € GL,(K) et (A1) = A.

- VA, BeGL,(K), AB € GL,(K) et (AB)™! = B~ 1A~!.

- VA€ GL,(K), AT € GL,(K) et (AT)"t =T (471).
v' GL,(K) n’est pas stable par + : la somme de deux matrices inversibles n'est pas nécessairement
inversible. Par exemple, I,, et —I,, sont inversibles, mais pas leur somme, qui est la matrice nulle.

2.5 Matrices carrées remarquables

e Matrices triangulaires
. Soit A = (a;5) € M, (K) une matrice carrée. Alors A est dite triangulaire supérieure si :
V(ij) € [1in]? i>j = a; =0,
et A est dite triangulaire inférieure si :
V(ij) € [1;n]? i<j = aij =0.

On note respectivement 7,7 (K) et 7, (K) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures et I’ensemble
des matrices triangulaires inférieures d’ordre n.
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. Propriétés
— T,F(K) et 7,7 (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K).

T (K) — T, (K)

— L’application { est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

A — AT
e )
- dim(7,7(K)) = dim(7,"(K)) = ———-
— Soient A = (a;j) € T;F(K) et B = (b;;) € T,/ (K) deux matrices triangulaires supérieures. Alors
C = AB € 7,7(K) et admet pour termes diagonaux ci1, .. .,cppn avec pour tout i € [1;n], ¢;; = ayby.

— Soit A = (ai;) € T,/ (K). Alors : A inversible <= Vi € [1;n], a;; # 0.

De plus, dans ce cas, A~! est triangulaire supérieure et ses termes diagonaux sont les scalaires — -

(27
— Soit A = (a;;) € T, (K). Alors : A nilpotente <= Vi € [1;n], a;; = 0.
e Matrices diagonales
. Une matrice carrée A = (a;;) € M, (K) est dite diagonale si :
V(ij) € [15nl? i #5 = ai; =0.
On note D, (K) = 7,5(K) N 7,7 (K) 'ensemble des matrices diagonales d’ordre n. C’est un sous-espace
vectoriel de M, (K) et dim(D,,(K)) = n.
Pour tout (A1,...,A,) € K", on note diag(A1, . ..,A,) la matrice diagonale A = (a;;) € M,,(K) telle que :
Vi e ﬂl;nﬂ, Qi = N .
. Propriétés

— Soient A = diag(ai1,---,ann) € Dp(K) et B = diag(b11,. - -,bnn) € Dn(K) deux matrices diagonales.

Alors AB = diag(aubn, . ,annbnn) € Dn(K)
— Soit A = diag(ai1, ... ,ann) € Dp(K). Alors :

A inversible <= Vi € [1;n], a; #0.
1 . 1 1
De plus, dans ce cas, A~ = diag [ —,...,— |.
a11 Gnn

— Soit D € D,(K) une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont deuz & deux distincts. Soit

A e M, (K). Alors :
AD = DA < A diagonale.

v Autrement dit, si une matrice commute avec une matrice diagonale a éléments diagonaux distincts,
elle est diagonale. Ce résultat, trés utile, ne figure pas au programme officiel et est démontré en [?7].

o Matrices scalaires
. Une matrice carrée A = (a;;) € M,,(K) est dite scalaire s’il existe A € K tel que A = diag(},...,A\) = AL,.

. Soit A € M, (K). Alors :
A scalaire <= Y M € M, (K), AM = MA.

v' Autrement dit, les matrices carrées qui commutent avec toutes les autres sont les matrices scalaires.
Ce résultat classique ne figure pas au programme officiel et est démontré en [?7].
o Matrices symétriques, matrices antisymétriques
. Soit A = (a;5) € M, (K) une matrice carrée.
A est dite symétrique si AT = A, et antisymétrique si AT = —A.
v’ Les éléments diagonaux d'une matrice antisymétrique sont nécessairement nuls (c'est une
conséquence de la définition).

On note respectivement S, (K) et A, (K) I'ensemble des matrices symétriques et ’ensemble des matrices
antisymétriques d’ordre n.

. Propriétés
- S,(K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M., (K).
- Mp(K) =8,(K) & A, (K).

n(n+1)

2

n(n—1)

et dim(Ay (K)) = ——

- dim(5,(K)) =
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2.6 Matrice d’une application linéaire

¢ Matrice d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, rapporté a une base # = (e1,...,e,) et soient x1,...,x, des

vecteurs de E.
n

Pour tout j € [1;p], le vecteur z; s’écrit dans la base Z sous la forme x; = Z aije; avec a;; € K.
i=1
La matrice A = (a;j)1<i<n € M p(K) s’appelle la matrice de la famille (x1,...,z,) dans la base A.
1<isp
1l s’agit donc de la matrice obtenue en écrivant dans chaque colonne les coordonnées dans % des vecteurs
de la famille.

e Matrice d’une application linéaire

Soient :

— E un K-espace vectoriel de dimension ¢, rapporté & une base Zg = (e1, ... ,eq);
— F un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté a une base Zr = (e}, ...,e,);
- ue Z(EF).

On appelle matrice de u dans les bases XBr et HBr la matrice dans Hr du systéme de vecteurs
(u(e1),...,u(eq)). On la note généralement Mg‘?g (u).

Ainsi : Mg‘g;;” (u) = (aij) € Mp 4(K), ot a;; désigne la i® coordonnée de u(e;) dans la base Bp soit :

P
Vi€ liq], uley) = Zaijeliv
i—1

ce que l'on peut visualiser par :

u(er) wule2) ... wuleq)
1 1 1
all a2 Ce Q1q — 6/1
Mgg (u) — a1 a2 C Q2q — 6/2
ap1 ap2 oo apg /= e;

Z(EF) — M,qK)
L’application 2 est linéaire, c’est-a-dire :

V(uw) € L(EF)?, VA €K, MZT (M +v) =AML (u) + MZ" (v).

De plus, cette application est bijective (donc c’est un isomorphisme entre Z(E.F) et M, ,(K)).

En particulier, pour toute matrice A € M, ,(K), il existe une unique application linéaire a € Z(K9,KP)
telle que la matrice de a dans les bases canoniques de K9 et KP soit égale a A. L’application a ainsi définie
est appelée I'application linéaire canoniquement associée a A.

v |l est important de remarquer que si u est une application linéaire d'un espace de dimension ¢ vers
un espace de dimension p alors Mgg (u) est une matrice de type (p,q).
e Matrice d’un endomorphisme

Dans le cas o u est un endomorphisme d’un espace vectoriel ' de dimension n muni d’une base %, on
appelle matrice de u dans la base % la matrice MZ (u) € M, (K), et on la note simplement Mg(u).

Pour toute base # de E, on a Mz(Idg) = 1,,. Plus généralement, si u est une homothétie de F de rapport
A, Mg(u) = A, : c’est une matrice scalaire.

o Expression analytique d’une application linéaire

Soient :

— E un K-espace vectoriel de dimension ¢, rapporté & une base Bg = (e1,...,e4);
— F un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté a une base Zr = (e1,...,e},);
- ue Z(EJF);

- A= Mgg (u) = (a;j) € My 4(K) la matrice de u dans les bases B et Bp.
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q P
Soit z = Z:cjej € E,etsoity=u(z)= Zyie; € F son image par u. Alors :
j=1 i=1
q
Vie[l;p], yi= Z a;;x; (expression analytique de u dans Bg et Br).

j=1
Cela s’écrit matriciellement : , ou :
T . ,
- X= (zl . xq) est la matrice colonne des coordonnées de x dans B ;
T . .
-Y= (y1 e yp) est la matrice colonne des coordonnées de y dans Bp.

e Matrice d’une composée d’applications linéaires

— Soient E, F et G des K-espaces vectoriels de bases respectives B, Br et Be. Soient u € L (E,F) et
v € Z(F,G) deux applications linéaires. Alors :

Mgg(v ou) = M;‘fg(v) X Mgg(u) .
— Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base 2, et soit u € Z(E). On note A = Mg(u).

Alors :
u € GL(F) < A€ GL,(K).

De plus, dans ce cas, A=t = Mg(u™1).

2.7 Formules de changement de base

e« Matrices de passage

. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et & = (e1,...,e,) et B = (e},...,el) deux bases de E.
On appelle matrice de passage de # & %' la matrice du systéme (ef,...,el,) dans la base 4. On la note
généralement Pg .

V" Ainsi, pour former la matrice de passage de Z a %', on écrit dans les colonnes les coordonnées
dans Z des vecteurs de #'.
. Propriétés

— Si B, B' et B” sont trois bases de E, alors Pg” = Pgl x PZ"
7 2! -1 4
- Pg est inversible et (Pg ) = Pﬁ .

e Formule de changement de base pour un vecteur
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, % et %’ deux bases de E, et P la matrice de passage de %
a A
Soit x un vecteur de FE, X la matrice colonne de ses coordonnées dans % et X’ celle de ses coordonnées
dans %'.

On a alors la relation : .
e Formule de changement de bases pour une application linéaire
Soient :
— E un K-espace vectoriel de dimension ¢, muni de deux bases Zp et B ;
— F un K-espace vectoriel de dimension p, muni de deux bases Zr et B ;
— P € GL,4(K) la matrice de passage de Bg a B ;
- @ € GL,(K) la matrice de passage de Br a X ;
-ue Z(EF), A= Mgg (u) la matrice de u dans les bases B et B, A’ = Mgé (u) celle dans les bases
o et B (A, A € M, ,(K)).
On a alors la relation : | A’ = Q'AP|.

e Formule de changement de base pour un endomorphisme
Soient :
— E un K-espace vectoriel de dimension n, muni de deux bases Bg et B ;

— P € GL,(K) la matrice de passage de B & B ;

Chapitre 2 - Calcul matriciel 17



~u € Z(E), A = Mg,(u) sa matrice dans la base # et A" = Mg (u) celle dans la base %'
(4, A" € M, (K)).

On a alors la relation : | A’ = P~1AP|.

o Matrices semblables
Soient A et A’ deux matrices carrées de M,,(K). On dit que A et A’ sont semblables s’il existe P € GL,,(K)
telle que A’ = P~1AP.

v Dire que A et A’ sont semblables signifie donc que ce sont les matrices dans deux bases d'un méme
endomorphisme u d'un espace vectoriel de dimension n. Cette interprétation est importante a retenir.

2.8 Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice A € M, ,(K) est, par définition, le rang de ses vecteurs colonnes (éléments de M, 1 (K),
que lon peut assimiler & des éléments de KP). On le note rg A. D’autres interprétations sont possibles :

- si A= Mg, (z1,...,24) est la matrice d’une famille de vecteurs (z1,...,z4) de F relativement & une base
PBr, alors :

rg A =rg(z1,...,24) = dim (Vect(xl, e ,scq));

-siA= Mgg (u) est la matrice d’'une application linéaire v € .Z(E,F) relativement & des bases #Bg et B,
alors rg A = rgu.

o Soit A € My, 4(K). Alors on a les résultats suivants.
- rg A < min(p,q).
~rg A =rg(A").
- SiA= Mgg (u) est la matrice d’une application linéaire u € Z(E,F) dans des bases B et B, alors :
rg A =p <= u surjective ; rgA=¢q <= u injective.
e Caractérisation de ’inversibilité d’une matrice
Soit A € M,,(K). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible,
(ii) A est inversible a droite (3B € M, (K) | AB =1,),
(iii) A est inversible a gauche (3B € M, (K) | BA =1,),
(iv) rg A =n.
e Rang d’un produit
Soient A € M, ((K) et B € M, (K). Alors on a les résultats suivants.
— 1g(AB) < min(rg A, rg B).
- Sip=gqet Ae GL,(K), alors rg(AB) = rg(B).
- Sig=ret B e GLy(K), alors rg(AB) = rg(A).
e Caractérisation des matrices de rang r

Le rang d’une matrice non nulle A € M, ,(K) est le plus grand entier r > 1 tel que I'on puisse extraire de
A une matrice carrée inversible d’ordre r.

2.9 Matrices par blocs et sous-espaces stables

e Soit £ un K-espace vectoriel, et v un endomorphisme de F.
Un sous-espace vectoriel F' de F est dit stable par u si u(F) C F, c’est-a-dire si :

Ve e F, u(z) € F.
On peut alors définir ’endomorphisme up induit par u sur F' par :

Vo € F, up(z) = u(x).
v" Il ne faut pas confondre I'endomorphisme induit u g, qui n'est défini que si F est stable par u, avec
la restriction u|F qui est une application linéaire de F dans E.
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e Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n > 1, soient F; et Fs deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires de E, et soit 8 = %1 U HB- une base adaptée a la décomposition F = E & Es.
Soit p = dim Fy, u un endomorphisme de E et A = Mg(u) sa matrice dans A.
A peut s’écrire par blocs sous la forme :

u(%1) u(%2)

1 1
Al Bg — c%}l
4| | o
Bl A2 — %2
—
On a alors : p n—p
Ey est stable par u <= B; =0 ; FE5 est stable par u <= By, =0.
. Ay B
e Si Ej est stable par u, alors A est de la forme : 0 Al
2

Une telle matrice est dite triangulaire supérieure par blocs.
Dans ce cas, A1 = Mg, (u1) ol uy est 'endomorphisme induit par u sur Ej.

. A 0
e Si FEj et E5 sont stables par u, alors A est de la forme [ 01 A } .
2
Une telle matrice est dite diagonale par blocs.
Dans ce cas, 41 = Mg, (u1) et Ao = Mg, (uz), ol u; et ug sont les endomorphismes induits par u
respectivement sur F; et Fs.

e Matrices triangulaires par blocs

— L’ensemble des matrices de la forme A By I p
0 Ay [Tn-p

—
p n—=p

est un sous-espace vectoriel de M,, (K), stable par multiplication.

A, B
- A= [ 01 A2] est inversible si et seulement si A; et Ay sont inversibles.
2

-1 /
De plus, dans ce cas, A~ est de la forme : A= = {A(l) AB_Ql]
2

e« Matrices diagonales par blocs

A= ﬁl)l ;1) ] est inversible si et seulement si A et A, sont inversibles.
2
AT 0 ]

-1 _
De plus, dans ce cas, A™" = [ 0 41|

2.10 Trace d’une matrice carrée

« On appelle trace d’une matrice carrée A = (a;;) € M, (K) le scalaire :
n
trdA = Z a;; (somme des éléments diagonaux).
1=1

— L’application tr : M, (K) — K est une forme linéaire.
- VAeM,,(K),VB e M;,(K), tr(AB) = tr(BA).

e Trace d’un endomorphisme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et soit u € Z(FE).
Pour toute base Z de E, le scalaire tr(Mg(u)) ne dépend pas de la base Z choisie. Ce scalaire s’appelle la
trace de ’endomorphisme u, notée tr u.

— L’application tr : Z(F) — K est une forme linéaire.
- Yu,ve Z(E), tr(vou) =tr(uow).

e Trace d’un projecteur
Si p est un projecteur de E, alors trp = rgp.
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2.11 Opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice

o Soit A € M,, ,(K). Pour tout ¢ € [1;p], on note L; la i¢ ligne de A. On appelle opération élémentaire sur
les lignes de A 1'une des opérations suivantes :

— échange des lignes L; et L;, notée L; ++ L;;
— ajout a la ligne L; de la ligne L; multipliée par un scalaire A € K, ot ¢ # j, notée L; < L; + AL; ;
— multiplication de la ligne L; par un scalaire A € K*, notée L; < \L;.

On dit que deux matrices A et A’ de M, ,(K) sont équivalentes par lignes s’il est possible de passer de A

a A’ par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes. On le note A~ A’.
L

La relation ~ est une relation d’équivalence sur M, ,(K).
L

De maniere analogue, on définit les notions d'opérations élémentaires sur les colonnes d'une ma-
trice, et on note A~y A’ le fait que les matrices A et A’ soient équivalentes par colonnes. Alors

C
A~ A < AT ~ AT,
L C

o Matrices élémentaires
Soit (Eij)1<i,j<p la base canonique de M, (K), et soit A € M,, ,(K).

. Si A" est la matrice obtenue & partir de A par 'opération :
Li«+ Li+AL; (i #j),

alors A’ = PiA, ou P, = I, + \E;;.

. Si A’ est la matrice obtenue & partir de A par opération :
L+ AL; (A €eK"),

alors A’ = PbA,ou P, =1, + (A= 1)Ey.

. Si A’ est la matrice obtenue & partir de A par opération :
L; <~ Ly,

alors A’ = P3A, ou Ps =1, — E;; — Ejj + Eij + Ej;.

. Les matrices P;, P» et Ps sont appelées matrices élémentaires. Ce sont des matrices carrées inversibles.

v Les hypotheses i # j (pour I'opération L; <— L; +AL;) et A # 0 (pour I'opération L; < A\L;) sont
indispensables : elles garantissent, en effet, que les matrices P, et P, sont inversibles.

v" On obtient des résultats similaires pour les opérations élémentaires sur les colonnes : il faut alors
multiplier A a droite par une matrice élémentaire Q € GL,(K).
e Matrices échelonnées
. Soit A € M, 4(K). Pour tout i € [1;p], on note :
[ min{jelliq] |ay #0} siLi#0
! q+i si L; = 0.
Si la ligne L; est non nulle, m; désigne donc le numéro de colonne du premier terme non nul de L; en
partant de la gauche. Le terme a;; correspondant s’appelle un pivot.

. On dit que A est échelonnée par lignes si la suite finie (m;)1<i<p est strictement croissante.
Ainsi, dans une matrice échelonnée par lignes, la position des pivots croit strictement avec i jusqu'aux
lignes nulles éventuelles, et si une ligne est nulle, alors toutes les lignes suivantes sont nulles.

. Une matrice A échelonnée par lignes est dite échelonnée réduite par lignes si A est nulle ou si tous les
pivots de A valent 1 et sont les seuls termes non nuls de leur colonne.

. On définit de maniere analogue les notions de matrice échelonnée par colonnes et de matrice échelonnée
réduite par colonnes.

e Théoréme de Gauss-Jordan
Soit A € M,, 4(K).
— 1l existe une unique matrice R € M, 4(K) échelonnée réduite par lignes telle que A fZJ R. De plus, il
existe U € GL,(K), produit de matrices élémentaires, telle que UA = R.
— 1 existe une unique matrice R’ € M, ,(K) échelonnée réduite par colonnes telle que A ?JJ R'. De plus,

il existe V € GL4(K), produit de matrices élémentaires, telle que AV = R'.
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2.12 Applications de la méthode du pivot

e Calcul du rang d’une matrice

VA, A e Mp oK), Acv A = 1g A=1gA’.
L

Pour déterminer le rang de A, il suffit d’appliquer la méthode du pivot pour obtenir une matrice A’
échelonnée par lignes. Le rang de A est alors égal au nombre de pivots de A’.

o Caractérisation des matrices de rang r
Ir Or,qfr
Op—r,r Op—r,g—r

Pour tout r € [1;min(p,q)], on note Jp 4, = [ ] € M, (K).

Alors, pour toute matrice A € M, 4(K) :

rgA=r < 3(U,V) € GL,(K) x GL,(K) telles que UAV = J, 4., .

o Calcul de I’inverse d’une matrice carrée (s'il existe)
Soit A € My(K). Alors il existe P,Ps,...,Pn, € GL,(K) (matrices élémentaires) telles que :
P,Py_1...PLA = R, ou R est I'unique matrice échelonnée réduite par lignes obtenue par I’algorithme du
pivot. De plus,
A inversible <— R=1,.

Dans ce cas, A~! = P, P,,_1 ... P11, ce qui signifie que A~! se déduit de I,, par la méme suite d’opérations
sur les lignes que celle utilisée pour déduire 1,, de A.

2.13 Systémes linéaires

e Un systéme linéaire de p équations & ¢ inconnues est un systeme de la forme :

a11z1+...+a1qzq = b1
2121 + ...+ agqxy = bo
(5)
Ap1ZT1 + ... FapgTq = by
ou les coefficients (a;;)1<i<p €t (bi)1<igp sont donnés dans K. z1, ... ,z4, éléments de K, sont les inconnues.
1<i<q
Le systeme est dit homogene si by = ... = b, = 0.

e Interprétations

. La matrice A = (a;;)1<i<p € My ¢(K) s’appelle la matrice du systéme; le rang de A s’appelle le rang du
1<i<q
systeme.

Soit alors B = (b ... bp)—r eEMp1(K)et X = (21 ... 3[;,1)—r € My,1(K); le systéme (S) s’écrit alors
matriciellement sous la forme
AX =B.
. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels tels que dim E = ¢ et dim F' = p. Soient alors &g et Br deux

bases respectivement de E et de F', et u € Z(E,F) telle que A = M;“fg (u) .

Le systéme (S) peut alors s’écrire u(x) = b, avec x € E de coordonnées (z1,...,z,) dans B et b € F de
coordonnées (b, ...,b,) dans B .

On notera que le rang du systéme est aussi égal au rang de 'application linéaire u.

+ On note . I'ensemble des solutions de (S). On dit que () est compatible si . # ), et incompatible sinon.
On note Ker A = {X € M, 1(K) | AX = 0} ensemble des solutions du systéme homogene (Sg) associé &
(S), et on note Im A = Vect(Ch,...,Cy) le sous-espace vectoriel de M, 1(K) engendré par les colonnes de

A.
— (S) compatible <= B € Im A.

— Si (S) est compatible, alors il existe Xg € M, 4(K) tel que AXy = Bj; X s’appelle une solution
particuliere du systeme. L’ensemble des solutions du systeme est alors :

y:XoﬁLKerA:{XoﬁLXH|XH€K61"A}.
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o Deux systémes équivalents par lignes ont méme ensemble de solutions. Pour résoudre (5), il suffit d’appliquer
lalgorithme de Gauss-Jordan a la matrice compléte du systeme [A B} pour obtenir un systéme (S”) dont
la matrice associée R est échelonnée réduite par lignes.

On appelle alors inconnues principales les inconnues correspondant aux pivots de R, et on appelle inconnues
secondaires les autres. Si (S) est compatible, alors le systéme (S’) permet d’exprimer les inconnues princi-
pales en fonction des inconnues secondaires.

v' Le choix des inconnues principales et secondaires est souvent arbitraire. Cependant leur nombre est
toujours le méme : si r est le rang du systéme, il y a r inconnues principales et ¢ — r = dim(Ker A)
inconnues secondaires.

o Un systéme linéaire (S) est dit de Cramer si sa matrice associée est inversible. Tout systéme de Cramer
admet une solution unique.

o Caractérisation des matrices inversibles
Soit A € M,,(K). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible,
(ii) Le systéme homogene AX = 0 n’admet que 0 comme solution,
(iii) Pour tout B € M, 1(K), le systéme AX = B admet une unique solution,
)

(iv) Pour tout B € M,, 1(K), le systéeme AX = B admet au moins une solution.

2.14 Déterminants

e Applications n—linéaires
Soit n € N*. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f: E™ — F est dite n—linéaire si,
pour tout j € [1;n] et pour toute famille (a;);cp1;n)\(;3 composée de (n — 1) vecteurs de E, I'application

partielle :
[E — F
Ji: { x > fla1,. . ,05-1,2,G541, ... ,an)
est une application linéaire sur F.
Lorsque F' = K, on parle de forme n-linéaire.
e Applications n-linéaires antisymétriques
Soit f une application n-linéaire de E™ dans F', n > 2.
. f est dite symétrique si pour tout couple d’indices (4,5) € [1 ;n]]2 avec ¢ < j et pour tout (z;)i1<ign € B,
flxa, o @iy gy @n) = fT, .05, Ty T0)
. [ est dite antisymétrique si pour tout couple d’indices (i,j) € [1 ;n]]2 avec i < j et pour tout
(zi)1<icn € BT,
flxa, @iy @y, o) = —f@1, 0,25, Ty .., Tn)
. Si f est une application n-linéaire antisymétrique, alors pour toute famille (z;)1<i<n € E™, on a
f(z1,...,xn) = 0 dés qu’il existe deux indices ¢ # j tels que z; = z;.
e Déterminant d’une matrice carrée
Soit f: M, (K) — K une application.
En identifiant toute matrice M € M, (K) au n-uplet (Cy,...,Cy) composé de ses n colonnes, f peut étre

considérée comme une application de (M, 1(K))" a valeurs dans K. On dit alors que f est linéaire par
rapport aux colonnes si f est une application n-linéaire sur M,, 1(K).

Théoréme
11 existe une unique application f: M, (K) — K telle que :

(i) f est linéaire par rapport aux colonnes;
(ii) f est antisymétrique par rapport aux colonnes;
(iii) f(I,) =1.
Cette application est appelée application déterminant et est notée A +— det A.
e Propriétés

— Si A admet une colonne nulle ou deux colonnes égales, alors det A = 0.
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- VAe M,(K), VA eK, det(AA) = A" det A.
- VAeM,(K), AecGL,(K) < det A # 0.
- VA, Be M,(K), det(AB) = det A x det B = det(BA).
_ b
det A

— Deux matrices semblables ont méme déterminant.

~ VAE My(K) , det(AT) = det A.

~ VA€ GL,(K), det(A™1)

e Calcul du déterminant par opérations élémentaires
— Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses termes diagonaux.

— Le déterminant d’une matrice est multiplié par —1 lors de I’échange de deux de ses colonnes ou de deux
de ses lignes.

— Pour tout scalaire A, le déterminant d’une matrice est multiplié par A lorsqu’une colonne ou une ligne est
multipliée par A.
— Le déterminant d’une matrice reste inchangé en ajoutant a I'une de ses colonnes une combinaison linéaire

des autres colonnes ou en ajoutant a I'une de ses lignes une combinaison linéaire des autres lignes.

e Calcul d’un déterminant par blocs
Soit A € M,,(K), écrite par blocs sous la forme A = ﬁl)l

det A = det A; x det As.

B
AQ} ,ou Ay et As sont deux blocs carrés. Alors
2

o Développement suivant une rangée

« Soit A = (aij)igijcn € Mp(K). Pour tout (i,5) € [[1;n]]2, on note A;; le déterminant obtenu en
supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.
On dit alors que A;; est le mineur d’indice (¢,5) de la matrice A.

. Développement de det A selon la j-éme colonne :

Vje€ [[1 ;n]], det A = Z(—l)iJrjaiinj .

i=1

. Développement de det A selon la i-éme ligne :

Vie [[1 ;TLH, det A = Z(*l)iJrjaiinj .

j=1
. Le terme (—1)"*7A;; s’appelle le cofacteur d’indice (i,j) de la matrice A.

e Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base 2.

Soit F = (x;)1<ign € E™ une famille de n vecteurs de E, et A = (ai;)1<i<n la matrice de cette famille dans
1<j<n
la base Z c’est-a-dire :

n
V_j S ﬂl;nﬂ, T :Zaijei.
=1

On appelle déterminant de la famille F dans la base % le déterminant de la matrice A. Il est noté detg(F).
v’ Le déterminant d'une famille de vecteurs dépend de la base & choisie.
v’ Le déterminant n'est défini que pour une famille de vecteurs dont le cardinal est égal a la dimension
de F.
Avec les notations précédentes : F base de E <= detg(F) # 0.
o Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base 2.

Pour tout endomorphisme u de E, le scalaire det (M ® (u)) est indépendant de la base Z choisie. On appelle
ce scalaire le déterminant de I’endomorphisme u, noté det u.

Propriétés
— detldg = 1.
- Vue Z(FE),VXekK, det(Alu) = A" detu.
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- Vue ZE),ueGL(E) < detu#0.
— Vu,v e L(E), det(uov)=detu x detw.

~ Vu € GL(E), det(u™?) = de%cu :

— Pour tout endomorphisme u de E et pour toute famille (z;)1<i<n € E™ :

det (u(z1),... u(zy)) = detu x detg(zi,...,2n).

e Déterminant de Vandermonde
On appelle déterminant de Vandermonde un déterminant de la forme :

-1
1 a; a2 ... af
1 az a3 ... a;’*l
Viai,az,....an) =| . s
1 a, a2 ... a?!

ou (ay,...,a,) € K™

On sait calculer ce déterminant :

Viay,asg,...an) = H (a; —ai).

Il en résulte que :
V(ay,az,...,an) #0 <= les a; sont deux & deux distincts.
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Chapitre 3 - Réduction des endomorphismes

Réduire un endomorphisme u € .Z(E) consiste, dans le cas le plus général, & trouver une famille (E;)1<i<p de
P

sous-espaces vectoriels de E, non réduits & {0}, stables par u, tels que E = @ E;.
i=1
En dimension finie, cela revient a trouver une base & de E ou la matrice de u est diagonale par blocs :

0
M@(u) = )

P

chaque bloc A; étant la matrice dans une base de F; de 'endomorphisme w; induit par u sur E; (cf. [2.9]).

Le cas le plus simple est celui ou les E; sont de dimension 1, ce qui revient a chercher les droites vectorielles
stables par .

3.1 Eléments propres d’un endomorphisme

e Soit v un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.
. On dit que A € K est une valeur propre de u sl existe un vecteur z € E, & # 0, tel que u(x) = A\a.

. On dit que = € F est un vecteur propre de u si z # Og et s’il existe A € K tel que u(z) = Az.

On dit alors que x est un vecteur propre associé a la valeur propre A, ou que A est la valeur propre associé
au vecteur propre x.

Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.z est stable par w.
. On appelle spectre de u, noté Spg(u) ou plus simplement Sp(u), I’ensemble des valeurs propres de u (dans
e Il est trés important de bien connaitre et comprendre les équivalences suivantes :
A€ Sp(u) <= Jx #0 tel que u(z) = \x
< Jz #0tel que (u— Adg)(x) =0
< Ker(u — Mdg) # {0}
< (u—Aldg) non injective.
En particulier : 0 est valeur propre de u <= w non injectif .
e Si X\ € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a la valeur propre A le sous-espace vectoriel :
Ey(u) =Ker(u — Mldg) .
Ainsi, Ey\(u) = {z € E | u(x) = Az} est constitué des vecteurs propres de u associés & la valeur propre \ et
du vecteur nul.
v On rappelle que le vecteur nul n'est pas un vecteur propre !

o La propriété suivante, qui découle de la définition, est trés souvent utilisée.
Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est le noyau de u.
On a aussi une propriété importante concernant les valeurs propres non nulles.
Les sous-espaces propres de u associés a une valeur propre non nulle sont inclus dans Im u.

(En effet, si z est un vecteur propre associé a la valeur propre A # 0 on a u(z) = Az donc x = u (%) € Imu).

3.2 Propriétés des sous-espaces propres

u désigne toujours ici un endomorphisme d’un espace vectoriel F.

e Si A est une valeur propre de u, Ey(u) est stable par u, et I’endomorphisme induit par u sur Ey(u) est
I’homothétie de rapport A.
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o Sive Z(E) commute avec u, Ex(u) est stable par v.

o Soit p € N* et (\;)1<igp une famille de valeurs propres de u deux d deux distinctes.
Alors les sous-espaces propres Ejy, (u) pour 1 < 4 < p sont en somme directe.

o Soit (Ai)igicp une famille de valeurs propres de u deuzr d deux distinctes et, pour tout i € [1;p], x; un
vecteur propre associé a la valeur propre A;.
Alors la famille (x;)1<i<p est libre.

e On en déduit immédiatement que, dans un espace vectoriel de dimension n, un endomorphisme posséde au
plus n valeurs propres distinctes.

3.3 Eléments propres d’une matrice

o Soit A une matrice de M,,(K).

. On dit que A € K est une valeur propre de A 8’il existe un vecteur colonne V€ M,, 1(K), V # 0, tel que
AV = \V.

. On dit alors que le vecteur colonne V € M,, 1(K) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre .

. On appelle spectre de A, noté Spg(A) ou plus simplement Sp(A), I'ensemble des valeurs propres de A
(dans K).

. Si\ € Sp(A), on appelle sous-espace propre de A associé a A 'ensemble Ey(A) = {V € M,,1(K) | AV = AV}
C’est évidemment un sous-espace vectoriel de M, 1(K) .

v Lorsque A est a coefficients réels, il est important de distinguer ses valeurs propres réelles et ses
valeurs propres complexes, c'est-a-dire les ensembles Spy(A) et Spp(A4).

Dans le premier cas, les vecteurs propres seront des vecteurs colonnes a chercher dans M,, 1(R) et
dans le second cas dans M,, 1(C).

De plus, si A\ est une valeur propre complexe de la matrice A 3 coefficients réels, alors A est encore
une valeur propre de A et

V € E\(A) < V € E5(4).

e Lien entre éléments propres d’une matrice et d’un endomorphisme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et % une base de F.
Soit w un endomorphisme de E et A la matrice de v dans la base 4.

— A € K est valeur propre de A <= X\ est valeur propre de u.

— Soit x € E et V la matrice colonne de ses coordonnées dans %.

x € Ex(u) <= V € E)\(4).

3.4 Polyndme caractéristique

FE désigne ici un K-espace vectoriel de dimension n € N*.
o Soit u € Z(F) et A € K. Par définition d’une valeur propre on a :
A € Sp(u) <= det(Aldg —u) =0.
Soit # une base de E, A = (a;;) la matrice de v dans . Alors :

)\_all —Q1n

—a91 A — a9 N —Qagn
det(Aldg — u) = det(AL, — A) =

—anl )\_ann

D’aprés la formule de développement du déterminant, il apparait clairement que det(Aldg — ) est une
fonction polynoéme en A, de degré n.
On appelle polynéme caractéristique de u le polynéme, noté X,, défini par :

VA eK, Xu(A) =det(Mldg —u) ou X, =det(XIdg —u).
Si Z# est une base quelconque de F, et si A = Mg(u), on a aussi :
VA eK, Xy(A) =det(A, —A4) ou X, =det(XI, —A).

Le polynoéme X4 = det(XI,, — A) s’appelle naturellement le polyndme caractéristique de la matrice A.
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o Les valeurs propres d’un endomorphisme de E (ou d’une matrice carrée) sont exactement les racines dans
K de son polynoéme caractéristique.

v' Comme il a déja été dit, lorsque A est une matrice a coefficients réels, il convient de distinguer ses
valeurs propres dans R ou dans C, c'est-a-dire les racines de X4 dans R ou dans C.

o Deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique (donc mémes valeurs propres).

o Le polyndme caractéristique d’'une matrice est le méme que celui de sa transposée. Donc pour toute matrice
AeM,(K),SpA=SpAT.

e Le polynoéme caractéristique de u est un polynome unitaire de degré n. Plus précisément, il s’écrit :
Xy =X"— (tru) X" 14 4 (=1)"detu.

o Si le polynome caractéristique X,, de u est scindé (ce qui est toujours le cas si K = C), on peut écrire :

Xo=||(X =X),

—.

i=1

ot les \; sont les valeurs propres, distinctes ou non, de u. A 1'aide des relations coefficients-racines on obtient
alors les relations (trés importantes) :
tru=XA+---+ A, ; detu=XAda--- Ay
v On prendra soin cependant de n'utiliser ces relations que lorsque le polyndme caractéristique de u
est scindé. Ainsi, dans le cas d'une matrice a coefficients réels, il faut considérer toutes les valeurs
propres dans C.

¢ Ordre de multiplicité d’une valeur propre
Soit u € Z(F) et soit A € Spg(u).
On dit que A est valeur propre d’ordre de multiplicité m) de u si A est une racine d’ordre m) du polynéme
caractéristique X,, de u.

On a alors :
1 < dim Ey(u) < my .

3.5 Endomorphismes ou matrices diagonalisables

e Un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel E de dimension finie est dit diagonalisable s’il existe une base
de F formée de vecteurs propres de wu.

Cela équivaut a dire qu’il existe une base Z de E dans laquelle la matrice de u est diagonale ; £ est formée
de vecteurs propres de u, et les valeurs propres de u (éventuellement confondues) sont les éléments de la
diagonale de Mg(u).
e Diagonalisabilité et sous-espaces propres
Un endomorphisme w est diagonalisable si et seulement si il vérifie I'une des propriétés (équivalentes)
suivantes :
(i) E est somme (directe) des sous-espaces propres de u : E = @ Ey(u),
AESP(u)

(i) dimE = Y dim (Ex(u)),

A€Sp(u)
(iii) X, est scindé dans K[X] et, pour tout A € Sp(u), on a : my = dim E(u) (en notant my l'ordre de

multiplicité de la valeur propre A).

Cas particulier : si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n qui posséde n valeurs
propres distinctes, alors u est diagonalisable (et, dans ce cas, tous ses sous-espaces propres sont de dimension

1).
v" Attention ! il ne s'agit 1a que d'une condition suffisante, et non nécessaire, de diagonalisabilité.
Considérer par exemple uw = Idg : u est diagonalisable, mais u admet une seule valeur propre, 1.

3.6 Sous-espaces stables

e Soit w un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie F.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v € Z(F) 'endomorphisme de F' induit par w.
Alors le polynéme caractéristique de v divise le polynéme caractéristique de u. En particulier on a :

Sp(v) C Sp(u) et VYA€ Sp(v), Ex(v)=Ex(u)NF.
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« Diagonalisabilité et sous-espaces stables
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(F).
. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, et si v € Z(F) est 'endomorphisme de F' induit par

u, alors :
u diagonalisable = v diagonalisable.

« Lorsque u est diagonalisable, un sous-espace vectoriel F' de E est stable par u si et seulement si F' admet
une base formée de vecteurs propres de u.

v" Ce résultat tombe en défaut lorsque u n'est pas diagonalisable : par exemple, si u est une rotation
d'un espace euclidien de dimension 3, différente de £Idg, le plan orthogonal a |'axe de cette rotation
est stable par u mais ne contient aucun vecteur propre de u.

3.7 Polyndémes d’endomorphismes

 Soit £ un K-espace vectoriel, et u € Z(F).

d°(P)
A tout polynéme P = Z arX® de K[X] on peut associer le polynéme d’endomorphisme :
k=0
d°(P)
P(u) = Z apu® (ot uF désigne, comme d’habitude, 'endomorphisme défini par : u® = Idg et, pour
k=0

tout k > 1: uf = uoub1).

P(u) est encore un endomorphisme de F.

v' Si P est le polynéme constant égal a 1, P(u) = Idg.

v Si z est un vecteur de E, I'écriture P(u)(z) a un sens (c'est I'image de x par I'endomorphisme
P(u)) mais I'écriture P(u(z)) ne veut rien dire!

e SiP,QeRX],NeRetuec Z(E):
- (P+Q)(u) = Pu) + Q(u);
= (AP)(u) = AP(u);
- (PQ)(u) = P(u) o Q(u);
— les endomorphismes P(u) et Q(u) commutent.

o Soit E un K-espace vectoriel, et u, v € Z(FE), tels que uov =wvow.
Alors pour tout P € R[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par v.

 Soit F' un sous-espace vectoriel de E, stable par u € Z(F) et soit P € K[X].
Alors F est stable par P(u).

o Si A est une valeur propre de u et si P € K[X], alors P()) est une valeur propre de P(u).

3.8 Polyndémes annulateurs

o Soitu € Z(F). Un polynéme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0 (endomorphisme
nul).

Si P est annulateur de u, tout multiple de P est encore annulateur de u.

o Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, tout endomorphisme u € Z(FE) posséde un polynéme
annulateur non nul.

v Lorsque E n'est pas de dimension finie, un endomorphisme peut ne pas posséder de polynéme
annulateur autre que le polynéme nul (considérer par exemple I'endomorphisme u de K[X] qui a tout
polynédme P associe son polyndme dérivé P’.)
e Deux exemples importants d’utilisation d’un polynéme annulateur
Soit u € Z(F), possédant un polynéme annulateur (non nul) P.
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. Calcul de l’inverse

n n
Si P s’écrit P = Zaka avec ag # 0, la relation P(u) = 0 s’écrit aussi : uo <Z aiui1> = —aoldg, ce
k=0 k=1
qui prouve que u est inversible et permet d’exprimer ! & I’aide des puissances de u.
. Calcul des puissances
Pour tout n € N, la division euclidienne de X™ par P s’écrit : X™ = PQ,, + R,, avec deg(R,) < deg(P).

On a alors : 4™ = P(u) o Qn(u) + Ry(u) = Rp(u), ce qui permet d’exprimer u™ & P’aide des premiéres
puissances de wu.

3.9 Polynoémes de matrices

d°(P)
Soit M € M, (K). A tout polynéme P = Z apX* de K[X], on peut associer le polynéme de matrice
k=0
d°(P)
P(M) = Z apM* (avec M° = 1I,,).
k=0

11 est clair que, si M = Mg(u), ol u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n
rapporté & une base %, on aura P(M) = Mg(P(u)).

On dira qu’un polynéme P est annulateur de M si P(M) = 0. Cela équivaut a dire que P est annulateur
de u.

Si deux matrices carrées A et A’ sont semblables et si P est un polynéme annulateur de A, P est aussi un
polynéme annulateur de A’.

Si A € M, (K) et si P est un polynome annulateur de A, P est aussi un polynéme annulateur de A'.

3.10 Polyndémes annulateurs et réduction

FE désigne ici un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

Soit u € Z(F) et P un polynéme annulateur non nul de u. Alors toute valeur propre (dans K) de u est une
racine de P (dans K).

Autrement dit : Sp(u) est inclus dans ensemble des racines de P.

v’ Attention : si P est un polyndme annulateur quelconque de wu, toutes ses racines ne sont pas
nécessairement valeurs propres de u !

Siu € Z(F) posséde un polynéme annulateur (non nul) scindé dans K[ X] et n’ayant que des racines simples,
alors u est diagonalisable.

Si u est diagonalisable, le polynéme [[ (X — A) est annulateur de u.
AESP(u)

Un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel de dimension finie est diagonalisable si et seulement si il
posséde un polynéme annulateur scindé dans K[X] et & racines simples.

Théoréme de Cayley-Hamilton
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et « un endomorphisme de E. Alors : Xy (u) = 0 (p) -
Autrement dit : le polynome caractéristique de u est aussi un polynéme annulateur de u.

3.11 Trigonalisation

FE désigne ici un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

Un endomorphisme u € Z(F) est dit trigonalisable s’il existe une base % de E telle que Mg(u) soit
triangulaire supérieure.

Une matrice carrée A € M, (K) est dite trigonalisable si ’endomorphisme a de K™ qui lui est canoniquement
associé est trigonalisable.

Cela revient a dire que A est semblable & une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire qu’il existe
P e GL,(K) et T € T, (K) telles que : T = P~'AP (ou A= PTP7!).
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o Un endomorphisme u € Z(FE) est trigonalisable si et seulement si son polyndéme caractéristique est scindé
dans K[X].
En particulier, si K = C, tout endomorphisme de F est trigonalisable, et toute matrice de M, (C) est
trigonalisable.

v Siu € Z(F) est trigonalisable et si % est une base de E dans laquelle la matrice T' de u est
triangulaire supérieure, alors les éléments diagonaux de T' sont exactement les valeurs propres de u
(chacune étant comptée avec son ordre de multiplicité).

3.12 Endomorphismes nilpotents

e Un endomorphisme u d’un espace vectoriel F est dit nilpotent s’il existe un entier naturel n tel que u™ = 0.
On appelle alors indice de nilpotence de u le plus petit entier p tel que u? = 0.

« Si u est un endomorphisme nilpotent d’indice p, tout polyndéme X* avec k > p est annulateur de w.
e Si F est de dimension finie, et si u est nilpotent d’indice p, alors p < dim E.

e Un endomorphisme u d'un C-espace vectoriel de dimension finie est nilpotent si et seulement si sa seule
valeur propre est 0.
1

0
v’ Ce résultat tombe en défaut si E est un R-espace vectoriel ; par exemple, la matrice [0 0

0

1
0 -1 0
admet pour seule valeur propre réelle 0 mais n'est pas nilpotente.

e Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n, u est nilpotent si et seulement si son
polyndme caractéristique est égal a X™.

e Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, u est nilpotent si et seulement si il
existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure a éléments diagonaux nuls.
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Chapitre 4 - Espaces préhilbertiens réels

4.1 Produit scalaire

e Une forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel £ est une application ¢ de ' x E dans R linéaire par rapport
a chacune des deux variables, c¢’est-a-dire :

— pour tout y € E, lapplication x — ¢(z,y) est une forme linéaire sur F;
— pour tout 2 € E, Papplication y — ¢(z,y) est une forme linéaire sur E.

La forme bilinéaire ¢: E? — R est dite symétrique si :

V(z,y) € E?, p(ay) = ¢(y.z).
Si ¢ est une application de E? dans R symétrique et linéaire par rapport a 'une des variables, alors ¢ est
bilinéaire.
e On appelle produit scalaire sur un R-espace vectoriel £ une forme bilinéaire symétrique ¢ qui est, de plus :
— positive, c’est-a-dire : Vo € E, p(z,x) > 0;
— et définie, c’est-a-dire : Va € E, p(z,x) =0 = = = 0g.
Dire que ¢ est définie positive peut aussi s’écrire directement :

Vee E\{0}, p(z,x) >0.

Si ¢ est un produit scalaire sur un R-espace vectoriel F, le couple (E,p) s’appelle un espace préhilbertien
réel.
Le produit scalaire de deux vecteurs x et y se note en général : (z|y) ou (z|y).

« Exemples

. Dans R"™, pour = = (21,...,2,) et y = (y1,...,yn), O0 peut poser :
(zly) = z1y1 4+ + TnYn -

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R"”.
En notant X € M, 1(R) le vecteur colonne (xl xn)—r et Y € M, 1(R) le vecteur colonne
(y1 yn)T, on aaussi: (z|y) =X'Y.

v Dans I'écriture ci-dessus, on assimile la matrice XY, de type (1,1), a un nombre réel.

. Dans M, (R), si A = (ai;)1<i<n €t B = (bij)1<ign, on peut poser :

1<j<n 1<j<n

(A|B) =tr(A"B) = > aibi;.

1<i,j<n

1l s’agit du produit scalaire canonique sur M, (R).

. Dans 'ensemble €'([a;b],R) des fonctions continues sur le segment [a ;b], on peut poser :

(flo) = [ f0g(0)a

(on remarquera que ce n'est pas un produit scalaire sur lespace vectoriel €. ([a;b]R) des fonctions
continues par morceaux sur [a;b].)

4.2 Norme associée a un produit scalaire

o Si E est un espace préhilbertien réel, ou le produit scalaire est noté (-| -), on appelle norme (euclidienne)

associée ’application :
N:z e Ew|z|| = /(z|x).
(cela a bien un sens car (x|z) > 0).

« Exemples
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. Dans R™ | muni du produit scalaire canonique, si = (21,...,2,) on a: ||z|| =

n

2
E x5 .
i=1

. Dans M,,(R), muni du produit scalaire canonique, si A = (a; ;)1<i,j<n On & [|A]] = Z a; ;.
1<i,j<n

. Dans l’ensemble € ([a;b],R) des fonctions continues sur le segment [a ;b] muni du produit scalaire vu ci-

b
dessus, on aura : ||f|| = / f(t)*dt.

o Propriétés
- VzelE,|z| =0 < z=0g.
- Ve e E,VAeR, | \x| =[N |z -

— Un vecteur z est dit unitaire si ||z| = 1.

Si z est un vecteur non nul, alors W est unitaire.
x

2 2 2
- V(zy) € B2 |z +yl” = ll=lI” + 2 (@]y) + [lylI”-
- V(zy) € B2 (@+ylz—y) = ||’ —|ly]*.

— Identités de polarisation

@lyy =7 (lz+yl* = llz — yI?)

V(z,y) € E?, )
2 2 2
(e + 91 = Jl211” — lly)1*)

(zy) =
— Identité du parallélogramme

2 2 2 2
V(ey) € B2 llz 4yl + llz =yl =2 (l2l® + yll?) -

e Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit F un espace préhilbertien réel. Pour tous z, y dans E on a :

[z |y)] < ]l - [yl

et il y a égalité si et seulement si le systéme {z,y} est lié.
o Inégalité de Minkowski (ou inégalité triangulaire)
Soit F un espace préhilbertien réel. Pour tous z, y dans E on a :

2 +yll < llzll + [yl

et il y a égalité si et seulement si la famille {z,y} est positivement liée (c’est-a-dire qu’il existe un réel A
positif tel que © = Ay ou y = Ax).
On en déduit :

Va,y € B, ||l = llyll] < llz -yl -

4.3 Orthogonalité
Dans toute la suite, E désigne un espace préhilbertien réel, ot le produit scalaire est noté (-| -).

e Vecteurs orthogonaux
On dit que deux vecteurs z et y de E sont orthogonaux, et on note L y, lorsque (z|y) = 0.
La relation (x|y) = 0 est équivalente & (y|z) = 0. La relation d’orthogonalité est donc symétrique.
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e Orthogonal d’une partie
Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.
Un vecteur de FE est dit orthogonal a A s’il est orthogonal & tout vecteur de A.
L’ensemble des vecteurs orthogonaux a A s’appelle 'orthogonal de A, noté A+. Ainsi :

At ={zc E|Vac A, (z|a) =0}.

e Siz est un vecteur non nul de FE, alors {x}J‘ est un hyperplan de E.

Un supplémentaire de {z}" est la droite vectorielle K.z.
« Si A est une partie non vide de E, alors A+ est un sous-espace vectoriel de E.
o Propriétés de 'orthogonal

—- Et={0}et {0}t =E.

- V(A,B)e #(E)’, ACB = B+ c At.

- VA€ P(E), A+ = Vect(A)*L.

Il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ic; est une base de F, un vecteur x
appartient & FL si et seulement si pour tout i € I on a (x| f;) = 0.

~VAe P(E), AC (AY)" .

~ Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de £ : (F 4+ G)t = F- NG+,
v Si F' est un sous-espace vectoriel de I/, on n'a pas nécessairement F' = (FL)L. Un contre-exemple
se trouve en [?7].

e Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien F.
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux, et on note F' 1 G lorsque :

V(zy) e FxG, (x|y)=0,

autrement dit lorsque tout vecteur de F' est orthogonal & tout vecteur de G.

Cela équivaut & : F C G+ ou G C F*.

Remarque : dans R, on pourra ainsi parler d’une droite et d’un plan orthogonaux, mais deux plans P; et
P> ne peuvent pas étre orthogonaux.

Cependant, si les droites P~ et P;- sont orthogonales, les plans P; et P, sont dits perpendiculaires.

o Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E, alors F' NG = {0}.
Plus généralement, des sous-espaces vectoriels orthogonaux deux a deux sont en somme directe.

4.4 Familles orthogonales, orthonormales

o Une famille (z;);cs de vecteurs d’un espace préhilbertien réel E est dite orthogonalesi: V (i,j) € I?,i # j = (z;]zj) =0
Elle est dite orthonormale si, de plus, ||z;|| = 1 pour tout ¢ € I, ¢’est-a-dire si :

V(’L,j) S 12, <£L'Z|SCJ> = 51’]’ .

"y
Si (zi)iesr est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors la famille des vecteurs (H Z|> est
Till / ier
orthonormale.

e Relation de Pythagore

Si (21, ...,%p) est une famille orthogonale d’un espace préhilbertien réel, alors :
P 2 p ,
>zl =2l
i=1 i=1

Cas particulier : le théoréme de Pythagore
Soit E un espace préhilbertien réel, et x, y deux vecteurs de E. Alors :

2 2 2
e ly < |lz+yll” = [l=]” + vl -

o Si (x;)ier est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors cette famille est libre.
En particulier, toute famille orthonormale est libre.
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4.5 Bases orthonormales

e Un espace vectoriel euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

e Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormale de E toute base de E qui est aussi une famille
orthonormale.

En vertu de la propriété ci-dessus, pour qu’une famille (z1,...,2,) de vecteurs d’un espace euclidien forme
une base orthonormale, il faut et il suffit que I'on ait simultanément :

— la famille est orthonormale, c¢’est-a-dire : ¥ (i,5) € [1;n]?, (zi|x;) =6,
—etn=dimkE.

o Tout espace euclidien (non réduit a {0}) posséde une base orthonormale.

« Exemples

. Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique est une base orthonormale.

. Dans M,,(R) muni du produit scalaire canonique, la base canonique (E;;)1<; j<n €st une base orthonor-
male.

e Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormale

. Soit E un espace euclidien et & = (eq,...,e,) une base orthonormale de E.
Les coordonnées (z1, .. .,x,) d'un vecteur = dans cette base sont données par :

Vie[l;n], z; = (e;|x) .
n
Ainsi : Vax € B, x = Z(ei|x>ei.
i=1
. Soient x et y deux vecteurs de E :

n n
T = inei ety = Zyiei avec (Z1,...,opn) et (y1,...,yn) € K.
i=1 i=1

T T . , .
En notant X = (zl zn) et Y = (y1 yn) les matrices colonnes formées des coordonnées
dans 2 des vecteurs x et y, on a alors (en assimilant comme d’habitude une matrice de type (1,1) & un
nombre réel) :

(@ly) =Y zy=X"Y =YX et |af =
=1

n

2
Yoai o, el =XTX.
i=1

v' Il est important de noter que les formules données ci-dessus ne sont valables que si la base choisie
est orthonormale.

4.6 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

e Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E. Alors :
E=FoF" o  (FY) =F.

On en déduit que si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien de dimension finie
E, alors :
(FNG)" = FX +G*.
« [+ s’appelle le supplémentaire orthogonal de F.

On peut alors considérer la projection pp sur F parallélement & F- ; on Iappelle projection orthogonale sur
F.
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Y |z—pr()
Pr(7)
F
« Expression analytique
Si (e1,....ep) est une base orthonormale de F', on a la formule :
P
Ve e L, pr(x Z (e;|x)
i=1
Si (e, ...,ep) est seulement une base orthogonale de F, on a la formule :
P
e;|x
Ve € FE, pr(x) = <z|2> e
i=1 lledll

e Lien avec la distance

Pour tout x appartenant & E, le vecteur pp(z) est I'unique vecteur de F réalisant la distance de z & F,
c’est-a-dire :

- = inf |jz — y| = d(z.F).
lz = pr(@)ll = inf o —y|l = d(=,F)

D’apres le théoreme de Pythagore, on a :

d(z,F)* = ||| — |pr ()|

En particulier, si 'on connait une base orthonormale (e1, ... ,ep) de F, on aura la formule, pour tout z € E :
2 2
2
d(@,F)* = |Jz|* =) (ei]2)*.
i=1
Si la base (e1,...,ep) est seulement orthogonale, on aura

) 2 = (ei]a)?
d(w,F)? = |z]* =Y -
=1

[lel

Des formules précédentes on déduit immédiatement 1’inégalité de Bessel.

Si (e1,...,en) est une famille orthonormale d’un espace préhilbertien E, pour tout € E on a :
n
Y lealx)® <l
i=1
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4.7 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit F un espace préhilbertien réel.

On se donne dans F une famille libre de vecteurs (aq,a2, ... ,an,...), finie ou non.
11 existe alors une et une seule famille orthonormale (ey,ea, ... en,...) telle que :
1, Vect(ey, ... ex) = Vect(ay,...,ax);

1, (ex|ar)y > 0.

i) pour tout k

AR\

ii) pour tout k
Dans ce théoréme, la condition ii) ne sert qu’a assurer 1'unicité des e.

Le procédé de construction est tout aussi important & retenir que le théoréme. Les vecteurs ey se calculent
par récurrence de la fagon suivante :

a1
— on pose e = —— ;
llaa |
— si l'on a calculé eq, ... ,ex alors on considére le vecteur :
k
bry1 = agy1 — g (eilakt1) e,
i=1
o ‘ b
puis I'On pose €41 = m .
k+1

k
Pour retenir facilement ces formules, il suffit de remarquer que le vecteur > (e;|ai+1) e; n’est autre que le
i=1

projeté orthogonal p(aj1) de axq1 sur le sous-espace vectoriel Vect(ey,...,ex) = Vect(ai, ... ax), d’apres
la formule qui a été rappelée précédemment. Le vecteur ap41 — p(ag+1) appartient donc au supplémentaire
orthogonal de Vect(ay,...,ar) dans Vect(a, ... ,ak,ap4+1).
Dans de nombreux cas, trouver une base orthogonale (et non orthonormale) suffit. On trouve alors une telle
base (e}, ...,el,) comme suit :

— on pose €] = ay ;

— si'on a calculé €], ... e} alors on pose :

ko
e |
Chp1 = Qht1 — E feslaigy) +1>€;-

= el
Interprétation matricielle
Supposons maintenant E de dimension finie n, et soit Z = (a1, ... ,a,) une base de E. Le procédé ci-dessus
a permis de construire une base orthonormale B’ = (eq,...,e,).
On peut alors vérifier que la matrice de passage de la base Z a son orthonormalisée par le procédé de Schmidt
P’ est une matrice triangulaire supérieure a éléments diagonaux strictement positifs.

4.8 Caractérisation des projecteurs orthogonaux et des symétries

orthogonales

FE dédigne toujours un espace préhilbertien réel.

Caractérisation des projecteurs orthogonaux parmi les projecteurs
Soit p un projecteur de E (p € £ (F) et pop = p). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) p est un projecteur orthogonal (c’est-a-dire Imp L Ker p),
(ii) pour tout = € E, ||p(x)] < ||z,
(iii) pour tous z, y € E, (p(x)[y) = (z[p(y))-

v La propriété (ii) implique que p est une application linéaire continue (cf. chapitre sur les espaces
vectoriels normés).

Caractérisation des symétries orthogonales parmi les symétries
Soit p une symétrie de E (s € Z(F) et so s =1dg). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) s est une symétrie orthogonale,
(i) pour tout z € E, ||s(z)]| = |l
(iii) pour tous z, y € E, (s(x)|y) = (z|s(y))-
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4.9 Représentation des formes linéaires d’un espace euclidien

e Soit ¢ une forme linéaire sur un espace euclidien E.
Alors il existe un et un seul vecteur a € E tel que

Ve € E, o(x) = {a|z) .

e Si H est un hyperplan de E, on sait qu’il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = Ker . D’apres
le théoréme précédent, il existe donc a € F tel que Va € E, p(x) = (a|x) .
Ainsi :
H={xe€FE|{a|x)=0}.
R.a est la droite orthogonale a H ; ses vecteurs sont appelés les vecteurs normaux a H.

n

o SiZ# = (e1,...,en) est une base orthonormale de E et si ¢ est une forme linéaire sur F, pour tout z = Z Ti€;
i=1
dans F on a

p(r) = ZWP(%) = Zaﬂ?z = (a|z)

ol a est le vecteur de coordonnées a; = p(e;) dans A. 1l s’agit de Uexpression analytique de la forme linéaire
©.
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Chapitre 5 - Endomorphismes des espaces euclidiens

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace euclidien, c’est-a-dire un espace préhilbertien réel de dimension
finie, ot le produit scalaire est noté (-| ).

5.1 Isométries vectorielles

Une isométrie est un endomorphisme u de E tel que :

V(@) € B, (u(@)|u(y)) = (z]y) -
On dit que u conserve le produit scalaire.
e Une isométrie u peut aussi étre caractérisée par 'une des propriétés équivalentes suivantes :
(i) Vo € E, ||u(x)| = ||z|| (on dit que u conserve la norme),
(ii) w transforme une/toute base orthonormale en une base orthonormale.

La propriété (ii) implique que, si u est une isométrie, u est aussi un endomorphisme bijectif (pour cette
raison, une isométrie est aussi appelée automorphisme orthogonal).

o Exemple : une symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace vectoriel F' de E est une isométrie.

e Sous-espaces stables
Soit u une isométrie vectorielle de F.

Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F- est aussi stable par w.
e Matrices orthogonales

. Une matrice carrée A € M, (R) est dite orthogonale si c’est la matrice d’une isométrie dans une base
orthonormale, ou encore si c’est la matrice de passage d’une base orthonormale a une base orthonormale.
Cela équivaut a dire que AT A = AA" = 1I,,.

Pour reconnaitre rapidement si une matrice est orthogonale, il est important de se souvenir de la propriété
suivante :

une matrice A € M,,(R) est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes (ou ses vecteurs
lignes), considérés comme éléments de R™, forment une famille orthonormale de R™ pour le produit
scalaire canonique.

. L’ensemble O, (R) des matrices carrées orthogonales d’ordre n est un sous-groupe du groupe (GLy, (R),x)
des matrices inversibles.

. Si A est une matrice orthogonale, toute valeur propre A de A, réelle ou complexe, est telle que |A| = 1.
En particulier, les seules valeurs propres possibles d’une isométrie sont +1.

e Groupe orthogonal

. L’ensemble O(FE) des isométries de E est un groupe pour la loi o (c’est un sous-groupe de (GL(E),o0),
appelé groupe orthogonal).
. Siue€ O(E), alors |detu| = 1.

L’ensemble des isométries de déterminant égal & +1 est un sous-groupe de O(F), appelé groupe spécial
orthogonal et noté O (FE) ; ses éléments sont appelés des rotations ou isométries positives.

Une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan de H s’appelle une réflexion ; ¢’est une isométrie de
déterminant —1.

Une isométrie de déterminant —1 s’appelle aussi une isométrie négative ; leur ensemble est noté O~ (E).

5.2 Produit vectoriel

e Produit mixte
Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n, et (x1,...,z,) une famille de vecteurs de E.

Alors le déterminant de cette famille dans toute base orthonormale directe est le méme ; il s’appelle le produit
mixte de (21,...,x,) et est noté [x1,...,2,] :

[Z1,...,2n] = dggt(acl, ..yIpn) Ol A est une base orthonormale directe.
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Interprétation géométrique
En dimension 2, la valeur absolue du produit mixte de z; et x2 représente l'aire du parallélogramme construit
sur xi et xa.

En dimension 3, la valeur absolue du produit mixte de trois vecteurs x1, x2 et x3 représente le volume du
parallélépipede construit sur ces trois vecteurs.

Z2

Y

Z1

e Produit vectoriel

Soit F3 un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, et u, v deux vecteurs de F3. Alors il existe un
et un seul vecteur a € F3 tel que :

Vw € Es, [uw,w] = (a|w) .
a s’appelle le produit vectoriel de u et v et est noté u A v. Il est donc caractérisé par :
VY (u,v,w) € By, [uw,w] = (uAvlw).
e Propriétés
. Soient u et v deux vecteurs de Ej5.
- uAv=0g < la famille (u,v) est liée.

— Le vecteur u A v appartient & Vect(u,v)*. De plus, si la famille (u,v) est libre, la famille (u,v,u A v) est
une base directe.
FE3 x B3 — Ej3

est bilinéaire antisymétrique.
(u,v) — uAw

. L’application{
. Siu et v ont pour coordonnées respectives (z,y,z) et (2’,y’,2") dans une base orthonormale directe 4, les
coordonnées dans cette méme base du produit vectoriel u A v sont :

z x
y v

xz x

z 2

y Y
z 2

b

et

. Formule du double produit vectoriel

Y (u0,w) € B3, uA (v Aw) = (ulw)v — (u|v)w.

5.3 Classification des isométries en dimension 2

On note ici F un plan vectoriel euclidien, muni d’une base orthonormale %, et on supposera E orienté par le
choix de cette base.

Soit w une isométrie de E. Il y a deux cas possibles.
e detu=+1

u est alors une rotation. Il existe un réel 6 € |—m; x|, appelé angle de la rotation, tel que la matrice de u
dans toute base orthonormale directe soit de la forme :

cosf —siné
M (u) = (sin0 cos ) )

Sa matrice dans une base orthonormale indirecte s’obtient en changeant 6 en —6.

e detu= -1
Il existe alors un réel 6 tel que

sinf —cosf

Mgp(u) = (

mais ici, § dépend de la base orthonormale & choisie.

cosf sind )

Il est alors facile de vérifier, en cherchant les vecteurs propres de u pour les valeurs propres £1, que u est
une symétrie orthogonale par rapport & une droite D (réflexion). Cette droite est engendrée par le vecteur

0 0
de coordonnées <cos 2 sin 5) dans la base %.
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5.4 Classification des isométries en dimension 3

On note ici E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

Soit u une isométrie de E. Il y a deux cas possibles.

detu = +1
u est une rotation. On cherche alors I’ensemble des vecteurs invariants par u, c’est-a-dire le sous-espace
propre Ej(u) associé & la valeur propre 1. On montre qu’il n’y a que deux cas possibles :

— soit dim F1 (u) = 3 : u est alors lapplication identique de E.

— soit dim F4 (u) = 1 : ensemble des vecteurs invariants de u est ici une droite D, appelée aze de la rotation.
Le plan P = D est alors stable par u; en considérant un vecteur de base unitaire e; de I’axe D et une
base orthonormale (eq,e3) de P telle que la base Z = (e1,eq,e3) soit directe, la matrice de u dans % est

de la forme :
1 0 0

Mg(u)= |0 cosf —siné
0 sinf cosf
0 est langle de la rotation; il vérifie la relation : tru = 1 + 2cosé (on rappelle que la trace d’un
endomorphisme ne dépend pas de la base dans laquelle on écrit sa matrice). Cette relation trés simple
permet de déterminer facilement +6. Pour déterminer la valeur exacte de 6, dont le signe dépend de
Porientation, nous vous invitons & vous reporter a ’exemple traité en [??] page ?7.

detu = —1
On montre alors qu’il existe une base orthonormale £ = (e1,es,e3) (que 'on peut choisir directe) telle que
la matrice de u dans cette base soit de la forme :

-1 0 0
Mg(u)=1 0 cosf —sinf
0 sinf cos@

— 81 0 =0 (mod 27), u est la symétrie orthogonale par rapport au plan P de base (ea,e3). Ce plan est le
sous-espace propre E7(u).

— si # =7 (mod 27), on a alors simplement v = —Idg.

— sinon, comme on peut le vérifier facilement a ’aide de la représentation matricielle, u est la composée
commutative de la réflexion par rapport & P et de la rotation d’axe Re; et d’angle 6 ; cet axe est alors
Pensemble des vecteurs x tels que u(z) = —z, c’est-a-dire le sous-espace propre E_1(u), et ensemble des
vecteurs invariants de u est réduit a {0}. L’angle 0 de la rotation vérifie ici la relation : tru = —1+2 cos6.
u s’appelle 'antirotation d’axe Re; et d’angle 6.

v" Vous remarquerez que la simple détermination des sous-espaces propres de u et le calcul de sa trace
permettent de caractériser u presque entiérement (au signe prés de 6 dans le cas d'une rotation ou d'une
antirotation).

Les isométries sont en fait caractérisées par la dimension du sous-espace des vecteurs invariants, comme le
montrent les tableaux récapitulatifs suivants :

si u est une isométrie en dimension 2

dim E (u) Nature de u Type d’isométrie
0 rotation +
1 réflexion d’axe F1(u) —
2 Idg +

e si u est une isométrie en dimension 3

dim F1 (u) Nature de u Type d’isométrie
0 antirotation d’axe F_1(u) —
1 rotation d’axe E7(u) +
2 réflexion par rapport au plan Ej(u) -
3 Idg +

Chapitre 5 - Endomorphismes des espaces euclidiens 40



5.5 Endomorphismes symétriques

e Un endomorphisme u d’un espace vectoriel euclidien E est dit symétrique si
V(zy) € B, (u(2)ly) = (z|u(y)).
L’ensemble . (E) des endomorphismes symétriques de E est un sous-espace vectoriel de .Z(FE).

o Un endomorphisme est symétrique si et seulement si sa matrice dans une/toute base orthonormale est
symétrique.

e Un projecteur est un endomorphisme symétrique si et seulement si c’est un projecteur orthogonal.
e Une symétrie est un endomorphisme symétrique si et seulement si c’est une symétrie orthogonale.

e Soit u un endomorphisme symétrique de FE.
Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F- est aussi stable par .

e Théoréme spectral
Soit E un espace vectoriel euclidien, et w un endomorphisme symétrique de FE.

(i) Le polynome caractéristique de u est scindé dans R[X].
(ii) Les sous-espaces propres de u sont orthogonaux deux & deux.

(iii) Il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u (ce que l'on traduit en disant
brievement : 'endomorphisme u est diagonalisable dans une base orthonormale).

Puisque la matrice d’un endomorphisme symétrique dans une base orthonormale est une matrice symétrique,
on en déduit le théoréme suivant.
Si S est une matrice symétrique réelle, il existe une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telles
que :

S = ppp~' = pPD'P

(on dit aussi que S est orthodiagonalisable).
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Chapitre 6 - Espaces vectoriels normés

Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels sur K, ou K désigne R ou C.

Si A € K, Pécriture |\| désigne la valeur absolue de X si K = R, et le module de X si K = C.

6.1 Espaces vectoriels normés

e Normes sur un espace vectoriel
Soit F un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E une application N : F — R telle que :
(i) Yo € E, N(z) = 0 (positivité) ;
(ii) Yz € E, N(z) =0 = z = 0 (séparation) ;
(iii) Vo € E, VA € K, N(Ax) = |A\|N(x) (homogénéité) ;
v)

(iv) V(x,y) € E%, N(x +1vy) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

On dit alors que le couple (E,N) est un espace vectoriel normé. On écrit souvent N(z) = ||z||.
Un vecteur z d’un espace vectoriel normé (F, || - ||) est dit unitaire si ||| = 1. Pour tout vecteur = € F non
ul, T st unitaire.
]

e Inégalité triangulaire
Soit (E, | -||) un espace vectoriel normé. Alors :

= V(zy) € B2 |zl = llyll | < = +yll < ll=ll + Iyl -

Z)\xz

n

<Al -

i=1

-V (x1,...,xy) € E", V(A1,...,\n) € K,

« Exemples
. La valeur absolue dans R et le module dans C sont des normes.
. Soit (E, (-] -)) un espace vectoriel préhilbertien réel. Alors la norme euclidienne associée au produit scalaire
(-] -), définie par ||z|| = v/{x]|x), est une norme sur E.

. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une base .
Pour tout vecteur = de coordonnées (z1,...,x,) € K" dans %, on note :

n n
2
lzlly =Yzl llzlly = | Do lwal® et flally = max |z
; X 1x
i=1 =1
Alors |||y, || 1|5 et || - ||, sont trois normes sur E.

. Soient a < b deux réels. Pour toute fonction f € €([a;b],K), on note :

b b
IIle:/ lF@lde, [Iflly = /If(t)lzdt et |[flloe = sup [f(B)]

t€[a;b]

Alors [|-||4, || 1|5 et || - || o, sont trois normes sur €([a;b],K).

v L'existence de ||f||  est assurée car f est continue sur un segment donc elle est bornée.
oo

« Distance associée 4 une norme

Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Pour tout (z,y) € E?, on appelle distance de x & y le réel
d(w,y) = [lz = yl|
Propriétés

- V(z,y) € E% d(z,y) >0
— V(2,y) € E?, d(x,y) = d(y,z).
- V(z,y) € E? d(z,y) =0
— V(z,y,2) € B3, |d(z,y) — d(y,z
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6.2 Boules

o Soit (E, || -]|) un espace vectoriel normé, soit a un vecteur de E et soit r un réel positif. On appelle boule
ouverte de centre a et de rayon r ’ensemble :

Blay)={r e E|d(a,x)<r}={zeE||a—xz| <r}.
On appelle boule fermée de centre a et de rayon r I’ensemble :

Bf(a,r) ={z € E|d(az)<r}={z€E||a—z|| <r}.
On appelle spheére de centre a et de rayon r I'ensemble :

Slayry={z € E|d(ax)=r}={z€E||a—z|=r}.
Dans le cas ou a = Og et r = 1, on parle de boule unité et de spheére unité.

« Exemples
. Dans R muni de la valeur absolue |-| :
Bla,r) =]la—r;a+7r], Bf(ar)=[la—r;a+r] et S(a,r) ={a—r,a+71}
. La figure ci-aprés représente les boules unités fermées pour les trois normes usuelles de R2.
— Pour la norme || -||;, B1 = {(x,y) c R? { lz] + |y] < 1}.
— Pour la norme | - ||,, B = {(z,y) € R? | 22 + y* < 1}.

— Pour la norme |- ||, Boo = {(z,y) € R? | || < L et |y| < 1}.

o Parties convexes
Soit E un K-espace vectoriel. Pour tout (z,y) € E?, on appelle segment [z ;y] I'ensemble :

[z5y] ={tz+ (1 —t)y [t €[0;1]}.

Une partie A d’un espace vectoriel est dite convexe si, pour tout (z,y) € A2, le segment [x;y] est inclus
dans A.
Dans un espace vectoriel normé (E, | - ||), toute boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe de E.

o Parties bornées
Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé. Une partie A de E est dite bornée si :

IMeR,VzeA, ||z <M.

Autrement dit, A est bornée s'il existe un réel positif M tel que A C By(0,M).

6.3 Equivalence des normes en dimension finie

e On dit que deux normes Nj et No sur F sont équivalentes s’il existe deux réels strictement positifs « et

tels que :
Vo € E, aNy(z) < Na(z) < SNi(z),

N N.
ce qui équivaut & dire que les rapports Fl et =2 sont bornés sur E \ {0}.
2 1
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Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
Toutes les normes sur E sont équivalentes.

v' Ce résultat ne subsiste pas en dimension infinie.
Par exemple, dans E = € ([a;b],R), les normes || - |

1 |- 1y et ||+ ||, ne sont pas équivalentes.

Exemple

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n, muni d'une base %4. On note || - ||, || - ||, et || - ||, les normes
usuelles associées. Alors :

Ve B, el <lelly <n-llzlle et ol <l < vl -

Cela démontre que les trois normes || - ||, || - ||, et || - ||, sont équivalentes.

6.4 Suites d’un espace vectoriel normé

Soit (E, | -||) un espace vectoriel normé.

On note EN 'ensemble des suites définies sur N & valeurs dans E, c’est-a-dire I'ensemble des applications
N — FE

de la forme u:{
no o— Up,.

Pour toutes suites u, v € EY et pour tout scalaire A € K, on note :
u+vin—u, +v, et Au:n— \u,.

Muni de ces lois, ’'ensemble (EY, +,.) est un K-espace vectoriel.
Suites bornées
Soit u € EN une suite. On dit que u est bornée si :

IMeR, VneN, |uy| <M.

Ainsi, u est bornée si 'ensemble {uy, | n € N} est une partie bornée de E.

L’ensemble noté £>°(E) des suites bornées d’éléments de E est un sous-espace vectoriel de EN qui peut étre
muni d'une structure d’espace vectoriel normé pour la norme || - || définie par :

Vu e t>(E), |lullo = sup [lunll-
neN

Suites convergentes
Soit u € EN une suite. On dit que u est convergente s'il existe £ € E tel que :

Ve>0,3ngeNtelque VneN, n>ny = |u, —{| <e.

Cela signifie que, pour toute boule B de centre ¢ et de rayon ¢ strictement positif (arbitrairement petit), la
suite u est a valeurs dans B a partir d’un certain rang.

Si u est convergente, alors le vecteur ¢ introduit dans la définition est unique. On dit alors que u converge
vers £, ou que £ est la limite de la suite u, et ’on note :

(= lim wu,.
n—-+o0o

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
Propriétés des suites convergentes

— Dire que £ = HIE uy, signifie aussi que la suite réelle ([lu, — || ) converge vers 0 quand n — +oo.
n—-+0oo
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— Toute suite convergente est bornée.
v Une suite bornée n'est pas forcément convergente !

— Soient (uy) et (v,) deux suites d’éléments de E convergeant respectivement vers £ et ¢/. Alors la suite
(un + vy,) converge vers £+ ¢'.

— Soit (Ay) une suite d’éléments de K convergeant vers A € K, et (uy,) une suite d’éléments de E convergeant
vers ¢ € E. Alors, la suite (A,uy,) converge vers AL.

Cela entraine que 'ensemble des suites convergentes & valeurs dans F est un sous-espace vectoriel de EV.
De plus, 'application qui & une suite convergente associe sa limite est linéaire.

Suites extraites

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u¢(n)), ou ¢: N — N est une application
strictement croissante.

Siu € EY est une suite convergente de limite £ € E, toute suite extraite de u converge vers /.

Cas de la dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soient N1 et Ny deux normes sur E. Soit v € EV, et
{ € E. Ny et Ny étant équivalentes, on a :

— u bornée pour N; <= u bornée pour Ns.

— u converge vers £ pour N; <= u converge vers { pour Nj.

v' Ce résultat peut tomber en défaut si E' n'est pas de dimension finie.

Exemple : dans E = %([0;1],R) muni des normes usuelles || -||; et |- ||,
— la suite f,, : t — nt™ est bornée pour || -[|;, mais pas pour |- || ;
— la suite g,, : t — " converge vers 0 pour || - ||;, mais diverge pour |||, (plus précisément, cette suite

converge simplement mais pas uniformément, comme nous le verrons dans le chapitre consacré aux suites
de fonctions).

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie p, muni d’'une base # = (e1, .. .,e,). Soit u € EN,
et soit £ € E. On note (¢1,...,0,) € KP les coordonnées de ¢ dans la base Z et, pour tout n € N, on note

(u%l), e ,u%p)) € KP? les coordonnées de u,, dans la base 4, c’est-a-dire :

Eziﬁzez et VTLGN, un:ius)ez
i=1

=1

Les suites scalaires (ugf )) ainsi définies sont appelées les suites coordonnées de u dans la base Z. Alors :

lim w, ={¢ < Vie[l;p], gr}rl u,(f):&.

n—-+oo

Par conséquent, , I’étude de la convergence d’une suite sur un espace vectoriel normé de dimension finie peut
se ramener a ’étude de la convergence de ses suites coordonnées dans une base.

6.5 Topologie d’un espace vectoriel normé

Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé.

Points intérieurs a une partie, intérieur
Soit A une partie non vide de E. On dit que a € A est intérieur a A s’il existe une boule ouverte non vide
de centre a qui est incluse dans A.

L’ensemble des points intérieurs & A s’appelle I'intérieur de A, et se note A. Ainsi :
A={a€ A|3Ir>0, Bla,r) C A}.

Exemple : soient a € E et r > 0. Alors :

o o [e]

B(a,r) = B(a,r) , Bgflayr)=Ba,r) et S(ar)=0.
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e Points adhérents a une partie, adhérence

Soit A une partie non vide de E. On dit que z € F est un point adhérent a A si toute boule ouverte non
vide de centre z contient au moins un élément de A.

L’ensemble des points adhérents & A s’appelle ’'adhérence de A et se note A. Ainsi :
r€A = Vr>0,Bxr)NA#£) < VYr >0 3ac A dza) <r.

Exemple : soient a € E et r > 0. Alors :

B(a,r) = Bs(a,r) , Byla,r)=Bslar) et S(ar)=3S(ar).

e Caractérisation séquentielle des points adhérents a une partie

Soit A C E, et soit € E. Alors x est un point adhérent a A si et seulement si il existe une suite (an)nen
d’éléments de A qui converge vers x.

I’adhérence de A est donc ’ensemble des limites des suites convergentes d’éléments de A.

o Partie dense
Soit A une partie d'un espace vectoriel normé E. On dit que A est dense dans E si A = E.

Cela équivaut a dire que tout élément de F est limite d’une suite d’éléments de A, ou encore que toute boule
de F rencontre A.

Exemple : Q et R\ Q sont denses dans R.
e Frontiere

Soit A C E. On appelle frontiere de A I'ensemble 04 = A\ A. La frontiére de A est donc I’ensemble des
points de F adhérents a A et non intérieurs a A.

On peut aussi définir la frontiere de A par : 94 = AN @, ot 04 désigne le complémentaire de A dans E.
La frontiere de A est donc I’ensemble des points adhérents a la fois & A et au complémentaire de A.

e Ouverts

Soit A une partie de E. On dit que A est un ouvert de E (ou une partie ouverte de E) si tous les éléments
de A sont intérieurs a A, c’est-a-dire :

Vae A, 3r >0, Ba,r) CA.
Propriétés
— A ouvert <— ;1 = A.
— 0 et E sont des ouverts.
— Une boule ouverte est un ouvert.
— La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un ouvert.
— L’intersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert.
o Voisinages

Soit E un espace vectoriel normé, et a € E. On dit qu'une partie V de E est un voisinage de a s’il existe
r > 0 tel que B(a,r) C V.

On note V(a) I'ensemble de voisinages de a.
Une partie A de F est un ouvert si et seulement si A est voisinage de tous ses points.

Dans le cas particulier E = R, on définit les voisinages de +0o (respectivement —oo) comme les parties de
R contenant un intervalle de la forme Ja ; +00] (respectivement |—oo ; al).

¢ Fermés

Soit A C E. On dit que A est un fermé de E (ou une partie fermée de E) si le complémentaire 04 de A
dans E est un ouvert.

Propriétés

— Afermé <= A=A,

— 0 et E sont des fermés.

— Une boule fermée, une sphere, sont des fermés.

— L’intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

— La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.
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Caractérisation séquentielle des fermés
A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge admet pour limite un élément de

A.

Cas de la dimension finie

Toutes les notions topologiques définies ci-dessus dépendent a priori du choix initial de la norme || - || sur
E. Si FE est de dimension finie, I’équivalence des normes assure que ces définitions sont indépendantes de la
norme choisie.

6.6 Limites

(E, |l lg) et (F,|l -]l ) sont ici deux espaces vectoriels normés, et A désigne une partie non vide de E.

Soit f une application de A dans F, et soit a € A un point adhérent & A.
On dit que f admet une limite en a s’il existe £ € F tel que :

Ve>0,3a>0,Ve €A, |lz—allp<a= ||f(z) - 0| <c¢
ou bien, en termes de voisinages :
VYV eV{),3U € V(a) tel que f(UNA)C V.

L’intérét de la définition faisant intervenir des voisinages est qu’elle s’applique aussi au cas ou a = +oo
lorsque E = R et au cas £ = oo lorsque F' = R.

Si f admet une limite en a, alors le vecteur £ introduit dans la définition est unique. On dit alors que £ est
la limite de f en a, et on note :
¢ = lim f(x).
r—a
Caractérisation séquentielle de la limite
Soit f une application de A dans F, soit a € A et soit £ € F.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
Nl _y.
(i) Jim f(x) = ¢

(ii) pour toute suite (z,)nen d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(xn))n converge vers /.

eN
Opérations algébriques sur les limites
Soit f et g deux applications de A dans F et ¢ une application de A dans K. Soit a € A.

~ Si lim f(x) = et lim g(x) = ¢ existent, alors lim (f + g)(z) existe et est égale a £ + ¢'.
r—a r—a r—a

— Si lim f(x) =/ et lim ¢(z) = A€ K) existent, alors lim (p.f)(x) existe et est égale & \.¢.
r—a r—a r—a

Limite d’une composée

Soient E, F et GG trois espaces vectoriels normés, f: A C E — F et

g: B C I — G deux applications.

On suppose f(A) C B, et lim f(z) =b.

r—a

Alors b € B, et si lim g(y) = £ € G, alors lim (g o f)(x) = ¢.
y—b r—a

Cas de la dimension finie
On suppose ici que f est une application définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé FE, a valeurs

dans un espace vectoriel normé F' de dimension finie. Soit # = (e1,...,ep) une base de F.
On note (f1,...,fp) les applications coordonnées de f dans la base %, c’est-a-dire :
P
Ve e A, f(z) = Zfi(x)ei avec fi: A—>K.
i=1

P
Soit @ € A. Pour que f admette une limite ¢ = Z l;e; € F quand z tend vers a, il faut et il suffit que, pour
i=1
tout ¢ € [1;p], f; admette une limite dans K quand = tend vers a, et on a alors : lim f;(z) = ¢,.
r—a
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6.7 Continuité

Soient (K, ||- || g) et (F,| - || ) deux espaces vectoriels normés, et D une partie non vide de E.

Soit f une application de D dans F, et soit a appartenant a D. On dit que f est continue en a si f admet
une limite en a (qui vaut alors nécessairement f(a)), c’est-a-dire :

Ve>0,3a>0tel que Ve € D, ||z —allz < a = | f(z) — fla)|lp < €.
On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point de D. On note € (D,F) I'ensemble des
applications continues sur D a valeurs dans F'.

Les notions de limite et de continuité sont inchangées si I’on remplace les normes par des normes équivalentes.
Lorsque E et F sont de dimensions finies, ces notions sont donc indépendantes des normes choisies.

En revanche, si deux normes ne sont pas équivalentes, une application peut étre continue au sens d’une
norme et pas de l'autre.

Caractérisation séquentielle de la continuité
Soit f une application de D dans F, et a € D.
f est continue en a si et seulement si pour toute suite (x,) d’éléments de D qui converge vers a, la suite

(f(zn)) converge vers f(a).

Opérations algébriques

Soient f et g deux applications de D dans F et ¢ une application de D dans K. Soit a € D.
— Si f et g sont continues en a, alors f + g est continue en a.

— Si f et ¢ sont continues en a, 'application ¢.f est continue en a.

En particulier, € (D,F') est un sous-espace vectoriel de A(D,F).

Composée d’applications continues
Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés, D une partie de E et A une partie de F'.
Soit f une application de D dans F telle que f(D) C A, et g une application de A dans G.

— Si f est continue en a € A et si g est continue en f(a), g o f est continue en a.
- Si fe¥€(D,A) et geb(AG),alors go f € €(D,G).

Fonctions lipschitziennes

Soit f une application de D dans F'. On dit que f est lipschitzienne sur D s’il existe un réel k (positif) tel
que :
V(zy) € B ||f(2) = f@)llp <klz—yllg -

On dit alors que f est lipschitzienne de rapport k.
Si f est lipschitzienne sur D, alors f est continue sur D.

v’ La réciproque est fausse! Par exemple, la fonction exponentielle est continue sur R, sans étre
lipschitzienne sur R.

Image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et f une application continue de E dans F'.

— L’image réciproque par f de tout ouvert de F' est un ouvert de E.
— L’image réciproque par f de tout fermé de F' est un fermé de E.
Exemples

. Soient f, g: R — R, continues. Alors :

{z eR| f(z) < g(z)} est un ouvert de R.
{zr eR| f(z) < g(x)} est un fermé de R.

(En effet, le premier ensemble est I'image réciproque par I'application continue f — g de Pouvert |—oo; 0]
et le second est I'image réciproque du fermé |—oo; 0]).

. Soit f € €(R,R) et soient

I'={(zy) € R? ’ y = f(z)} le graphe de f,
&= {(z,y) € R? | y > f(z)} I’épigraphe strict de f .

Alors T est une partie fermée de R? et & est une partie ouverte de R2.
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(En effet, il suffit ici de considérer 'application continue (z,y) — y — f(z) de R? dans R. T" est I'image
réciproque du fermé {0}, et & celle de I'ouvert |0 ; +o0f).

. L’ensemble GL,, (K) des matrices carrées inversibles d’ordre n est un ouvert de M., (K).

(En effet, c’est I'image réciproque de 'ouvert K\ {0} par 'application « déterminant », qui est continue
de M, (K) dans K).

¢ Cas de la dimension finie

On suppose ici que F' est de dimension finie. On munit F' d’une base & = (eq, .. .,e,). Soit f € A(D,F), et
(f1,---,fp) les applications coordonnées de f dans la base Z. Alors :

f est continue en a € D si et seulement si pour tout i € [1;n] f; est continue en a.

o Image d’une partie fermée bornée

Soit K une partie fermée et bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie, et f une application
continue de K dans un espace vectoriel normé F'.

Alors f(K) est une partie fermée bornée de F.

Cela entraine que si f est continue sur K, alors f est bornée et ||f| admet sur K un maximum et un
minimum.

e Caractérisation des applications linéaires continues
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et u € Z(E,F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) w est continue,
(i) il existe un réel k > 0 tel que pour tout = € E, |[u(z)| p < k| 2|z,
(iii) w est lipschitzienne.

e Caractérisation des applications multilinéaires continues
La définition d’une application p-linéaire a été donnée en [2.14].

. . . . ; .
Soient (E;)1<i<p P espaces vectoriels normés, muni chacun d’une norme notée || - ||, .
P
On munit I'espace vectoriel produit E = H E; de la norme || - || définie par :

i=1

Vo= (z1,....3p) €E, |zl = 121?2;”901”1 .
X"

Soit F' un espace vectoriel normé, et u : £ — F une application p-linéaire. Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) u est continue,

(ii) il existe un réel k > 0 tel que, pour tout = = (z1,...,2,) € E, on ait
(@, .. ap)llp <k ll@ally - flelly - llapll, -

« Exemples fondamentaux d’applications continues
. Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire v : £ — F' est continue sur E.

. 5i Ey,...,E, sont des espaces vectoriels normés de dimensions finies, toute application p-linéaire sur
Ey x -+ x E, est continue.

. Toute application polynomiale ¢: K™ — K est continue.

. L’application det : M,,(K) — K est continue.
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Chapitre 7 - Suites numériques

Les suites numériques ont été étudiées en premieére année, et nous avons vu dans le chapitre précédent les
principales définitions et résultats concernant plus généralement les suites a valeurs vectorielles.

Cependant il nous a semblé important d’introduire un bref chapitre de révisions a ce sujet compte tenu de
I'importance qu’ont les suites numériques dans tout le reste du programme. De plus, il existe des résultats
spécifiques aux suites a valeurs réelles, liés a la relation d’ordre sur R.

7.1 Limite d’une suite réelle

Soit (un)nen une suite & valeurs réelles.
e On dit que la suite v admet le réel ¢ pour limite si :

Ve>0,3dng €N, Vn = ng, |u, — £ <e.
o On dit que la suite u tend vers +o0o (respectivement —oo) si :

VA>0,3ng €N, Vn = ng, u, > A (respectivement u, < —A).

m u, = £ ol £ est un réel fini. Une suite

v Dire qu'une suite (u,)nen est convergente signifie que i
n—-+o0o

qui tend vers +oo est divergente.

7.2 Composition des limites

Soit f une fonction numérique et (u,)nen une suite réelle telle que u,, appartienne au domaine de définition
de f au moins a partir d’un certain rang.

- Si nEIJIrloo Up = a et si zhg}l f(z) = ¢, alors ngl}rloof(un) =/

— Si lim wu, =a etsif est continue en a, alors lim f(uy) = f(a).
n—-+o0o n—-+oo

7.3 Propriétés des suites réelles liées a ’ordre

o Prolongement des inégalités (cas de la convergence)
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles convergeant respectivement vers £ et £'.

— Si ¢ < ¢, 1l existe un entier ng tel que Vn € Ny n > ng = up, < vy .
— S'il existe un entier ng tel que Vn € N, n > ng = u,, < v,, alors £ < £,
v Pour appliquer cette propriété, il faut préalablement démontrer /'existence des limites.

V' Si pour tout . > ng on a u,, < v,, on peut quand méme avoir £ = ¢'. Le passage a la limite affaiblit
la relation d'ordre.

o Prolongement des inégalités (cas de la divergence)
Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que :

dng e Ntel que Vn e N, n>ng = up < v,.

Alors on a :
lim u, =400 = lim v, =4
n—-+o0o n—-+oo
et
lm v, =-o00 — lim u, = —0c0.
n—-+o0o n—-+oo

¢ Théoréme d’encadrement
Soit (4n)nen, (Un)nen €t (wp)nen trois suites réelles, telles que :

dnpeNtel queVneN, n>nyg = uy < vy < Wy

et

Iim wu, = lim w,=~¥¢.
n—-+o0o n—-+o0o

Alors la suite (v, )nen est convergente, et lim v, = £.
n—-+oo
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o Théoréme de la limite monotone
Soit (uy,) une suite de réels croissante (respectivement décroissante), au moins & partir d’un certain rang.
Alors (uy,) est convergente si et seulement si elle est majorée (respectivement minorée).

(On peut préciser : si (u,) est croissante non majorée, alors lim wu, = +00).
n—-+o0o

7.4 Suites adjacentes

e Définition
Soit(tn )nen et (Un)nen deux suites réelles. On dit que ces deux suites sont adjacentes si :

(uy) est croissante

(vn) est décroissante

i (o) =0

e Théoréme
Deux suites adjacentes sont convergentes, vers la méme limite.

e Onadeplus:V(p,q) € N? u, < £ < vy, avec inégalité stricte si les deux suites sont strictement monotones.
Cette remarque est importante car elle permet d’obtenir facilement un encadrement de £.

7.5 Suites arithmético-géométriques

On consideére ici 'ensemble des suites (uy,)nen & valeurs dans K = R ou C vérifiant une relation de récurrence

de la forme :
VneN, uyt1 =au, +b

avec a, b € K.

e Sia =1, la suite est tout simplement arithmétique de raison b et 'on a alors w,, = ug + nb pour tout entier
n.

vérifie bien la relation de récurrence (il suffit de résoudre

e Sia # 1, la suite constante égale a £ = 7

Péquation £ = af + b). Si 'on pose alors v,, = u,, — £ pour tout n, on a :
Unt1 = Unt1 — £ = (aun +b) = (al + ) = a(un — ) = avn,

de sorte que la suite (v, )nen est géométrique de raison a. On aura donc v, = a™vg pour tout n, d’ott 'on
tire finalement :

b b
Vnel\]aun'Un<i>£an<u0 )+
1—a 1-a

v" Il ne faut bien siir pas retenir cette derniére formule par coeur mais seulement la méthode; les calculs
sont alors faciles a refaire.

v" Il faut savoir adapter les résultats dans le cas ou la suite n’est définie qu'a partir d'un rang nyg.
Pour cela, il suffit de se rappeler que les formules deviennent :
— Up = Upy + (1 — no)b pour une suite arithmétique de raison b;

- vy = a"""™0v,, pour une suite géométrique de raison a.

7.6 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

On consideére ici ensemble des suites (uy, )nen & valeurs dans K = R ou C qui vérifient une relation de la forme :
Vn €N, aupqo + by + cuy, =0 (L)

avec a, b, c€ K, a # 0.

On sait alors que I'ensemble . des solutions est un K-espace vectoriel de dimension 2 (la démonstration est
rappelée en [??] page 77).

On peut alors chercher des éléments particuliers de . : une suite géométrique n — r™ avec r € K* appartient
a .7 si et seulement si

VneN, ar" 2 + b 4o =0 soit ar?+br+c=0.
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L’équation (E.) : ar? 4+ br + ¢ = 0 s’appelle 'équation caractéristique de la récurrence.
On étudie alors ses solutions. Il faut distinguer deux cas, selon que le corps de base est R ou C. En notant A
le discriminant de I’équation caractéristique, on a les résultats suivants.

e SiK=C

- Si A # 0, (E;) possede deux racines distinctes r; et r2; dans ce cas, les suites n +— 17 et n +— 75 sont
deux solutions linéairement indépendantes de (L). L’ensemble des solutions de (L) est donc Iensemble

des suites de la forme :
Uy = )\17‘? + )\27‘3 R ()\1,)\2) eC?.

— Si A =0, (E.) posséde une racine double r; dans ce cas, les suites n — r™ et n — nr™ sont deux solutions
linéairement indépendantes de (L). L’ensemble des solutions de (L) est alors ’ensemble des suites de la
forme :

Uy, = (An 4+ p)r™ , (\p) € C2.

¢« SiIK=R

— Si A >0, on a les mémes résultats que ci-dessus (mais avec ici A1, A2, A et p réels).

~ Si A < 0, 'équation (E.) admet deux racines complexes non réelles conjuguées re?, et alors les suites

n — r"cosnd et n — r™sinnf sont deux solutions linéairement indépendantes de (L). L’ensemble des
solutions de (L) est ici ’ensemble des suites de la forme :

Up = (Acosnf + psinnd)r™ , (\u) € R?.

v" Les suites arithmético-géométriques ou les suites récurrentes linéaires peuvent apparaitre dans plusieurs
types d'exercices (calculs de déterminants, calculs de probabilités...). Il est donc important d’apprendre
les méthodes rappelées ci-dessus.
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Chapitre 8 - Séries numériques

8.1 Définition de la convergence d’une série

Soit (un)nen une suite de nombres complexes. On appelle série de terme général u,, et I'on note > wu,, la suite

des sommes partielles (S, )nen définie par : e
n
VneN, Sy=> u.
k=0

On dit alors que la série Y u,, converge si la suite (S, )nen converge.

+00
Dans ce cas, on appelle somme de la série Y u,, la limite de la suite (S, )nen; cette somme est notée Z Up, .

n=0

v' La nature (convergence ou divergence) de la série n'est pas modifiée si I'on part d'un entier ng # 0
(mais, en cas de convergence, la valeur de la somme peut étre modifiée).

v' On fera particulierement attention aux notations : I'écriture > u, ou Y u,, est une simple abréviation

neN
N
pour dire « la série de terme général u,, », et ne doit pas étre utilisée dans des calculs; I'écriture > u,
n=0
—+o0
désigne une « vraie » somme, et la notation Y. w,, qui ne doit étre utilisée que si la série converge,
n=0

désigne la limite de la suite des sommes partielles.

8.2 Condition nécessaire de convergence d’une série

Si la série Y u, converge alors lim w, = 0.
n—-+oo

v Cela équivaut au résultat essentiel suivant : une série dont le terme général ne tend pas vers 0 est
divergente ; on parle de divergence grossiére.
Mais attention : on ne peut rien dire a priori d'une série dont le terme général tend vers 0. Il faut

d'ailleurs retenir I'exemple de la série harmonique % dont le terme général tend vers zéro mais qui
n>1

est divergente.

8.3 Opérations algébriques sur les séries

Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites et A un scalaire.

. Si les séries Y uy, et Y v, convergent alors la série > (Au, + v,,) converge et :

+oo +oo +oo
Z()\unJrvn) = )\ZunJern.
n=0 n=0 n=0

. Si la série > u, converge et si la série Y v, diverge, alors la série Y (uy, + vy,) diverge.
v" On ne peut rien dire en général de la somme de deux séries divergentes.

. Soit Y uy, une série de nombres complexes. La série D u,, converge si et seulement si les deux séries > Re (uy,)
et > Im (u,) convergent et dans ce cas :

+oo +oo +oo
Zun = Z’Re(un) +iZIm(un).
n=0 n=0 n=0

v' Cependant, pour étudier une série Y u,, a valeurs dans C, on préférera dans la plupart des cas démontrer
I'absolue convergence (voir ci-aprés) en considérant la série des modules > |uy,|.

8.4 Convergence absolue

Soit (uy) une suite de nombres complexes. La série Y uy, est dite absolument convergente si la série de nombres
réels positifs > |u,| est convergente.
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Si une série de nombres complexes est absolument convergente, elle est convergente.

v' La réciproque de ce théoréme est fausse; il faut connaitre le contre-exemple classique : la série
; 4 =D &ri - 1 i
harmonique alternée ) “—-~— est convergente alors que la série harmonique ) - est divergente.

n=1 n>1

v" Ce résultat montre I'importance des résultats spécifiques sur les séries a termes positifs qui suivent.

8.5 Reégle de comparaison n°®1 pour les séries a termes positifs

Une série a termes réels positifs est convergente si et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée.

8.6 Reégle de comparaison n° 2 pour les séries a termes positifs

Soit (uy,) et (v,) deux suites de nombres réels telles que :
0 <up < v, a partir d’un certain rang.

— Si la série Y v, converge, la série Y u,, converge.

— Si la série Y u, diverge, la série Y v, diverge.

8.7 Reégle de comparaison n° 3 pour les séries a termes positifs

Soit (uy,) une suite & valeurs réelles et (v,,) une suite de nombres réels positifs.

On suppose qu’il existe un réel A # 0 tel que : uy, ~ Avy,.
+oo
Alors les séries > u, et > v, sont de méme nature.

v Il est important de se rappeler que cette régle ne s'applique qu'a des séries de signe constant (au moins
a partir d'un certain rang).

8.8 Reégle de comparaison n° 4

La regle suivante permet de conclure lorsque ’on connait « ’ordre de grandeur » du terme général d’une série
de nombres complexes. Elle est donc particulierement efficace.

Soit (uy) une suite ¢ valeurs dans C et (v,) une suite de nombres réels positifs.

On suppose que : up, = O(v,) (ou que uy, = o(vy)).
—+o0 —+o0
Alors, si la série > v, converge, la série > u, converge (absolument).

v On fera trés attention |3 encore lors de |'utilisation de cette régle : la série ) u,, est a termes complexes
quelconques, mais il est indispensable que la série > v, a laquelle on la compare soit, elle, a termes réels
positifs.

8.9 Comparaison a une intégrale

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle de la forme [ng;+oo[ (ng € N), d valeurs réelles
positives et décroissante. Alors :

—+oo
la série Z f(n) converge <— / f existe.
no

n=ngo

v Il est important de retenir non seulement ce théoreme, mais aussi et surtout sa démonstration. En effet,
la méthode consistant a encadrer le terme général f(n) par des intégrales de f sur des segments permet
d’'obtenir plus généralement des encadrements des sommes partielles ou du reste de la série lorsqu’elle
converge.
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Il faut donc retenir (ou savoir retrouver) l’encadre- y
ment suivant, valable pour tout n > ng + 1 :

n+1 n
/ f(t)dtgf(n)g/_lf(t)dt. 1) — s

I est illustré par la figure ci-contre.

n—1 n n+1

8.10 Regle de d’Alembert

u —
Soit Y uy, une série & termes réels strictement positifs, telle que lir}rl < ot > = lexiste dans R (¢ € [0; +00]).
n——+o0o Up,

- Si ¢ < 1, la série Y u, converge.
— Si £ > 1, la série Y u,, diverge.

v’ Lorsque ¢ =1, on ne peut rien dire a priori . Exemples : Z% et > # .

8.11 Séries de référence

e Séries géométriques
Soit ¢ un nombre complexe. La série Y ¢" est convergente si et seulement si |g| < 1. Et dans ce cas on a :

00 1 I an

E q¢" = ——, et plus généralement : g q" = :
1—gq l—q

n=0 n=no

¢ Séries de Riemann

. 1 . .
La série E — converge si et seulement si a > 1.
neN*
o La série exponentielle
. /. n
Soit z un nombre complexe. Alors la série ) 27 est absolument convergente. Sa somme s’appelle I’exponen-
tielle de z :
+oo
zn
e* = E — -
n!
n=0
v" Lorsque z est un nombre réel, I'inégalité de Taylor-Lagrange permet de démontrer que cette définition
coincide avec celle de la fonction exponentielle que vous connaissiez déja.

8.12 Produit de Cauchy

Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites & valeurs complexes.

On appelle série produit de Cauchy des séries de terme général u,, d’une part et de terme général v,, d’autre
part, la série de terme général w,, avec :

n
Vne Nv Wn = g UrUn—k = g UpVq -
k=0

pFHgq=n
p,qEN

Si > u, et > v, sont absolument convergentes, alors > w, est absolument convergente, et de plus :
+oo +oo —+oo
Y= () (£0)
n=0 n=0 n=0

Ce théoreme permet de démontrer :

’

/ z+z'_zz
Vz,2 €C, e =ee” .
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8.13 Séries alternées

Une série & termes réels Y- u,, est dite alternée si la suite ((—1)"u,) est de signe constant.

e Critere spécial des séries alternées, ou critére de Leibniz
Soit > u, une série alternée. On suppose que :

— la suite (Juy|) est décroissante;

- lim u, =0.
n—-+4oo

Alors la série Y u, converge.

v' Il est important de noter que ce critére ne donne qu’une condition suffisante de convergence pour

, ) L - —-1)"
une série alternée. Par exemple, la série de terme général u,, = % (n > 2) est convergente,
nt(—
(on le montre en effectuant un développement limité), cependant elle ne vérifie pas les hypothéses du

critere de Leibniz (la suite (|u,|) n'étant pas décroissante).

o Résultats complémentaires importants

“+o0
Soit > w, une série alternée qui vérifie les hypothéses du critére spécial, et soit S = Z Uy, sa somme. On
neN —
a les reésultats suivants. =
(i) S est comprise entre deux sommes partielles d’indices consécutifs.
(ii) S est du signe de ug, et |S| < |ug].
+oo
(iii) Sil’on note R, = Z ug, le reste d’ordre n, alors R, est du signe de up4+1 et |R,| < |unt1] -
k=n-+1

8.14 Séries télescopiques

Il s’agit de séries de la forme Y v,, ol v, = Uy — Up—1 (0 = 1).
n

Les sommes partielles sont alors : V,, = g Vi = Uyn — Ug donc on peut énoncer le théoréme suivant :

k=1
La série Y (un, — up—1) converge si et seulement si la suite (u,) converge et, dans ce cas
neN*
—+oo
g (ug —ug—1) = lim wu, —ug.
1 n—-+oo

v’ Cette propriété, qui peut sembler simpliste, est en réalité trés importante : elle permet non seulement
de calculer la somme de certaines séries, mais aussi, dans certains cas, d'étudier la convergence d'une
suite en la ramenant a celle d'une série, donc en utilisant les nombreux outils supplémentaires disponibles
sur les séries.
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Chapitre 9 - Suites et séries de fonctions

9.1 Convergence d’une suite de fonctions

o Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle I, & valeurs dans K =R ou C.
On dit que cette suite converge simplement sur [ si et seulement si :

pour tout x € I, lim f,(z) existe (dans K).
n——+o0o

Dans ce cas, on peut définir une application f: I — K par :

Veel, f(x) = lim f,(z).

n—-+oo
f s’appelle la limite simple de la suite (f,,)nen-

o On dit que la suite (f,)nen converge uniformément sur I vers f si, & partir d’un certain rang, la suite (f,,— f)
est bornée sur I et si

. I _
im = fIL =0,

ou

|fn — ino désigne sul; |frn(z) — f(z)] (norme de la convergence uniforme).
zE

v' Lorsque I'on étudie la convergence uniforme, il est indispensable de préciser sur quelle partie elle a lieu;;
la phrase « (fn)nen converge uniformément vers f » ne veut rien dire si I'on ne précise pas « sur I ».

9.2 Régularité de la fonction limite

e Théoréme de la double limite
Soit (fn)nen une suite d’applications de I dans K, qui converge uniformément sur I vers une application
f: I =K
Soit a une extrémité de I (éventuellement +00). On suppose que, pour tout entier n (au moins & partir d’un
certain rang), la limite lim f,(z) = ¢, existe.

zel
Alors la suite (£n)nen converge vers un élément £ € K, et de plus : lim f(z) = ¢.
xzel
(c’est-a-dire , en abrégé : ilg}l ngl}rloo folz) = ngl}rloo zhg}l fn(x)).

o« Continuité

Soit (fn)nen une suite d’applications de I dans K, qui converge vers une application f: I — K la
convergence étant uniforme sur tout segment inclus dans I.

Si les f, sont continues sur I (au moins & partir d’un certain rang), alors f est continue sur I.

v S'il y a convergence uniforme sur I, il y aura bien siir convergence uniforme sur tout segment inclus
dans I'; I'hypothése du théoreme est donc surtout importante lorsque I n'est pas un segment, car pour
majorer |f,, — f] il est souvent plus commode de le faire sur un segment.

v Ce théoreme peut dans certains cas servir a3 démontrer qu'il n'y a pas convergence uniforme, en
utilisant un raisonnement par |'absurde.

o Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions de classe %
Soit (fn)nen une suite d’applications de I dans K. On suppose que :

— les f, sont de classe €' sur I;
— la suite (fp)nen converge simplement sur I vers une fonction f;

— la suite des dérivées (f])nen converge vers une application g: I — K, la convergence étant uniforme sur
tout segment inclus dans I.

Alors, la fonction f est de classe ¢! sur I, la suite (f,,)nen converge uniformément vers f sur tout segment
inclus dans I, et, pour tout = € I, f'(z) = g(z) (soit, en abrégé, (lim f,) = lim f,).

o Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions de classe €*

Soit (fn)nen une suite de fonctions de classe €% (k € N*) sur un intervalle I de R, a valeurs dans K. On
suppose que :
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— pour tout j € [0;k — 1], la suite de fonctions ( ﬁj))neN converge simplement sur I ;

— la suite de fonctions ( fr(lk))neN converge simplement sur I vers une fonction g, la convergence étant
uniforme sur tout segment inclus dans I.
Alors, la fonction f = liIJIrl fn est de classe €% sur I, on a f*) = g et pour j € [0;k], chaque suite
n—-+0oo
( Y ))neN converge uniformément vers fU) sur tout segment inclus dans I.

e Intégration sur un segment
Soit (f) une suite d’applications d’un segment [a ; b] dans K, qui converge uniformément sur [a ; b] vers une
application f: [a;b] — K. Alors :

n—-+o0o

lim /abfn(t)dt: /abf(t)dt.

9.3 Convergence d’une série de fonctions

Soit (un)nen une suite d’applications d’un intervalle I dans K.
On peut alors considérer la suite de fonctions (S, )nen définies par :

Veel, Sy(x) = Zuk(ac) .
k=0

Etudier la série de fonctions > up, c’est étudier la suite de fonctions (S, )nen-
neN
o Convergence simple

On dit que la série de fonctions Y wu, converge simplement sur I s’il existe une application S: I — K telle
neN
que la suite de fonctions (S, )nen converge simplement sur I vers S.

Cela signifie donc que, pour tout & € I, la série > w,(x), & valeurs dans K, converge et que
neN

+oo
S(x) = Z Up ().
n=0

S s’appelle alors la somme de la série de fonctions > u,. On définit également le reste d’ordre n :

neN
—+00
R,=5-5,= Z ug. La suite de fonctions (Ry,)nen converge simplement sur I vers la fonction nulle.
k=n+1

e Convergence uniforme

On dit que la série de fonctions Y wu, converge uniformément sur I s’il existe une application S: I — K
neN
telle que la suite de fonctions (S, )nen converge uniformément sur I vers S.

Cela équivaut a dire que la série de fonctions > w, converge simplement sur I et que la suite des restes
neN
(Rpn)nen converge uniformément sur I vers la fonction nulle.

v La convergence uniforme sur I de la série de fonctions > u,, implique nécessairement la convergence
neN

uniforme de la suite (u,,) vers la fonction nulle sur I (puisque u, = R,—1 — Ry).

En raisonnant par I'absurde, cette remarque peut étre utilisée pour montrer qu'une série de fonctions

ne converge pas uniformément sur I : il suffit pour cela de trouver une suite (x,,) d'éléments de I telle

que la suite (u,(z,)) ne converge pas vers 0.

e Convergence normale

On dit que la série de fonctions Y w, converge normalement sur I si :
neN

— les fonctions u, sont bornées sur I (au moins & partir d’un certain rang),

— et la série numérique > HU”H; est convergente (en notant comme d’habitude : Hun||iO = sup |un (2)]).
n=>0 xel

Si la série de fonctions Y w, est normalement convergente sur I, alors :
neN

(i) Pour tout = € I, la série > un(z) est absolument convergente dans K.
neN

(ii) La série de fonctions Y wu, est uniformément convergente sur I.
neN
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9.4 Convergence uniforme d’une série de fonctions et limite

Soit > wu,, une série de fonctions définies sur I, & valeurs dans K, et soit a € I (éventuellement a = +00).

neN
On suppose que, pour tout entier n, la limite %13% un(x) = £, existe, et que la série Y w, est uniformément
zel neN
+oo
convergente sur I. Notons S = E Up. Alors :
n=0

+oo
la série 3 £, converge et lim S(z) = an
n=0

neN zcl
—+o0 —+o0
(soit, en abrégé : lim E Up | = E lim w,,).
a a
n=0 n=0

Ce résultat porte le nom de théoréme de la double limite.

9.5 Convergence uniforme d’une série de fonctions et continuité

Soit > wu, une série de fonctions définies sur un intervalle I, & valeurs dans K.
neN
Si les u, sont continues sur I et si la série converge uniformément sur tout segment inclus dans I, alors sa

somme S est continue sur 1.

v’ Plutét que de démontrer la convergence uniforme sur tout segment de I, on peut se contenter de
montrer la convergence uniforme sur tous les intervalles d’une famille (J,,) telle que | Jo, = I.
[e3

9.6 Convergence d’une série de fonctions et dérivation

o Soit Y w, une série de fonctions définies sur un intervalle I, & valeurs dans K.
neN
On suppose que :

— les u,, sont de classe €* sur I;
— la série de fonctions Y w, converge simplement sur I ; on notera S sa somme;
neN

— la série de fonctions Y w] converge simplement sur I, la convergence étant uniforme sur tout segment
neN
inclus dans I.

Alors :

— la fonction S est de classe €' sur I ;

— la série de fonctions Y u, converge uniformément sur tout segment inclus dans I ;
neN

“+o00
— pour tout € I, on a: S'(x) = ZU%(@
n=0

e Comme pour les suites de fonctions, on a également un énoncé pour démontrer que la somme d’une série
de fonctions est de classe €.

Soit > wu, une série de fonctions définies sur un intervalle I, & valeurs dans K. On suppose que :
neN

— les u, sont de classe €% sur I;
— chaque série de fonctions 3 qu ) pour j € [0;k — 1] converge simplement sur I ;
neN
— la série de fonctions Y u%k) converge simplement sur I, la convergence étant uniforme sur tout segment
neN
inclus dans 1.
Alors la fonction somme S est de classe €% sur I, chaque série u) avee J € [0; k] converge uniformément

vers SU) sur tout segment de I et :

—+00
Vje[o;kl, Vo el, 9 (z)=> uf(x).
n=0
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v' La encore, plutdt que de démontrer la convergence uniforme sur tout segment de I, on peut se contenter
de montrer la convergence uniforme sur tous les intervalles d'une famille (J,) telle que U Jo, = I.
(07

9.7 Convergence d’une série de fonctions et intégration sur un

segment

Soit > wu, une série de fonctions définies sur un segment [a;b] C R, & valeurs dans K.
neN

On suppose que les u,, sont continues sur [a; b], et que la série Y w,, converge uniformément sur [a ;b]. Notons
neN
“+oo
S = E Uy -
n=0
b

Alors S est continue sur [a;b], la série > [ u,(t) dt converge, et
neENa

b

4o b
/S(t)dt: nzoa/un(t)dt.

a

Remarque : le théoréme s’applique également lorsque les u,, sont seulement continues par morceauz, mais il
faut alors vérifier la continuité par morceaux de S, celle-ci n’étant plus assurée par la convergence uniforme.
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Chapitre 10 - Séries entieres

10.1 Rayon de convergence d’une série entiere

o Une série entiere est une série de fonctions de la forme :
g anz"™,
neN

ou z est la variable complexe et (a,)nen une suite de nombres complexes.

e Lemme d’Abel
On suppose qu’il existe un complexe non nul zg tel que la suite (a,z{)nen soit bornée.

n)
— Pour tout complexe z tel que |z| < |zp], la série numérique g anz" est absolument convergente.
neN

z

— Pour tout z € C : apz™ = O<
20

n—-4oo

e Définition du rayon de convergence

Soit > anpz™ une série entiere. L’ensemble des réels positifs r tels que la suite (a,7")nen soit bornée est un
neN
intervalle contenant 0.

On appelle alors rayon de convergence R de cette série entiére la borne supérieure (dans R) de cet intervalle :
R =sup{r € Ry | (a,r™) bornée} (R € Ry U{+o0}).

e Disque de convergence

Soit Y anz™ une série entiere de rayon de convergence R.
neN

Si R > 0, alors pour tout z tel que |z| < R, la série Y a,z™ est absolument convergente.
neN

Si R < 400 alors pour tout z tel que |z| > R, la série Y anz™ est (grossiérement) divergente.
neN

— Si R =0, la série ne converge que pour z = 0.
— Si R = +00, la série est convergente (absolument) pour tout z € C.

La boule ouverte B(0,R) dans C s’appelle le disque de convergence.
v" On ne peut rien dire dans le cas général du comportement de la série entiére sur le cercle d'incertitude
{z € C| |z| = R}.
e Autres caractérisations du rayon de convergence

Le rayon de convergence R d’une série entiere > a,z™ peut étre défini par I'une des propriétés suivantes,
neN
toutes équivalentes :

R = sup {|z| , z € C|lasérie Y. anz™ est absolument convergente} ;
neN

- R=sup {|z| , 2z € C|lasérie Y apz™ est convergente} ;
neN

R:sup{|z|,z€(C lim anznzo};

n—-+4oo
— R=sup{|z|, z € C|la suite (a,2") est bornée}  (définition).

o Utilisation des regles de comparaison

Soient Y. anz™ et > byz" deux séries entitres de rayons de convergences respectifs R, et R .
neN neN

- Sia, ~ by, alors Ry =Ry.
n——+o0o

— Si |an| < |by| (au moins & partir d’un certain rang), alors R, > Ry .

— Sia, =O(by,) (ou a, = o(by,)), alors R, = Ry
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10.2 Opérations sur les séries entiéres

e Somme de deux séries entiéres
Soient Y anz™ et > byz™ deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs R, et Rp .
neN neN
— Si R, # Ry, la série entiere g (an + bp)z"™ a pour rayon de convergence R = min(R,,Rp).
neN
— Si R, = Ry, la série entiere E (an + by)z"™ a un rayon de convergence R > R, .
neN

— Dans les deux cas on a, pour tout z tel que |z| < min(R4,Rp) :

+oo +oo +oo
Z(an +b,)2" = Z anz" + Z bpz" .
n=0 n=0 n=0

e Produit de Cauchy de deux séries entiéres

Soient E anz™ et E b, 2z™ deux séries entieres de rayons de convergences respectifs R, et Ry .
neN neN

n
Posons, pour tout n € N: ¢, = Zakbn,k = Z apby.
k=0 p,qeN
ptg=n
— Le rayon de convergence R, de la série entiere Z cn2" est tel que R, > min(R,,Rp).
neN

— De plus, pour tout complexe z tel que |z| < min(R,,Rp), on a :

—+o0 —+o0 —+00
E o E anz" E by z"
n=0 n=0 n=0

10.3 Convergence normale d’une série entiere

La série entiere > a,a™ de la variable réelle z, de rayon de convergence R > 0, est normalement convergente
neN
sur tout segment inclus dans Uintervalle ouvert de convergence |—R; R].

v Il n'y a pas nécessairement convergence normale ni méme convergence uniforme de la série entiére sur

tout l'intervalle de convergence. Le contre-exemple qui suit est classique, et doit étre su.

n
La série entiére de la variable réelle Z (—1)”7136— converge simplement vers x — In(14+z) sur]—1;1].
n
neN*

1 1
Il n’y a pas convergence normale sur]—1;1[ (car HunH]ool’l[ =—).
n
+o00o $k
Il n’y a pas convergence uniforme sur]—1;1[ (car le reste E (—1)’“_1? n’est pas borné au voisinage
k=n+1

de —1).
Il y a cependant convergence uniforme sur tout segment [a;1] avec —1 < a < 1 (cela se montre en
utilisant la majoration du reste d’une série alternée).

10.4 Continuité de la somme d’une série entiére

Soit Y ana™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 (z € R).

neN
+oo
La fonction somme f: x — E anx™ est continue sur lintervalle ouvert de convergence |-R; R].
n=0
Conséquence

Avec les mémes notations, f admet au voisinage de 0 un développement limité a tout ordre p € N*| obtenu par
troncature de la série entiere :

flx)= Zanac" +O(zPT) .

n=0
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10.5 Dérivation

e Séries dérivée et primitive
Soit > anz™ une série entiere.
neN

— On appelle série dérivée de cette série la série entiere :

Z na,z""t = Z(n + Dagp412™.

n>1 n=0
— On appelle série primitive de cette série la série entiere :

g In_pnt1 = E Anl
n+1 n

n=0 n>1

e Une série entiere, sa série dérivée et sa série primitive ont méme rayon de convergence.

¢ Dérivation d’une série entiére de la variable réelle

Soit (a,) une suite d’éléments de C, et Y. a,z™ une série entiere de la variable réelle z, de rayon de
neN

+oo
convergence R > 0. Posons, pour z € |-R; R[, f(x) = Z anz™.
n=0

Alors f est de classe € sur |—R; R[ et, pour tout * € |—-R; R[ :

—+o0 —+00
fl(x) = Z napx™ ! Z(n + Daptrz™.
n=1 n=0

Conséquence
Avec les mémes notations, la fonction f est de classe €°° sur sur |—R; R] et, pour tout entier naturel k et
pour tout x € |—R; R[ :

—+oo —+oo

By =% o n!k)!anxn—k -y (n :!k)!an+kx”.

n=~k

Avec les mémes notations on a aussi :

VkeN, ar =

¢ Unicité du développement en série entiére
—+oo —+00
Soient deux séries entiéres f(z) = g anz™ et g(z) = g bpx™, de rayons de convergence non nuls.
n=0 n=0
Si f et g coincident dans un voisinage de 0, on a a,, = b,, pour tout entier n.

10.6 Intégration d’une série entiére de la variable réelle

Soit (ay,) une suite d’éléments de C, et > a,z™ une série entiére de la variable réelle z, de rayon de convergence
neN

—+oo
R > 0. Posons, pour z € |—-R; R, f(z) = Z anz™.
n=0

b 00 b
— Pour tout segment [a;b] C |—R;R[,on a : / f(z)dx = Z/ (anz™)dx.
a n=0 a

+oo n+1

x anT
— En particulier, tout = € |-R; R, : Hdt=3 =t .
n particulier, pour tout x € ] [, on a /Of() Z notl

n=0

10.7 Fonction développable en série entiére

On dit qu'une fonction f: C — C est développable en série entiére dans un voisinage V de 0 s’il existe une

+oo
série entiére Y a,z™ de rayon de convergence R > 0 telle que, pour tout z € V, f(z) = Z anz”.
neN n=0

D’apres les résultats précédents, on a donc :
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— f est de classe € sur |-R; R[;

(o
7Vn€N,an:f ()
n!
Ainsi, la série entiere Y a,z™ n’est autre que la série de Taylor de f en 0.
neN

v’ Cette propriété n'admet pas de réciproque.

— Il existe des fonctions de classe ¥°>° au voisinage de 0 dont la série de Taylor en 0 a un rayon de
convergence nul.

— Il existe des fonctions de classe ¥°>° au voisinage de 0 dont la série de Taylor en 0 a un rayon de
convergence non nul, mais dont la somme ne coincide pas avec f (sauf en 0).

10.8 Développements en série entiére usuels

Les développements en série entiere des fonctions usuelles sont rappelés page suivante. Quelques remarques
concernant ce tableau.

1
— Les développements en série entiere de /1 + x et de n’y figurent pas, car ils s’obtiennent directement
V1i+ax
1
a partir du développement de (1 + z)® pour o = :I:E .
Cependant, il faut savoir écrire ces développements sous forme synthétique. On trouve :

+oo
2n — 2)!
Vee|-1;1 vVIitaz=1+ Z(—n"-l(”—)xn
n=1

22n—lpl(n — 1)1" ~
et N
_ 1 X, ., @en)
Vze ]7131[7 \/H—$ =1 +;(71) 22n(n|>2$ :

— De méme, le développements en série entiere de Arcsin s’obtient simplement en intégrant le développement
1
de —-
V1—ax2
Il faut savoir le retrouver ; on obtient :

+oo
Vaz]—1;1[, Arcsin(z) = Z

n=0

(2n)!  x?ntl
22n(p)22n + 1
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Développements en série entiére usuels

Fonction Développement en série entiere Domaine
+oo e
n=0
too 2n+1
T
sh(z) —_— R
|
— (2n+1)!
+oo 1.271
ch(zx) Z ) R
n=0
+oo 2+l
sin(x) (=" R
nz:;) (2n +1)!
+oo $2n
cos(x) Z(—l)" o) R
n=0
1 =
— ;az ]—1;1]
1 =
—-1)"z" —-1:1
— 3 (s 131
+oo x
In(1 + z) S (-1t I-1;1]
n=1
L (L g J-1;1]
1—x = 2n+1 ’
too 2n+1
T
Arct 1" —-1:1
rctan(z) 7;)( ) o1 [-1;1]
+oo
ala—1)...(a—n+1
1+z)* 1+ a-1) n,( ) g J=1;1]
n=1 :
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Chapitre 11 - Fonctions vectorielles d’une variable réelle

On considére dans ce chapitre des applications définies sur un intervalle I de R (non réduit & un point), a
valeurs dans un espace vectoriel normé F.

Les résultats énoncés généralisent ceux obtenus en premiére année pour les fonctions de R dans R.

Tous les espaces vectoriels normés intervenant dans ce chapitre seront supposés de dimension finie.

11.1 Définitions

e Soit f une application de I dans F, et ty € 1.

On dit que f est dérivable en ¢y si lim
tt;;fo t—1o
0

(f(t) — f(to)) existe dans E.

d
Dans ce cas, cette limite se note f'(¢g) ou d_{(to) et s’appelle le vecteur dérivé de f en tg.

e Développement limité
Dire que f est dérivable en ty peut aussi s’écrire :

3¢ € E tel que f(t) = f(to) + (t — to)-L + o(t — to)

o o(t — tg) désigne une fonction vectorielle de la forme (¢ — to)e(t) avec e: I — E telle que tlintl e(t) = 0.
—to

Cette derniere expression s’appelle un développement limité de f au voisinage de tg.
Dans le cas ou f est dérivable en tg, ce développement limité peut aussi s’écrire sous la forme :

f(to+h) = f(to) + hf'(to) + o(h).

e Si f est dérivable en tg, alors f est continue en tg.

v La réciproque de cette propriété est fausse. Il suffit par exemple de considérer I'application f: x — |z|
de R dans R.

f est évidemment continue sur R (elle est lipschitzienne de rapport 1), mais elle n’est pas dérivable
en 0 (car f,(0) = —1et f3(0) =1).
e Dérivation par coordonnées

On suppose E de dimension n, rapporté & une base (eq,...,e,).
Soit f une application de I dans E. Pour tout ¢ € I, on peut écrire :

ft) = Zﬁ(t)ei

ou les f;: I — K sont les applications coordonnées de f.

Alors, f est dérivable en tg si et seulement si, pour tout ¢ € [1;n], f; est dérivable en ty, et on a alors :

n

F'(to) = filto)e -

i=1
Exemples

. Une fonction f: I — C est dérivable en ¢y € I si et seulement si les fonctions Re (f) et Zm (f) le sont, et
on a alors f'(to) = (Re (f))'(to) + i(Tm (f))' (to).
I — M, (K)

t o (a,;(t)1<i<p
1<j<q

. Une application A: est dérivable en ty si et seulement si pour tout

(t,5) € [L1;p] x [1;¢] les fonctions coefficients ¢t — a; ;(t) le sont, et dans ce cas la matrice A’(to)
est la matrice dont les coefficients sont les a; ; (o).

¢ Dérivabilité sur un intervalle

. Une application f: I — F est dite dérivable sur I si pour tout ty € I, f est dérivable en t.
Si tel est le cas, on peut définir application dérivée de f, notée f/, qui & tout ¢t € I associe le vecteur
f'(t) e E.

L’ensemble des applications dérivables sur I & valeurs dans E sera noté Z(1,E).
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. Une application f: I — E est dite de classe €' sur I si f est dérivable sur I et si f' est en plus continue
sur /.

On notera ¢! (I,E) I'ensemble des applications de classe ¢! sur I a valeurs dans E.

v Il existe des fonctions dérivables qui ne sont pas de classe ©'! Autrement dit, I'inclusion
€' (I,E) C 2(I,E) est stricte.

11.2 Opérations sur les dérivées

e Soient f et g deux applications de I dans E, dérivables en tg.
Alors I'application f + g est dérivable en tg, et (f + g)'(to) = f(to) + ' (to)-

e Soit f une application de I dans E, et A\ une application de I dans K, dérivables en tg.
Alors Papplication . f est dérivable en tg et (\.f) (to) = N (to) f(to) + A(to) f' (to)-

En particulier, si a € K est constant, a.f est dérivable en tg et (a.f) (to) = a.f’(to).
Il en résulte que I'ensemble Z(I,E) est un sous-espace vectoriel de €°(I,E), et 'application f ~— f’ est
linéaire de Z(I,E) dans A(I,E).

e Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, f une application d’un intervalle I de R & valeurs dans F, et
u une application linéaire de E dans F.

Si f est dérivable en tg, uo f lest aussi et : (wo f) (to) = u[f'(to)].

e Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, et B: E x FF — G une application bilinéaire.
Soient f: I — F et g: I — F deux applications dérivables en ¢y € I.

— G

t — B(f(t),9(t))
¢’ (to) = B(f'(to).g(to)) + B(f(to),g' (to)).

Exemple : soit E un espace préhilbertien réel, muni d’un produit scalaire noté (-| -).

Alors lapplication ¢: { est dérivable en t; et

Si f et g sont deux applications définies sur I, a valeurs dans F et dérivables, alors l'application

{I — R t dérivable et
N es erivabple et .
Tt o (F)]g)

(flg) = (f'lg)+ (flg).

On en déduit ensuite que, si f: I — E est dérivable en tg et si f(tg) # 0, Uapplication ¢ — || f(¢)|| est

dérivable en tg, et :
(f(to) [ f'(t0))

AN (to) = ~— i -
I1f (o)l
e Le théoreme précédent peut se généraliser.
Soient F1,...,E, et F des espaces vectoriels normés, et g: F4 X Fy X --- X E, — F une application n-

linéaire.
Pour tout i € [1;n], soit f;: I — E; une application dérivable sur I.
I — F

t o g(f1(t).f2(t),....fn(D))

n

P(t) =D g(filt),- - fia (). JI() firr (D, fult)).

i=1

Alors lapplication ¢: { est dérivable sur [ et, pour tout t € I :

Exemples

. Sif1,...,fn sont n applications dérivables sur I et & valeurs dans K, leur produit g: t — f1(¢) f2(t) - - - fu ()
est dérivable sur I et pour tout ¢t € I :

g'(t) = i) f2() - fu(t) + fr®)f2(E) f3(E) -+ fu(t)
o fi(®) f2(8) - fama (0 (E)

Mp(K) — K

est une application n-linéaire des colonnes de la
M —s detM PP

. On sait que 'application det: {

matrice M.
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I — M,(K)
t — M(t)
Sil’on note C1(t), . ..,Cp(t) les colonnes de la matrice M (), alors les applications ¢ — C;(t) sont dérivables

sur I (car leurs fonctions coordonnées le sont). Par suite, Papplication ¢: ¢t — det(M (t)) est dérivable sur
I et:

Soit alors M : { une application dérivable sur I.

ng(t) = Z det (Cl (t), N ,Cj_l(t),C;- (t),Cj+1(t), ce ,Cn(f))

e Fonction composée
Soit p: I — J et f: J — E, ou I et J sont des intervalles de R et E un espace vectoriel normé.
Soit tg € I. Si ¢ est dérivable en tg et si f est dérivable en p(tg), alors f o ¢ est dérivable en tg et :

(f o) (to) = &' (to) f'[(to)] -

11.3 Dérivées successives

e Soit f une application de I dans E. On peut définir par récurrence, si elles existent, les dérivées successives
de f de la fagon suivante :

— on pose f(0 = f (dérivée d’ordre zéro);

— pour k € N*, on dira que f est k fois dérivable sur I si f*~1 est dérivable sur I et on pose alors
FO) = (&) (dérivée dordre k).

On notera 2% (I,E) I’ensemble des applications k fois dérivables sur I & valeurs dans E.

Pour k € N*, on dira que f est de classe €% sur I si f est k fois dérivable sur I et si f(*) est continue sur

I'; on note €*(I,E) I'ensemble des applications de classe €% sur I & valeurs dans E.

Enfin on dira que f est de classe € sur I si elle est de classe €% pour tout k € N, et on notera ¢ (I,E)
I’ensemble des applications de classe €°° sur [ a valeurs dans E.

e« 9*(,E), €*(I,F) et €°(I,E) sont des sous-espaces vectoriels de A(I,E).
Sif,ge Z*(I,E)etsi\, p €K, ona: (A + pg)® = AfE 4 g,

o On suppose E de dimension n, rapporté & une base (e1,...,e,).
n

Soit f une application de I dans E. Pour tout ¢ € I, on peut écrire f(t) = Z fi(t)e; (les fi: I — K sont
i=1

les applications coordonnées).

Alors, f est k-fois dérivable (respectivement de classe €*) sur I si et seulement si, pour tout i € [1;n], f;

est k fois dérivable (respectivement de classe €%) sur I, et on a alors :

veel, f(t) = i £ P (e
=1

e« Formule de Leibniz
Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, et B: E X F' — G une application bilinéaire.
Soient f: I — E et g: I — F deux applications n fois dérivables (respectivement de classe €™) sur I .

I — G
t — B(f(t),9(t))

Alors I'application ¢: { est n fois dérivable (respectivement de classe ) sur I, et

l'on a :
n

wel =3 (3 )BUPa" ).

k=0
e Soit p: I — Jet f: J— E,oul et J sont des intervalles de R et E un espace vectoriel normé.

Sipee™(I,J)et fe€™(JE), alors fope € (I,E).

11.4 Rappels du cours de lére année

On vient ici d’étudier brievement la dérivabilité d’applications définies sur un intervalle I de R, d valeurs dans
un espace vectoriel normé.
Dans le cas d’applications définies sur un intervalle I de R, d valeurs dans R (une telle application s’appelle
une fonction numérique de la variable réelle), il y a des résultats supplémentaires vus en premiére année et qu’il
est important de rappeler.
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e Théoréme de la bijection
Soit f: I — R une application continue et strictement monotone sur un intervalle I de R.
Alors J = f(I) est un intervalle de R et f~!:.J — I est continue, strictement monotone, de méme sens
de variation que f.
e Dérivée de la fonction réciproque
Soit f: I — J une bijection continue de I sur J.
Si f est dérivable en a € I et si f/'(a) # 0, alors f~! est dérivable en b = f(a) et on a :

(R
frl@) — fro f71(0)

(F ') =

« Caractérisation des ¢*-difféomorphismes

Soit k € N* U {oc}. Soit f une application de classe €% d'un intervalle I sur I'intervalle J = f(I), telle que
' ne s’annule pas sur I.

Alors f est bijective de I sur J, et f~! est de classe €% sur J.
v Une telle application s'appelle un ¢*-difféomorphisme de I sur .J.
e Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I, et admettant en un point tg intérieur ¢ I un

extrémum relatif.
Si f est dérivable en tg, alors f'(tg) = 0.

v’ Le fait que ty est un point intérieur est indispensable! Par exemple, la fonction
f.{[o;l] — [031]

; ; admet un minimum en 0 et un maximum en 1, mais sa dérivée ne s'annule

jamais!

o Théoréeme de Rolle
Soit f une fonction numérique continue sur Uintervalle fermé [a ;] (a < b), dérivable sur 'intervalle ouvert
la; b, et telle que f(a) = f(b).
Alors, il existe ¢ € ]a; b[ tel que f'(c) = 0.

o Théoréme des accroissements finis
Soit f une fonction numérique continue sur U'intervalle fermé [a; b] (a < b) et dérivable sur I'intervalle ouvert
la;b[.
Alors, il existe ¢ appartenant & |a; b[ tel que : f(b) — f(a) = (b —a)f'(¢).
Interprétation géométrique
Si f est une fonction numérique continue sur [a;b] et dérivable sur ]a;b], il existe (au moins) un point du
graphe de f ou la tangente est parallele a la corde qui joint les points A de coordonnées (a, f (a)) et B de
coordonnées (b, f(b)).

e Théoréme de prolongement de la dérivée
Soit f: [a;b] — R. On suppose que :
— f est continue sur [a;b];
— f est dérivable sur |a;b];

— lim f'(z)=(€R.
r—at

Alors : lim M =/.
z—at rT—a
Lorsque £ est finie, on en déduit que f est dérivable en a™ et que f}(a) = .

Lorsque ¢ = o0, la courbe de f admet au point de coordonnées (a, f (a)) une tangente verticale, et f n’est

pas dérivable enat.
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Chapitre 12 - Intégration sur un segment

Ce chapitre étend les notions étudiées en 1™ année aux fonctions continues par morceaux.

Les applications considérées ici sont définies sur un segment [a;b] de R (a < b) et & valeurs dans K = R ou C.

12.1 Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment

o Définitions
Une application f: [a;b] — Kest dite en escalier sur [a ; b] il existe une subdivisiona = g < 1 < ... < Tp—1 < Tp =b
de intervalle [a;b] telle que la restriction de f & chaque intervalle |a;_; ; ;[ pour 1 < i < n soit constante.
Une telle subdivision est dite adaptée a f.

Si I est un intervalle quelconque de R, f est dite en escalier sur I si elle ’est sur tout segment inclus dans
1.

L’ensemble &sc(I,K) des fonctions en escalier de I dans K est un sous-espace vectoriel de A(I,K).
o Intégrale d’une fonction en escalier
Soit f € &sc([a;b],K) et o = (xp,...,x,) une subdivision adaptée a f, c’est-a-dire :
Vie[l;n], Vte]ri—1;z], f)=c
ou les ¢; sont des éléments de K. On pose :

n

I;(f) = Z(Im — Ti—1)Ci -

i=1

Alors le nombre I,y est indépendant de la subdivision o adaptée a f choisie.

b b
On l'appelle intégrale de f sur [a;b]. Il est noté f ou / f ou / ft)dt.
[a;b] a a

12.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

o Définitions
Soit [a;b] (@ < b) un segment de R, et f une application de [a;b] dans K.

On dit que f est continue (respectivement de classe ') par morceaux sur [a;b] s’il existe une subdivision
a=1x9 <21 <...<Zp_1 <z, =">deintervalle telle que la restriction de f & chaque intervalle ]z;_1,2;]
pour 1 < i < n se prolonge en une application continue (respectivement de classe ') sur [z;_1,2;]. Une
telle subdivision est dite adaptée a f.

On note €.# (I, K) l'ensemble des applications continues par morceaux de I dans K. C’est un sous-espace
vectoriel de de A(I,K).

e Approximation d’une fonction continue par morceaux
Soit f une application continue par morceaux sur [a;b] & valeurs dans K.

11 existe une suite (p,)nen de fonctions en escalier sur [a;b] qui converge uniformément vers f sur [a;d].
e Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Soit f € €. ([a;b],K). Pour toute suite (¢ )nen de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f

b
sur [a;b], la suite / ©n converge dans K.
a

neN
De plus, sa limite ne dépend que de f, et pas de la suite (¢, )nen choisie. Cette limite s’appelle 'intégrale

b
de f sur [a;b], et est notée / f ou f
a [a;b]

12.3 Propriétés de ’intégrale

e Linéarité
CH(Ja;b]K) — K
L’application I : Fo / f est lindaire.
[asb]
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e Invariance
b
Soient f, g € €. ([a;b],K). Si f et g ne difféerent qu’en un nombre fini de points, alors / f= / g

¢ Cas des fonctions a valeurs dans C

Si f € €4 ([a;b],C), on peut écrire : Vt € [a;b], f(t) = f1(t) +if2(t), fr = Re(f) et fo = Im(f) étant a
valeurs dans R.
Alors f1 et f2 sont continues par morceaux sur [a;b] et on a :

/f fdt /f1 dt+1/f2

o Soit f € 6.4 ([a;b],K). Alors |f| est continue par morceaux sur [a;b] et :

bf </ab|f|

(o | | désigne la valeur absolue si K = R et le module si K = C).

o Positivité

b
— Si f est une application continue par morceaux sur [a;b], d valeurs réelles positives, alors / f=0.
a
b
— Si f, g € €4 (a;b],R) sont telles que f < g sur [a;b], alors/ f </ g
a a

— Si f est une fonction continue sur [a;b], avec a < b, d valeurs réelles positives, telles que / f =20, alors
f=0sur [a;b].

o Inégalité de la moyenne

Sif e €#(la;b,K), ona:
b
/ fl<-a)lfl

(ot || f|, désigne comme d’habitude le réel sup {|f(t)|, t € [a;b]}).

¢ Relation de Chasles
Soit f € €. ([a;b),K) et ¢ € ]a;b.
Alors f‘[a_c] et f‘[c_b] sont continues par morceaux et 'on a :

/abf/:f+/cbf-
< \/Lbf<t>2dt-\//abg(t>2dt

De plus, lorsque f et g sont continues, il y a égalité si et seulement si la famille (f,g) est liée.

o Inégalité de Cauchy-Schwarz
Pour f, g € €.#([a;b],R) on a :

t)dt

12.4 Sommes de Riemann

e Définition
Soit o = (zo, . . .,x,) une subdivision de [a;b].
On appelle pas de cette subdivision le réel :

max {xit1 — @, 1 € [0;n —1]}.

On appelle famille subordonnée & o toute famille ¢ = (¢;)1<i<n telle que ¢; € [i—1 ; ;] pour tout i € [1;n].
n
Si f est une fonction continue par morceaux sur [a ; b], & valeurs dans K le scalaire S( f,0,c) = Z(zifxi, 1)f(c)
i=1
s’appelle une somme de Riemann relative a f, o, c.
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o Théoreme
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a;b] & valeurs dans K.

Alors, pour tout € > 0, il existe @ > 0 tel que, pour toute subdivision o de [a;b] de pas inférieur & « et
toute suite subordonnée ¢, on ait :

<€

S(f0.0) / Ny

(autrement dit, les sommes de Riemann associées & f tendent vers f: f lorsque le pas de la subdivision tend
vers 0).

e Cas particulier
" R - . o b—a
On utilise le plus souvent le théoréme précédent dans le cas ol o est une subdivision réguliere de pas ,
n

—a
- On a dans ce cas :

c’est-a-dire z; = a + 1

n

> fle) (o€ [mioaimi).

i=1

—Qa

S(fuoc) =2

Dire que le pas de la subdivision tend vers 0 signifie que n tend vers +oo. On a donc :

b—a > b
nETmTagf<Ci)Lf'

. .. T + i . . .
On peut également choisir ¢; = z; (¢; = ;-1 ou ¢; = — sont aussi des choix possibles). Dans ce cas,

la somme de Riemann s’écrit :

S(f,o,c) = bnaZf(a—i—ibna).

i=1

12.5 Primitives

o Définitions

. Soit f une application continue sur un intervalle I C R, a valeurs dans K.
On appelle primitive de f toute application F: I — K, de classe ¢!, telle que F’ = f.

« Soit f une application continue par morceauz sur un intervalle I C R, a valeurs dans K.

On appelle alors primitive de f une application F': I — K telle que :
— F est continue et de classe €' par morceaux sur I ;
— et F'(t) = f(t) en tout point ¢ de I ol f est continue.
o Si f € €#(1K), deux primitives quelconques de f différent d’une constante.

e Théoréme fondamental
I — K

Si fe€#(IK), etsiac I, Papplication Fy: N /I £ dt est une primitive de f.

C’est I'unique primitive de f qui s’annule en a.
e Conséquences

— Si f est continue par morceaux sur [a;b] et si F est une primitive de f, on a :

b

b b
/ f=F(@)— F(a) cequelon écrit : / f= [F(t)}a
— Si f est continue et de classe €' par morceauz sur [a;b], on a :

b
/ £ = £(b) - f(a).

(avec, ici, un abus de notation, f’ n’étant définie que sur [a;b] privé d’un nombre fini de points.)
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e Généralisation : intégrale fonction de ses bornes
Soit f une application continue de I dans K, et u, v deux applications de classe €' définies sur un intervalle
J, a valeurs dans 1.
J — K

Alors, la fonction F': v(z) est de classe € sur J et
T — f@e)dt

Vo e J, Fl(z) =v'(z)f[v(z)] — o (z)f[u(z)] .

12.6 Intégration par parties

Soient f et g des applications continues et de classe €' par morceaux sur I, & valeurs dans K. Alors :

b b
v(ab) € I / =[] - / I

12.7 Changement de variable

e Cas d’une fonction continue
Soit f € €°(I,K) et p € €*([a;b],R) telle que p([a;b]) C I. Alors :

»(b) b
dt = "(u). w) du.
/W) f()de /aw ). flp(w)

e Eaxtension aux fonctions continues par morceaux
Soit f € €.# (1K) et p € €1([a;b],R), strictement monotone, telle que ¢([a;b]) C I. Alors :

»(b) b
t)dt = "(u). w)|ldu .
/@@ £(0) /asa()f[sa( )

12.8 Formules de Taylor

e Formule de Taylor avec reste intégrale
Soit f: I — K, de classe €™ (n € N) sur I et de classe €™+ par morceaux sur I. Alors, pour tous a, b € I :

n —a k b _\n
10 =Y L @+ [ e ar,

e Inégalité de Taylor-Lagrange
Soit f: I — K, de classe €™ (n € N) sur I et de classe ™! par morceaux sur I. Alors, pour tous a, b € I :

oy - 30 G p | < Bl

= S (n41)!

[a;0]

Hf(n+1)

o0

e« Formule de Taylor-Young
Soit f: I — K, de classe €™ (n € N) sur I. Alors, pour tous a, x € T :

(z—a)*

f@) =" = fP(a) +o((z —a)") .

k!
k=0

v Parmi ces trois formules, celle avec reste intégrale est la plus précise. C'est donc celle a privilégier,
mais dans beaucoup de cas |'inégalité de Taylor-Lagrange, plus simple, peut suffire.

Quant a la formule de Taylor-Young, elle ne doit servir QUE pour les développements limités : c'est une
formule locale, alors que les deux premiéeres sont des formules globales.
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12.9 Primitives usuelles

Dans le tableau page suivante on rappelle quelques primitives de fonctions usuelles.
Les domaines de définition ne sont pas mentionnés.

Le réel a qui intervient est supposé non nul.

Fonction Primitive Fonction Primitive
(az +b)* (az + b)**! 1
7 sh(ax + b Zch b
(0% 1) aat1) (a2 +5) g chlaz +b)
1 1 1
—1In|ax 4 0] ch(az +b) —sh(az + b)
ar +b a a
1 1 T
ax+b — sazx+b 1 _‘
¢ a ¢ shz " b2
I | ! 2 Arctan(e®)
nzx zlhnx —x e rctan(e
in(ax + b) ! (ax +b) L th
sin(az ——cos(ax cothx
a sh? x
(ax+b) | =sin(az+0) . b
cos(ax — sin(ax —_— x
a ch?z
! 1 ‘t m‘ b In(ch z)
g n [tan 5 T n(chz
1 r 7 1
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On retiendra qu'une primitive de ———
72 —

1 1

22 —a? 2a

(

1 1
xr+a

Tr—a

5 (qui intervient fréquemment) se retrouve facilement en écrivant :

).
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Chapitre 13 - Intégration sur un intervalle quelconque

On considere dans ce chapitre des applications a valeurs dans K =R ou C.

13.1 Définitions

o Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a;b] avec —oo < a < b < 400, & valeurs dans
K.

On dit que l'intégrale généralisée (ou impropre) / f(t)dt converge si
a
x

lim ft)dt existe.

rz—b—

S’il en est ainsi, cette intégrale est notée :

/abf(t)dt ou /abf ou [a;b[f.

Dans le cas contraire on dit que l'intégrale généralisée fab f diverge.

e Intégrale faussement impropre
Soit f continue par morceaux sur [a;b[ avec a et b finis, & valeurs dans K.
Si f admet une limite finie en b~, alors l'intégrale f converge.
[a;b]
De plus, si 'on note f le prolongement de f par continuité en b, on a :

Jout = L7

v' Attention a ne pas utiliser ce résultat dans le cas ot b = +o0!

Une fonction définie sur un intervalle de la forme [a ; +00[ peut avoir une limite en +00 sans que son
intégrale converge. Il existe méme des fonctions dont I'intégrale converge et qui n'ont pas de limite en
+00.

Ainsi, contrairement aux séries, il n'y a aucun lien entre limite en +00 et existence de |'intégrale dans
le cas général.

e Soit f une fonction continue par morceaux sur [a;b[ avec —0co < a < b < +00, a valeurs dans K, et soit

¢ € |a;b[. L'intégrale généralisée / f(t) dt converge si et seulement si 'intégrale / f(t)dt converge et,

/fdt/fdt+/fdt

v" Ainsi, pour une fonction continue par morceaux sur [a; b, I'existence de I'intégrale est une notion
locale au voisinage de b.

dans ce cas :

o Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle ]a ;b] avec —o0o < a < b < 400, & valeurs dans
K.

b
On dit que l'intégrale généralisée / f(t) dt converge si
a
b

hm f (t)dt existe.

I—)ll

S’il en est ainsi, cette intégrale est notée :

/abf(t)dt ou /abf ow [ 1

Dans le cas contraire on dit que l'intégrale / f diverge.
a

e Soit f une application continue par morceaux sur un intervalle Ja;b[ avec —oco < a < b < 400 a valeurs
dans K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

c b
(i) il existe ¢ € |a; [ tel que les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt convergent,
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c b
(ii) pour tout ¢ € |a;b[, les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt convergent.

Si tel est le cas, la somme des deux intégrales généralisées / f&)dt + / f(t) dt ne dépend pas de ¢. On

/f t)dt ou /f ou ab[f,

et on dit alors que l'intégrale généralisée / f converge.

la note :

b c
On dira donc que 'intégrale / f diverge s’il existe ¢ € |a; b[ tel que l'une au moins des intégrales / f@e)de
a a

b
ou/ f(t)dt diverge.

13.2 Propriétés

Les propriétés qui suivent sont énoncées dans le cas d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle de
la forme [a;b] avec —o0 < a < b < 400. On obtient bien siir des résultats analogues pour les deux autres cas
d’intégrale généralisée.

o Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a;b[ & valeurs dans K et A, u deux scalaires.
b b

On suppose que les intégrales / f(t)de et / g(t) dt convergent.

a

a

b
Alors I'intégrale généralisée / (Af + pg) (t) dt converge et :

ll]; b b
/(Af+ug)(t)dt=>\/ f(t)dt+u/ g(t)dt.

En d’autres termes : le sous-ensemble de €. ([a ; b, K) formé des fonctions dont I'intégrale converge est un

sous-espace vectoriel de €. ([a; b[,K), et sur cet espace, 'application f +— / f est une forme linéaire.

v' Il résulte immédiatement de la proposition précédente que, si f a une intégrale divergente sur [a; b]
et g une intégrale convergente, alors |'intégrale de f + g sera divergente.

On ne peut cependant rien dire a priori de la somme de deux intégrales divergentes.
o Positivité
— Soit f une fonction continue par morceaux sur [a;b[, ¢ valeurs réelles.

b
Si f > 0sur [a;b] et si Vintégrale de f est convergente, alors / f(t)dt > 0.

— Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a;b[, & valeurs réelles.
b b
Si f(t) < g(t) pour tout t € [a; ][ et si les intégrales de f et de g convergent, alors / ft)dt < / g(t) dt.
a a

— Soit f une fonction continue sur [a;b], & valeurs réelles positives, telle que I'intégrale de f sur [a;b] est
convergente.

b
Alors:/ f®)dt=0 = f=0sur[a;d.

e Cas d’une fonction a valeurs dans C
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a;b[, & valeurs dans C.
Pour que l'intégrale de f sur [a; b[ soit convergente, il faut et il suffit que les intégrales de Re (f) et de Zm (f)

le soient, et, dans ce cas on a
b
/ £t dt = /Re dt+1/ T (F()) dt .
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13.3 Reégles de convergence pour les fonctions a valeurs positives

Les propriétés qui suivent sont énoncées dans le cas d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle de
la forme [a;b] avec —oco < a < b < +00. On obtient des résultats analogues pour une fonction continue par
morceaux sur un intervalle de la forme Ja;b] avec —o0o < a < b < 400.

v' Cependant, dans le cas d'une fonction définie sur un intervalle ouvert a; b, il faut faire deux études
séparées, I'une au voisinage de a et |'autre au voisinage de b.

o Soit f continue par morceaux sur [a;b[, avec —0o < a < b < 400, & valeurs réelles positives.
x
Soit Papplication F': = € [a;b] — / f®)de.
b ‘ b
Alors I'intégrale / f(t) dt converge si et seulement si F' est majorée et, dans ce cas, / f@®)dt = lim F(x).
a a

rz—b—
T

Dans le cas contraire, lim f®)dt = 4o00.
T—=0" Jq

o Soient f et g continues par morceaux sur [a;b|, avec —oco < a < b < 400, & valeurs réelles.
On suppose qu'’il existe ¢ € [a;b] tel que :

Vtee;b], 0< f(t) <gt).
b b
- Si/ g(t) dt converge, alors/ f(t) dt converge.

b b
- Si/ f(t) dt diverge, alors/ g(t) dt diverge.

o Soient f et g continues par morceaux sur [a;b[, avec —o0 < a < b < 400, & valeurs réelles; positives au
voisinage de b.

b b
- Sif = O(g) et si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.

b b
-Sif = o(g) et si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.

o Soient f et g continues par morceaux sur [a;b[, avec —oco < a < b < +00, & valeurs réelles.

On suppose g positive au voisinage de b. S’il existe une constante réelle k # 0 telle que f ~ kg, alors les
b

intégrales de f et g sur [a;b[ sont de méme nature.

13.4 Intégrales de référence

Pour pouvoir utiliser les critéres de comparaison précédents, il faut connaitre un certain nombre d’intégrales
de référence.

o Exponentielle et logarithme

1 1
. / Intdt converge (et / Intdt = —1).
0 0

—+o0 —+o0 1
. / e~ dt converge si et seulement si a > 0 (et dans ce cas / e " dt = —).
0 0 a

¢« Fonctions de Riemann

1
Il s’agit des fonctions t — o pour t > 0 et o € R.
—+o0
. / — converge si et seulement si o > 1.
1t
Lt , :
. p converge si et seulement si a < 1.
0
. Et plus généralement, si a et b sont des réels finis tels que a < b, alors :

b

dt

/ ——  converge si et seulement si v < 1.
a (t - a)a
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13.5 Changement de variable dans une intégrale généralisée

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle Joa; B[ & valeurs réelles ou complexes, et © une
bijection strictement monotone d’un intervalle Ja ; b[ sur Ja; B[, de classe € sur Ja;b] .

B b
Alors lintégrale / f est convergente si et seulement si I'intégrale / (f o )¢’ lest, et, dans ce cas :
« a

/jf(t) dt:/abfoso(U)sO’(U) du.

13.6 Intégration par parties

Soient f et g deux fonctions continues et de classe ¢! par morceaux sur un intervalle [a;b[. Si 1i111)a f#®)g(t)
t—b-

b b
existe , alors les intégrales / flg et / fg' sont de méme nature, et, lorsqu’elles convergent, on a :
a

ba b
/ f'(t)g(t)dt = lim f(t)g(t)*f(a)g(a)*/ f)g'(t)dt.

t—b—

b b
ce que 'on écrit encore / F(t)g(t)dt = [f(0)g(t)]" — / F(t)g () dt.

Ce théoréeme s’adapte sans difficulté au cas d’un intervalle de la forme ]a;b] (il faut alors que lim, f#®)g(t)
t—a
existe) ou au cas d’'un intervalle de la forme |a;b[ (et il faut alors que les deur limites lim f(t)g(t) et
t—b—
lim f(t)g(t) existent).
t—at

v' Pour appliquer ce théoreme il est indispensable de vérifier proprement I'existence de la limite. En cas
de doute, on reviendra a la formule sur un segment, et a la fin des calculs on fera un (ou des) passage(s)
a la limite (que I'on justifiera bien sir!).

13.7 Intégrales absolument convergentes

Lorsqu’une fonction n’est pas & valeurs réelles positives (ou de signe constant), les théorémes de comparaison
vus plus haut ne s’appliquent pas. On peut cependant s’y ramener dans certains cas grace a la définition et au
théoréme suivants.
e Définition
Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a ;b avec —0o < a < b < +00, & valeurs dans
K.

b b
On dit que l'intégrale / f(t) dt est absolument convergente si 'intégrale / |f(t)| dt est convergente.
a a

b
Lorsque 'intégrale / f(t) dt est absolument convergente, on dit aussi que f est intégrable sur [a;b].
a

On a bien siir une définition analogue dans le cas d’une fonction définie sur un intervalle de la forme |a ;]
ouJa;bl.
Dans la définition ci-dessus, |f(¢)| désigne la valeur absolue de f(¢) si f est & valeurs réelles, et son module
si f est a valeurs dans C.

e Théoréeme

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a;b] avec —00 < a < b < 400, & valeurs dans

K.
b
Si l'intégrale / f est absolument convergente, elle est convergente, et alors :

[ rwal< [roa.

v' La réciproque du théoreme précédent est fausse.

Il existe en effet des intégrales qui sont convergentes sans &tre absolument convergentes (une telle

L, ) ) +oo sint )
intégrale est dite semi-convergente). Exemple : —— dt est convergente mais pas absolument
0

convergente.
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e Le théoreme précédent permet d’utiliser certains critéres de comparaison méme lorsqu’on ne connait pas le
signe de la fonction; on a en particulier le résultat suivant.

Soient f et g continues par morceaux sur [a;b[, avec —oco < a < b < +00.
On suppose (seulement) g a valeurs réelles positives au voisinage de b.

b b
Sif = O(g) ousi f = o(g) et si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt est absolument convergente.

13.8 Suite de fonctions intégrables

Contrairement a 'intégration sur un segment (cf. [9.2]), méme la convergence uniforme d’une suite de fonctions
(fn)nen vers une fonction f ne suffit pas, lorsque I'intervalle I est quelconque, & assurer que :

Jdm [ = [ 1

Il nous faut un résultat plus puissant; c’est le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I, & valeurs dans K. On suppose
que :

— la suite de fonctions f, converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur [ ;

— il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur I, a valeurs réelles positives, et intégrable sur I, telle que :
Vn €N, |fu| < ¢ sur I (hypothése de domination).

Alors les f;,, sont intégrables sur I, f est intégrable sur I, et

Jr=m [

(Uexistence de cette limite est assurée par le théoréme).

13.9 Série de fonctions intégrables

Deux théoréemes sont disponibles pour calculer I'intégrale de la somme d’une série de fonctions, en plus de celui
déja vu en [9.7] dans le cas ot il y a convergence uniforme sur un segment.

e Théoréme d’intégration terme a terme
Soit (un )nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I, & valeurs dans C. On suppose
que :

- Vn €N, u, est intégrable sur [ ;

— la série de fonctions Y u,, converge simplement sur I, et sa fonction somme s est continue par morceaux
sur [;

— la série 3 [, |un| converge.
—+o0 —+o0

Alors s = Z Uy, est intégrable sur I, et /s = Z/un (cette série étant absolument convergente).
n=0 I n=0"1

e Application du théoréme de convergence dominée

Soit (un )nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I, a valeurs dans C. On notera,
n

pour n € N, s, = Z ugk. On suppose que :

k=0
+oo
— la série de fonctions Y u, converge simplement sur I, et sa fonction somme s = E Uy, est continue par
n=0

morceaux sur [ ;

— il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur I, a valeurs réelles positives, et intégrable sur I, telle
que : Vn €N, |s,| < ¢ sur I (hypothése de domination).

+oo
Alors toutes les fonctions u,, ainsi que s, sont intégrables sur I, et / s = Z / Uy (la convergence de cette
1 n=07

série étant assurée par le théoréme).
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13.10 Intégrales dépendant d’un parameétre

e Continuité
Soit f une fonction définie sur I x J, ou I et J sont des intervalles réels, a valeurs dans K = R ou C. On
suppose que :

- Vazel, t— f(x,t) est continue par morceaux sur J ;
-Vt € J, la fonction x — f(x,t) est continue sur I ;

— il existe une fonction ¢, continue par morceaux sur J, a valeurs dans Ry et intégrable sur J telle que :

V(xt) €I x J,|f(x,t)| < o(t) (hypothése de domination).

Alors la fonction g: = +— / f(z,t) dt est définie et continue sur I.

J
Remarque : le résultat de ce théoreme reste vrai si I’on suppose seulement que I’hypothése de domination
est vérifiée pour (z,t) € K x J, pour tout segment K inclus dans I.

v' La remarque précédente est trés importante, et simplifie souvent beaucoup la recherche d'une
fonction dominante.

e Dérivabilité
Soit f une fonction définie sur I x J, ou I et J sont des intervalles réels, a valeurs dans K = R ou C. On
suppose que :

-~ Vazel, t— f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur J;

-Vt € J, la fonction z — f(x,t) est dérivable sur I;

0
— pour tout x € I, la fonction ¢ +— a—f(z,t) est continue par morceaux sur J ;
x

3}
— pour tout t € J, la fonction z — a—f(x,t) est continue sur [ ;
x

— il existe une fonction ¢, continue par morceaux sur J, a valeurs dans Ry et intégrable sur J telle que :

0
—f(ac,t)‘ < (t) (hypothése de domination).

I
V(xt) el xJ, pe

Alors la fonction g: = +— / f(a,t)dt est de classe € sur I, et :
J

Voel, g’(m):/g(x,t)dt (formule de Leibniz).
g 0z

Remarque : le résultat de ce théoreme reste vrai si 'on suppose seulement que ’hypothese de domination
est vérifiée pour (z,t) € K x J, pour tout segment K inclus dans I.

v Si I'on vous demande de prouver que la fonction g est de classe €', appliquez directement ce dernier
théoreme sans passer par le premier!

¢ Généralisation

Le résultat suivant se démontre aisément par récurrence a partir du précédent.

Soit f une fonction définie sur I x J, ou I et J sont des intervalles réels, a valeurs dans K = R ou C. Soit
n € N*.
On suppose que :

0 o
- f, 6_f’ ey a—i existent, sont continues par rapport a x sur I et continues par morceaux par rapport a t
i3 x

sur J;

n—1
— Va €1, les fonctions t — f(x,t), t — %(z,t), T A gx"—{

— il existe une fonction ¢, continue par morceaux sur J, a valeurs dans R et intégrable sur J telle que :

orf
ox"

(x,t) sont intégrables sur J;

V(xt) e Ixd, ‘ (x,t)‘ < p(t) (hypothése de domination).

Chapitre 13 - Intégration sur un intervalle quelconque 80



Alors la fonction g: x — / f(x,t) dt est de classe €™ sur I, et :
J

ok f

Vike[l;n],Veel, g¥(z)= o (z,t)dt.
Jax

Remarque : le résultat de ce théoreme reste vrai si I’on suppose seulement que I’hypothése de domination
est vérifiée pour (z,t) € K x J, pour tout segment K de I.

v Si I'on vous demande de montrer que g est de classe € voire €°, il faut utiliser directement ce
dernier théoreme.
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Chapitre 14 - Espaces probabilisés

Avant d’aborder les probabilités, il nous a paru indispensable de faire quelques rappels de 1*® année concernant
les dénombrements et les coefficients binomiaux.

Nous mentionnons aussi quelques résultats sur les séries doubles, qui sont admis et qui sont indispensables pour
tous les calculs de probabilités dans des espaces dénombrables.

14.1 Dénombrement

o p-listes
Soient n et p deux entiers strictement positifs et F un ensemble & n éléments.
Une p-liste d’éléments de E est un p-uplet (z1,...,z,) d’éléments de E.

v' Dans une p-liste, les éléments ne sont pas nécessairement distincts, mais le rang des éléments dans
la p-liste est important.

Le nombre de p-listes d’un ensemble E a n éléments est Card(EP) = n?.

o p-listes d’éléments distincts de F, ou arrangements
Soient n et p deux entiers tels que 0 < p < n et £ un ensemble & n éléments.
Une p-liste d’éléments distincts de E ou p-arrangement est une p-liste (x1, ... ,x,) d’éléments de E telle que
x; # xj pour i # j.
v Dans un p-arrangement, les éléments sont tous distincts, et le rang des éléments dans la liste est
important.

Si Card E' = n, le nombre de p-listes d’éléments distincts de E est le nombre noté AP égal a :

n!

Ap:n(n—1)~~~(n—p+1):m~

n

o Permutations
Une permutation d’un ensemble E de cardinal n est une n-liste d’éléments distincts de E.
Le nombre de permutations d’un ensemble E de cardinal n est : A}, = nl.

o Parties d’un ensemble
Soit E un ensemble de cardinal n (n € N) et P(E) I'ensemble des parties de E. Alors : Card P(E) = 2.

e Parties de FE a p éléments, combinaisons
Soit p € N. On appelle combinaison a p éléments d’un ensemble E toute partie de E contenant p éléments.

v Dans une combinaison, les éléments sont tous distincts et leur rang est sans importance.

n
Si Card E = n, le nombre de combinaisons & p éléments de E (p < n) se note ( ) et lon a :
p

(0) = 3 = 5y

On posera <8> =1.

Sin € Net p € Z sont tels que p < 0 ou p > n, on posera (n):
p

o Propriétés des coeflicients binomiaux

n n n n n(n—1)
n n
2. P Z = .
ourn € Net ke ’(k:) (nk)

3. Formule sans nom : )
n n —
keZ, k = .
VneN,VkeZ, <k> n<k_1)

(e G
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4. Formule de Pascal :

VneN,VkeZ, (Z)




5. Généralisation de la formule de Pascal :
" [k n+1
our 0 < p<n, = .
P P ,; (p) <p + 1)

6. Formule de Vandermonde :

n 2
2

7. Cas particulier : E (n) = ( n) .
i n

=0

8. Formule du bindéme :

« Applications de F, dans F,

Soient p et n deux entiers strictement positifs, £, un ensemble de cardinal p dont les éléments sont notés
(e1,...,ep) et F,, un ensemble de cardinal n.

Soit A(Ejp,F,,) 'ensemble des applications de E, dans F,.

A tout élément f de A(E,,F,), on peut faire correspondre la p-liste d’éléments de F;, : (f(e1),f(e2),...,f(ep)).
Réciproquement, a toute p-liste (y1,...,y,) d’éléments de F,, correspond une et une seule application de E,
dans F;, définie par : f(e;) = y; pour tout i.

On en déduit les résultats suivants.

— Le nombre d’applications de E, dans F;, est égal a : nP.

— Le nombre d’injections de E, dans F,, (n > p) est égal a : AP.

— Le nombre de bijections de E,, dans F,, (n = p) est égal & : A" =nl.

14.2 Ensembles dénombrables

e Deux ensembles E et F' sont dits équipotents s’il existe une bijection de E sur F. C’est une relation
d’équivalence.
Dans le cas ou F et F sont finis, ils sont équipotents si et seulement si ils ont méme cardinal.

e Un ensemble est dit dénombrable s’il est équipotent a N.
FE est dénombrable si et seulement si on peut le décrire sous la forme

E={x,, neN}.

Toute partie infinie d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

e Un ensemble F est dit au plus dénombrable s’il est équipotent a une partie de N. Cela équivaut a dire qu’il
est soit fini, soit dénombrable.

FE est au plus dénombrable si et seulement si on peut le décrire sous la forme
E={x;,i€I} ou I estune partie de N.

o Ensembles usuels
. Z est dénombrable.
. N x N est dénombrable.
. Plus généralement, si E et F' sont dénombrables, leur produit £ x F' I’est aussi.
. Q est dénombrable.
. Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est un ensemble dénombrable.
. L’ensemble P(N) des parties de N n’est pas dénombrable.
. L’ensemble {0,1}" des suites & valeurs dans {0,1} n’est pas dénombrable.

. R n’est pas dénombrable.
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14.3 Séries doubles

+ On consideére ici une suite double (uy, 4)p,q)en2 de nombres complexes.
Le théoréme suivant est tres utilisé dans les calculs de probabilités; il s’agit du théoréme de Fubini.

On suppose que :
— pour tout ¢ fixé dans N, la série E Up,q est absolument convergente;
peEN
—+o0
— la série de terme général S, = E |tp,q| est convergente.
p=0
Dans ces conditions :
— pour tout p fixé dans N, la série g Up,q est absolument convergente;
geN
+oo

- L ;o .
— la série de terme général S}, = E |tp,q| est convergente;
q=0
— on a les égalités :

:isg > (Z |up,q|) - fs -y (Z |up,q|)

p=0 q=0

o S (En) -2 (Sun)

p=0 q=0

Si ces condition sont vérifiées, la somme ci-dessus est simplement notée E Up,q, €t on dit que la famille

p,qeN
(Up,q)(p,q)en2 est sommable.

e Un cas particulier important et fréquent d’application du théoréeme de Fubini est le suivant.

Soient (an)nen et (bn)nen deux suites de nombres complexes.

+oo +oo
Pour que la famille double (a,b,)(p,q)enz soit sommable il faut et il suffit que les séries Z ap et Z by soient
p=0 q=0

absolument convergentes, et on a alors :

o (§) )

p,qEN

14.4 Espace probabilisable

o Soient 2 un ensemble appelé univers et A une partie de P(2), c’est-a-dire un ensemble de parties de .
On dit que A est une tribu ou une o-algebre de parties de €2 si :

-QeA;
—si A€ Aalors A € A (A désigne le complémentaire de A dans ) ;
— pour toute partie I de N, et toute famille (A4;);c; d’éléments de A, U A; e A

il
Les éléments de A sont appelés des événements, et le couple (2,,4) s’appelle un espace probabilisable.
e Propriétés
Soient €2 un ensemble et A une tribu de partie de €.
-0e A
— Si A et B sont deux événements de A, alors AU B, AN B et A\ B sont dans A.

— Si I est une partie de N et si pour tout ¢ € I, A; € A alors ﬂ A; e A
iel
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e Un peu de vocabulaire

Terminologie probabiliste Terminologie ensembliste
évenement certain Q

événement impossible 0

éveénement élémentaire w singleton {w}

événement contraire de A : A complémentaire de A dans 2
évenement A ou B AUB

évenement A et B ANB

les événements A et B sont incompatibles || AN B = ()

A implique B ACB

systéme complet d’événements partition

14.5 Espace probabilisé

 Soit (£2,,4) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (2,.4) toute application P de A dans [0;1]
vérifiant :

(i) P(2) =1;

(ii) si (Ap)nen est une suite d’événements deux a deux incompatibles alors :

+oo “+o0
P <U An) => P(A,)  (o-additivité)
n=0 n=0

(cette écriture sous-entend que la série converge).
Le triplet (Q2,.4,P) est alors appelé espace probabilisé.
e« Germe de probabilité

Soit © un ensemble au plus dénombrable, et {p,, | w € Q} une famille de réels positifs telle que Z Py =1
we
Alors il existe une unique probabilité P sur (2,P(9)) telle que :

Vw e Q P({w}) = p..
Cette probabilité est alors définie par :

VAePQ), P(A) = p..
weA

v' Ce théoréeme permet donc de généraliser au cas ou (2 est dénombrable ce que vous avez vu en
1" année dans le cas fini : pour définir une probabilité, il suffit de la définir pour les évenements
élémentaires, sous réserve bien siir que toutes ces probabilités soient des réels positifs et que leur
somme soit une série convergente de somme 1.

e Propriétés
Soit (2,.4,P) un espace probabilisé et soient A et B deux événements.
- P(0)=0.
- P(A)=1-P(A).
— Si A et B sont incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B).
— Plus généralement : P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
- P(A\B)=P(A)— P(ANn B).
— Si A C B alors P(A) < P(B) (croissance).
— Si (A4;)ier (I partie de N) est un systéme complet d’événements, Z P(A;) =1.
iel

o Soit (2,,4,P) un espace probabilisé.
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— Si (A, )nen est une suite croissante d’événements de A (A,, C A, 1) alors la suite (P(An))
et :

nen converge

P (U An> = nEIJIrloo P(A,) (continuité croissante).

— Si (Ap)nen est une suite décroissante d’événements de A (A, +1 C A,,) alors la suite (P(An))
et :

nen converge

P (ﬂ An> = nEIJIrloo P(A,) (continuité décroissante).

o Si (Ap)nen est une suite d’événements de A alors :

k=0 k=0
+oo

P(Na) = (1))
k=0 k=0

o Si (Apn)nen est une suite d’événements de A alors :

— Pour tout n € N, P (U Ak> < Z P(A,) (sous-additivité finie).
k=0

- P (U Ak> < Z P(A,) (sous-additivité), cette derniére somme pouvant étre +oo.

o Un évenement A € A est dit quasi-impossible si P(A) = 0 et quasi-certain si P(A) = 1.

Un systéme quasi-complet d’événements est une famille (A;);c; (I C N) d’éléments de A, non vides, deux

a deux incompatibles, telle que P <U AZ-) =

i€l

14.6 Probabilité conditionnelle

o Soit (2,,4,P) un espace probabilisé et B un événement de probabilité non nulle.
P(ANB)
P(B)
Alors Pp est une probabilité sur (£2,.4) appelée probabilité conditionnelle relative & B ou encore probabilité
sachant B. Pg(A) est aussi noté P (A | B).

Pour tout événement A, on pose Pg(A) =

P(ANB)
P(4)

P(A) x P(B| A) = P(B) x P(A|B).

Si P(A) # 0, on peut aussi écrire P (B | A) = et donc :

Comme Ppg est une probabilité, toutes les propriétés vues en [14.5] peuvent lui étre appliquées (par exemple :

P(A|B)=1-P(A|B)).
o Formule des probabilités composées
Directement d’apres la définition, on a pour A, B € A :

P(ANnB)=P(B)P(A|B) .
Plus généralement, si (A4;)1<i<n est une famille d’événements tels que P(A1 N AzN---NA,—1) #0,0n a:

P <ﬂ Az) P(A1)Pa,(A2)Payna,(As) ... Paynasnena, o (An)

i=1

ce qui s’écrit aussi :

< ) P(A1)P (A3 A1) P (A3|A1 N Ag) ... P(An]A1 N Az NN Anly).

Chapitre 14 - Espaces probabilisés 86



e Formule des probabilités totales
Soit (A;)ier un systéme quasi-complet d’événements de probabilités non nulles. Alors pour tout événement

Bona:
P(B)=> P(A4,NB)=> P(B|A;)P(A)
icl il
(lorsque I est infini dénombrable, cela sous-entend que la série écrite converge).
On peut interpréter cette formule en disant que B est un effet provenant de différentes causes A;.

Un cas particulier important de la formule des probabilités totales est celui ou I'on prend comme systéme
complet d’événements un systeme de la forme {A,A}. La formule s’écrit alors :

P(B)=P(B|A)P(A)+ P (B|A)P(A).
e Formule de Bayes

On a vu que, si A et B sont deux événements de probabilités non nulles, on a :

P(A) x P(B| A)

P(A|B) = =25 ()

Si maintenant on considére un systéme complet ou quasi-complet d’événements (4;);c; (avec toujours I
partie de N), et si A est 'un de ces évenements, soit A = A; pour un j € I, la formule des probabilités
totales appliquée a ’évenement B donne la formule de Bayes.

Soient (A;);c; un systéme quasi-complet d’événements de probabilités non nulles et B un événement
de probabilité non nulle. On a :

__PA)P(BA4))
> P(A)P (B | A)

icl

P(4;|B)

Cette formule s’appelle aussi formule de probabilités des causes.

v Cette formule est affreuse ! Il vaut mieux retenir la formule (%), beaucoup plus simple et qui est une
conséquence directe de la définition d'une probabilité conditionnelle, puis obtenir la valeur de P(B)
par la formule des probabilités totales.

14.7 Indépendance d’événements

o Soit (2,,4,P) un espace probabilisé. On dit que deux événements A et B sont indépendants pour la
probabilité P si :
P(ANB)=P(A) x P(B).

On a donc alors P (B | A) = P(B) et P(A| B) = P(A).

Si A et B sont deux événements indépendants alors A et B, A et B et A et B le sont aussi.
v Ne pas confondre « événements indépendants » et « événements incompatibles » | D'ailleurs, il est
facile de vérifier que deux événements incompatibles sont indépendants si et seulement si I'un d’entre
eux est quasi-impossible.
De plus, la notion d'indépendance dépend de la probabilité P alors que la notion d'incompatibilité est
purement ensembliste.

o Soient (A;)ier une famille d’événements (avec I C N, fini ou non).

. On dit que les événements sont deux & deux indépendants pour la probabilité P si pour tout ¢ # j A; et
A; sont indépendants.

. On dit que les événements sont mutuellement indépendants (ou tout simplement indépendants) pour la

probabilité P si pour tout ensemble fini d’indices J C I, P ﬂAj = HP(Aj)'
jed jed
v Il est clair que si des évenements sont mutuellement indépendants, ils le sont deux a deux, mais
la réciproque est fausse.
o Soient (4;);er une famille d’événements indépendants (avec I C N, fini ou non).
Soit (B;);cs une famille d’événements telle que :

V’LEI,BZ:AAZ ou Bz:Az

Alors les B; sont indépendants.
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Chapitre 15 - Variables aléatoires discretes

15.1 Variables aléatoires discrétes

o Définitions
. Soit (2,.4), un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (£2,.4) & valeurs dans
un ensemble E toute application X de €2 dans F telle que :
— son image X (£2) est au plus dénombrable (on écrira donc X (Q) = {x;, i € I} avec I C N);
— pour tout x € X(Q), I'ensemble X 1({z}) = {w € Q| X(w) = 2} appartient & A (c’est-a-dire est un
événement).
Cet ensemble se note, en abrégé : (X = ).
On a alors, plus généralement, le résultat suivant :
pour toute partie A C E, 'ensemble X ~}(A) = {w € Q| X(w) € A} est un événement de A, que 'on note
en abrégé : (X € A).
. Si X(€) est un ensemble fini, on dit que X est une variable aléatoire finie.
. Si X(€) est une partie de R, on dit que X est une variable aléatoire réelle.

. Si X est constante, on dit que c’est une variable aléatoire certaine.

¢ Fonction d’une variable aléatoire

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (£2,.4,P) & valeurs dans un ensemble E et
f une fonction définie sur X (2) & valeurs dans un ensemble F.

Alors f o X est une variable aléatoire discréte sur (€2,.4,P) (on la notera simplement f(X)).
¢ Loi d’une variable aléatoire
Soit (Q,4,P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire discréte & valeurs dans un ensemble F.
X(Q) — R
L’application f:{ ( x) s P(X =2)

v Pour répondre a la question « déterminer la loi de X », il faut commencer par donner clairement
X (Q). Ensuite, pour chaque élément x; de cet ensemble X (Q) il faut donner P(X = x;).

s’appelle la loi de probabilité de X.

Le résultat suivant est extrémement important et permet en particulier de vérifier la cohérence des résultats
obtenus.
Soit X une variable aléatoire discréte. Si X (Q2) = {z;, ¢ € I'} alors la famille d’événements (X = x;);ecs est
un systéme complet d’événements. En particulier on a Z P(X=uz;)=1.

iel
De plus, puisque (X = z;);er est un systéme complet d’événements, on peut appliquer la formule des
probabilités totales pour n’importe quel événement A :

PA) =Y PAN(X =z;)) =Y P(A| X =x;) P(X = ;).
il iel
e Germe d’une variable aléatoire
Soit (£2,,4) un espace probabilisable, {z;, ¢ € I'} un ensemble au plus dénombrable, et (p;);c; une famille de
réels positifs telle que Zpi =1.
iel
Alors il existe une probabilité P sur (€2,.4) et une variable aléatoire discréte X sur (Q,.4,P), a valeurs dans
{x;, i € T}, telles que :
Viel, P(X:%):Pz
v’ L'intérét de ce résultat est qu'il permet d'étudier une variable aléatoire définie par sa loi, sans avoir
a préciser |'espace probabilisé sur lequel on travaille.
e Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

Soit X une variable aléatoire discréte réelle. On appelle fonction de répartition de X 'application F': R — R
définie par :

Propriétés

— F est une fonction en escalier;

Chapitre 15 - Variables aléatoires discretes 88



Vz eR, F(z) € [0;1];
— F est croissante;

- lim F(z)=0cet zEIil@F(x):l;

T—r—00
— F est continue a droite en tout point;
— si a et b sont des réels tels que a < b, P(a < X <b) = F(b) — F(a);
— en notant X () = {ay, ¢ € I}, les x; étant rangés par ordre croissant, pour tout ¢ € [ tel que i —1 € [

(on a donc x;—1 < x;), on a :

15.2 Lois discrétes finies usuelles

¢ Loi uniforme

On dit qu’une variable aléatoire sur un espace probabilisé (€2,.4,P) suit la loi uniforme sur [1;n], et Pon
note X < U([[1;n]) si:
1
() X(@)=[1;n] (i) Vo e X(©), P(X =2) = =
n
Situation : tirage au hasard d’un entier parmi [1;n] (ou une boule dans une urne...), tous les tirages étant
équiprobables.
e Loi de Bernoulli

Soit p € [0;1]. On dit qu’une variable aléatoire sur un espace probabilisé (£2,.4,P) suit la loi de Bernoulli
de parameétre p, et I'on note X — B(p) si :

(1) X(Q)={01} () P(X=1)=p et P(X=0)=1—p.

Les cas p = 0 et p = 1 n’étant pas intéressants, on considére en général p € ]0;1[.
Situation : expérience de type succes-échec (pile ou face, tirage d’une boule noire ou blanche...).
e Loi binomiale

Soit n un entier non nul et p un réel dans [0;1]. On dit qu’une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(Q,A,P) suit la loi binomiale de parametres n et p, et 'on note X — B(n,p) si :

n

O X(@) = 0] ) Vi€ s, PEC= 1) = ()1

k
Situation : expérience de type succes-échec que 1’on effectue n fois dans les mémes conditions; X désigne
le nombre de fois ou Pexpérience a amené un succes (lancers de piéces, tirage avec remise de boules dans
une urne...).

On note traditionnellement ¢ = 1 — p de sorte que P(X = k) = (n)pkq”_k.

15.3 Lois discrétes infinies usuelles

e Loi géométrique
Soit p € ]0;1[. On dit qu’une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2,.4,P) suit la loi géométrique
de parameétre p, et 'on note X < G(p) si :
(i) X(Q)) = N* (i) Vn e N, P(X =n) = (1—p)" 'p.

—+oo
11 est facile de vérifier que Z P(X =n) est bien égal a 1 (série géométrique).

n=1
Situation : expérience de type succes-échec que l'on répete dans des conditions identiques; X désigne le
nombre d’épreuves effectuées jusqu’a ce que 'on obtienne un succés pour la premieére fois.

Une propriété importante de la loi géométrique est d’étre sans mémoire. En effet, les épreuves étant
indépendantes, la loi de probabilité du nombre d’épreuves a répéter jusqu’a l'obtention d’un premier succes
est la méme quel que soit le nombre d’échecs obtenus auparavant.

Mathématiquement, cela se traduit par :

V(n,m) eN>, P(X =n+m| X >m)=PX =n),
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+oo
ou, puisque P(X > n) = Z P(X =k) par :
k=n+1

V(n,m) e N2, P(X >n+m|X >m)=P(X >n).

La loi géométrique est la seule loi de probabilité discrete qui possede cette propriété.

v' Pour une loi géométrique, I'événement (X > n) lorsque n € N* représente le fait de n'avoir que
des échecs lors des n premiéres épreuves; on a donc P(X > n) = (1 — p)™ (et cela reste vrai pour

n=0).
+oo
Il est facile de vérifier que I'on a bien : (1 — p)™ = Z P(X =k).
k=n+1

e Loi de Poisson
Soit A un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2,4, P) suit
la loi de Poisson de parameétre A, et 'on note X < P(A) si:

e~ M\

n!

(i) X(2)) =N (i) Vn €N, P(X =n) =

Situation : la loi de Poisson sert & estimer le nombre de réalisations d’un événement dans un intervalle
de temps donné (arrivée de clients au guichet d’une banque en une heure, arrivée de malades aux urgences
d’un hépital en une nuit...). Le parameétre A correspond au nombre moyen d’événements survenus.

Ce n’est bien siir qu'une approximation, qui est justifiée par le résultat suivant.

e Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

Si (X,) est une suite de variables aléatoires telle que X, suit une loi binomiale B(n,p,) avec

11111 np, = XA > 0, alors la suite (X,,) converge simplement vers une variable aléatoire X qui suit
n—-+oo

une loi de Poisson de parametre A :

-\ k
VkeN, lim P(X,=k) = lim (Z)p’;a_pn)n—k:e A p(x = k).

n—-+o0o n—-+oo k'

15.4 Couples de variables aléatoires discréetes

e Loi d’un couple de variables aléatoires

Soit (£2,.4,P), un espace probabilisé et E un ensemble. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur
(Q,A), a valeurs dans E.

. On appelle loi conjointe du couple de variables aléatoires discrétes (X,Y) la donnée de ’ensemble des
couples ((;,y;),pi,;) ou

X(Q) ={z;,1€I},Y(Q) ={y;,j€J} (I, J parties de N)
et pij =P((X)Y) = (z3,y;)) =P (X =2, NY =y;) .

. Les lois de X et Y s’appellent alors les lois marginales du couple (X,Y).
. Pour tout indice j € J tel que P(Y = y,) soit non nul, on appelle loi conditionnelle de X sachant (Y = y;)
lapplication de X (€2) dans [0;1] définie par la relation :
P(Y =y;)

T; —— P(yzyj)(X = .Z‘l) = P(X =x; | Y = yj) =

. Pour tout indice ¢ € I tel que P(X = z;) soit non nul, on appelle loi conditionnelle de Y sachant (X = z;)
Papplication de Y (€2) dans [0;1] définie par la relation :

P(X:,Iiﬂyzyj)

Yj — Px=an(Y =y;) = P(Y =y; [ X = 2) = PX = 21)

o Lien entre lois conjointes et lois marginales
Il est important de bien savoir jongler entre loi du couple, loi marginale et loi conditionnelle. Il s’agit en
fait uniquement d’appliquer la définition des probabilités conditionnelles ou alors d’appliquer la formule des
probabilités totales. On a donc les relations suivantes.
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. Lois marginales a partir de la loi du couple :

:xz):ZP(X:ziﬁY:yj)

jeJ

)= P(X=znY =y,)

iel
. Lois marginales a partir des lois conditionnelles :

=3 P(Y = yj)Ply—y,)(X = x:)
jed

Y =y;) = > P(X = 2:)Pix=s)(Y = y;)

iel
» Loi du couple a partir des lois conditionnelles :
P(X =2;0Y =y;) = P(X = 2:)Pix=a)(Y = )
P(X =x2;nY =y;) = P(Y = y;) Pry—y, (X = ;)
o Indépendance de variables aléatoires

. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé (Q2,.4,P).
On dit que les variables X et Y sont indépendantes si :

Cela équivaut a dire que la loi conjointe est le produit des lois marginales.
. X et Y sont indépendantes si et seulement si :

VACX(Q),VBCY(Q),P((XcAN(Y eB))=P(XecA) xPY €B).

. Soient X1, ...,X, n variables aléatoires discretes. On dit que les variables X1, ..., X,, sont mutuellement
indépendantes (ou tout simplement indépendantes) lorsque pour tout (z1,...,z,) € X1(Q) x--- X X,,(Q) :

P(Xy=z1)N-N(Xp=2,) =P(X1 =21) X - X P(X;, = 2) .

e Fonction de deux variables aléatoires indépendantes

. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2,.4,P), indépendantes. Soient
f et g deux applications définies sur X (Q2) et Y (Q2) respectivement.

Alors les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Le résultat du théoreme précédent s’étend a plus de deux variables aléatoires.

. Soient X1,...,X, n variables aléatoires discrétes mutuellement indépendantes et soit p € [2;n — 1]. Alors
toute variable aléatoire fonction des variables Xi,...,X, est indépendante de toute variable aléatoire
fonction des variables X, 11,...,X5.

¢ Loi d’une fonction de deux variables aléatoires

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes et g une fonction quelconque définie sur X (Q) x Y(2). Alors
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire discrete.

e Somme de variables aléatoires

. Soient (2,,4,P), un espace probabilisé et (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur €2, & valeurs
dans R. Notons X (Q) = {z;, i € I'} et Y(Q) = {y;, j € J} ou I, J sont deux parties de N.

Soit Z = X + Y. On sait déja que Z est une variable aléatoire réelle discréte. Pour tout z € Z(),
I'événement (Z = z) est la réunion disjointe et au plus dénombrable des évenements (X = z; N'Y = y;)
pour tous les couples (4,j) € I x J tels que z; + y; = z. On aura donc :

P(Z=2z)= > PX=mnY=y).
(i,5) tq zity;=z

Dans le cas ou les variables X et Y sont indépendantes on aura donc aussi :

P(Z=2z)= > P(X =z)(Y =v;).

(4,5) tq zi+yj=2
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. Si Xy,...,X,, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi de Bernoulli de
parameétre p, la variable aléatoire X = X7 + Xo + -+ + X, suit la loi binomiale B(n,p).

. Si Xy,..., X, sont k variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant les lois binomiales de
parameétres respectifs (nq,p),...,(ng,p) alors la variable aléatoire X + - -+ + X}, suit la loi binomiale de

k
parameétre (Z n;,p |.
i=1

. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de parametres respectifs
A et palors X 4+ Y suit la loi de Poisson de parametre A + p.

15.5 Espérance d’une variable aléatoire discréte

Les variables aléatoires considérées dans ce paragraphe sont a valeurs réelles.
e Définition
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (2,.4,P) .

— Si X(£2) est fini et si (z4,pi)1<i<n est la loi de X, alors Pespérance de X est :
E(X):: E: ZH$¢=:§:JHP(X:=$”.
1<ign i=1

— Si X(Q) est infini et si (z,,,pn)nen est la loi de X, alors on dira que X admet une espérance si la série de
terme général p,x, est absolument convergente. Dans ce cas I'espérance de X est :

+oo +o0
EX)= anxn = anP(X =,).
n=0 n=0

Remarques

— Une variable aléatoire discréte finie a toujours une espérance ce qui n’est pas le cas pour une variable
aléatoire discrete infinie.

— L’absolue convergence est nécessaire car l'ordre dans lequel les termes sont additionnés ne doit pas
intervenir (en effet, lors d’une expérience aléatoire, les résultats peuvent apparaitre dans n’importe quel
ordre), et cette condition est liée a I’absolue convergence de la série.

e Cas d’une variable aléatoire a valeurs entiéres
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2,.4,P), & valeurs dans N.
X admet une espérance si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge, et dans ce cas :

E(X):JioP(X>k):+§P(X>k).
k=1 k=0

e Positivité de ’espérance
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (2,,4,P). Si X > 0 (c’est-a-dire si
X (w) = 0 pour tout w € ) et si son espérance existe, alors F(X) > 0.
De plus, si X > 0 et si E(X) =0, alors P(X =0) =1 (on dit que X est quasi certaine).

e Théoréme de transfert
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q,.4,P), & valeurs dans un ensemble E.
Notons X (Q) = {x,, n € N}.
Soit f une application de X (2) dans R. La variable aléatoire réelle f(X) admet une espérance si et seulement

si la série Z f(z,)P(X = x,) est absolument convergente, et dans ce cas :
neN

E(f(X)) =Y fl@n)P(X = ).

neN

L’intérét de ce théoréme est de pouvoir calculer 'espérance de f(X) sans avoir besoin de calculer sa loi,
seulement en connaissant la loi de X.
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e Linéarité de I’espérance
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (Q2,.4,P), et soit A € R.
Si les espérances de X et de Y existent, alors 'espérance de AX + Y existe et

EOX +Y) = AE(X) + E(Y).

Soit X une variable aléatoire discréte dont Pespérance existe. Puisque E(1) = 1 il résulte du théoréme
précédent que la variable aléatoire X — F(X) est d’espérance nulle. On Pappelle variable aléatoire centrée
associée a X.

e Croissance de ’espérance
. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (£2,.4,P), dont 'espérance
existe.
Si X <Y sur Q, alors E(X) < E(Y).
. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (Q2,.4,P).
On suppose que lespérance de Y existe, et que |X| <Y sur Q.

Alors 'espérance de X existe.
Cas particulier : si X est une variable aléatoire discréte bornée, son espérance existe.

e Produit de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (£2,.4,P), dont espérance
existe.

Si X et Y sont indépendantes, la variable aléatoire Z = XY posséde une espérance finie et ’on a :
E(XY)=EX)E(Y).

o Inégalité de Markov
Soit X une variable aléatoire discrete réelle positive, dont ’espérance existe.

Alors, pour tout réel a > 0 :
E(X)
a

P(X >a) <

15.6 Moments d’une variable aléatoire réelle discréte

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle discréte et soit » > 1 un entier.

— Si X(Q) est fini et si (z4,p:)1<i<n est la loi de X, alors le moment d’ordre r de X est :
mp(X) = BE(X") = p] .
i=1

— Si X () est infini et si (2,,pn)nen est la loi de X, alors on dira que X admet un moment d’ordre r si la série
de terme général p,x;, est absolument convergente. Dans ce cas le moment d’ordre r de X est :

+oo +oo
my(X)=FEX") = anac:; = ZxZP(X =1x,).
n=0 n=0

Théoréme
Si X admet un moment d’ordre r > 2, elle admet des moments d’ordre s pour tout s € [1;7].

15.7 Variance

o Soit X une variable aléatoire réelle dont le moment d’ordre 2, c’est-a-dire E(X?), existe.

— La variable aléatoire X — E(X) admet aussi un moment d’ordre 2, appelé variance de X. Ainsi :
V(X)=E ((X - E(X))2) .

— On a la relation :
V(X) = E(X?) — E(X)?> (formule de Kenig-Huygens).

On appelle alors écart-type de X le réel o(X) = /V(X).
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o Soit X une variable aléatoire réelle dont la variance V(X)) existe.
Si a et b sont deux réels, la variable aX + b admet aussi une variance et :

V(aX +b) = a*V(X).

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X une variable aléatoire réelle discrete admettant un moment d’ordre 2. Alors, pour tout réel € > 0 :

P(X —E(X)| 2¢) <
Cette inégalité montre que la variance permet de mesurer la dispersion de la variable X autour de sa
moyenne.
Conséquence
Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre 2. Notons m = E(X).

Si V(X) =0alors P(X =m) =1 (X est quasi certaine).

15.8 Moments des lois usuelles

¢ Loi uniforme

Soit X < U([[1;n]. Alors :

B(X) = ot V(X)=

¢ Loi binomiale

Soit X < B(n,p). Alors :
EX)=np et V(X)=npq.

o Loi géométrique

Soit X < G(p). Alors :
et V(X)=—=-

e Loi de Poisson

Soit X < P(A). Alors :
EX)=X e V(X)=\.

15.9 Covariance

o Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes sur un espace probabilisé (2,.4,P), ayant chacune
un moment d’ordre 2.

Alors 'espérance de XY existe et
E(XY)? < E(X?)E(Y?) (inégalité de Cauchy-Schwarz).

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2, alors la variable aléatoire
X +Y admet aussi un moment d’ordre 2.
Si X et YV sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d’ordre 2, on appelle
covariance de X et Y le réel :

cov (X)Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
(existence est assurée par les propriétés précédentes).
Un calcul simple montre que l'on a aussi : cov (X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
On a alors la relation :

V(X4+Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X)Y).
Propriétés
Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé.
— L’ensemble V(Q,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur 2 est un sous-espace vectoriel de A(2,R).

— L’ensemble V!(Q,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur {2 admettant une espérance est un sous-
espace vectoriel de V(Q,R).
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— L’ensemble V?(2,R) des variables aléatoires réelles discrétes sur 2 admettant un moment d’ordre 2 est
un sous-espace vectoriel de V1(Q,R) .

— L’application (X,Y) — cov (X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive (mais non définie) sur
I'espace vectoriel V2(Q,R), et pour tout X € V2(Q,R), cov (X,X) = V(X).

— Si X et Y appartiennent & V2(2,R), on a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
lcov (X,Y)| < o(X)a(Y).

e Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles admettant chacune un moment d’ordre 2 et indépendantes,
alors leur covariance est nulle.

11 en résulte que 'on a alors V(X +Y) = V(X)+ V(Y).

v’ La réciproque de cette propriété est fausse : deux variables aléatoires peuvent avoir une covariance
nulle sans étre indépendantes.

e Généralisation
Si Xi,...,X,, sont n variables aléatoires réelles possédant toutes un moment d’ordre 2, en utilisant la
bilinéarité de la covariance on obtient :
V(X1 4+ X)) = V(X)) 4+ V(X)) +2 Y cov (X, X).
1<i<j<n
Il en résulte que si Xi,...,X, sont n variables aléatoires réelles possédant toutes un moment d’ordre 2 et

indépendantes deux & deux :

V(X144 Xn) =D V(X))

e Soient X et Y deux variables aléatoires réelles dont la variance existe et est non nulle. On appelle coefficient
de corrélation linéaire de X et Y le nombre réel :

cov (X,Y)
XY)=———~.
Propriétés

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles dont la variance existe et est non nulle.
— [p(X,Y)] < 1;

— |p(X,Y)| =1 si et seulement si Y est une fonction quasi affine de X, c’est-a-dire s’il existe a et b réels tels
que événement (Y = aX + b) soit quasi certain.

15.10 Variables aléatoires a valeurs dans N

o Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2,.4,P), a valeurs dans N.
La fonction génératrice de X est la série entiere :

+oo
Gx(t)=> P(X =n)t".
n=0

o La fonction génératrice d’'une variable aléatoire a valeurs entieres a un rayon de convergence Rx supérieur
ou égal a 1.

o Gx est de classe €°° sur |—Rx ; Rx| et :

a0
Vn €N, P(in)zxi,()-
n!
o Pour tout t € |-Rx ; Rx[, Gx(t) = E(t¥).
o Fonctions génératrices des lois usuelles

. Si X suit la loi binomiale de parameétre (n,p), sa fonction génératrice est la fonction polynomiale définie
par :
VteR, Gx(t) = (pt+q)".

. Si X suit la loi géométrique de parametre p, le rayon de convergence de sa série génératrice est % et :

Vte}fl;l[,cx(t):lf—t(ﬁ-
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. Si X suit la loi de Poisson de parametre A, sa série génératrice est de rayon de convergence +oo et :
Vi eR, Gx(t) =MD,

o Fonction génératrice de la somme de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, Gx et Gy leurs fonctions génératrices respectives,
et Rx, Ry leurs rayons de convergence.

Si X et Y sont indépendantes on a :
pour tout ¢ tel que |t| < min(Rx,Ry), Gx+y(t) = Gx(t)Gy(t).

o Fonction génératrice et moments

. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2,.4,P), a valeurs dans N, et G x sa fonction
génératrice. On suppose que Ry > 1, ce qui implique que G x est de classe ¥ au voisinage de 1. Alors :

VEeN, QY1) =B(X(X-1)...(X —k+1)).
En particulier :
E(X)=G%(1), E(X(X —1)) = G%(1) don E(X?) = G\ (1) + G%(1).

. Réciproquement, soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q2,.4,P), & valeurs dans
N, et Gx sa fonction génératrice.
L’espérance de X existe si et seulement si Gx est dérivable a gauche en 1 et la variance de X existe si et
seulement si Gx est deux fois dérivable a gauche en 1.

Dans ce cas on aura : E(X) = G (17) et B(X?) =G (17) + G%(17).

15.11 Loi faible des grands nombres

Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (2,4, P) indépendantes,
de méme loi, possédant une espérance m = E(X) et une variance 0% = V(X). On pose :

n

X;
X, -5
" n
Alors on a :
_ o2
V€>0,P(‘anm‘>€) <Z.
ne

Par conséquent :
Ve>0, lim P(’X_n—m’ 25) —0.

n—-+oo
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Chapitre 16 - Equations différentielles linéaires

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, I est un intervalle de R et F est un K-espace vectoriel de dimension
finie n € N*.

16.1 Equations différentielles linéaires, systémes différentiels

o Une équation différentielle (vectorielle) linéaire du premier ordre est une équation de la forme :
¥ =ar+b (L)

ol a est une application continue de I dans Z(FE) et b une application continue de I dans FE.
Une solution de cette équation est une application x dérivable de I dans FE telle que :

Vtel, 2 (t) = a(t)(z(t)) +b(t).
o Soit # = (e1,...,en) une base de E, et :

- X)) = (:(t) ... (t))T la matrice colonne formée des coordonnées du vecteur z(t) dans £, ou les
x; sont des applications dérivables de I dans K;

- B(t) = (b1(t) ... bn(ﬁ))T la matrice colonne formée des coordonnées du vecteur b(t) dans %, ou les b;
sont, des applications continues de I dans K

— A(t) = (ai;j(t))1<ij<n la matrice dans A de lapplication linéaire a(t), ou les a;; sont des applications
continues de I dans K.

L’équation ' = ax + b peut alors s’écrire matriciellement sous la forme :
X' =AX+B ou: Vtel,X'(t)=At)X(#) + B(t) (L)

On obtient alors ce que l'on appelle un systeme différentiel :

() = an(®m(t) -+t (t) + ()
(1) = an(t)a(t) + -+ asn(t)a(t) + bo(t)
Pht) = i (BE1(E) + o+ ann (D (t) + ba(t)

16.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

e Résoudre le probléme de Cauchy pour une équation différentielle ' = ax + b sur I consiste a étudier
Pexistence et 1'unicité d’une solution vérifiant une condition initiale du type x(tp) = zo avec tg € I et
ro € F donnés.

¢ Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, I un intervalle de R, a une application continue de I dans
Z(FE) et b une application continue de I dans E.

Pour tout (tg,x9) € I X E, il existe une et une seule solution sur I de I’équation différentielle 2’ = az + b
vérifiant la condition initiale z(tg) = 0.
v’ La continuité des applications a et b est indispensable.

. . s 1 siz>0 | .
Par exemple, I'équation différentielle 2’ = 0 siz<O n'a pas de solution sur R (en effet, une telle
six <

solution ne pourrait &tre dérivable en 0).

e Matriciellement, ce théoréme s’énonce ainsi.
Soient A: I - M, (K) et B: I — M,, 1(K) des applications continues.
Soit tg € I, et soit Xy € M, 1(K).
Alors il existe une unique application X : I — M,, 1(K) telle que :

Viel, X'(t)=A®)X () +B(t) et X(to) = Xo.
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16.3 Structure de I’ensemble des solutions

o L’équation (H) : 2’ = ax s’appelle "équation homogene associée a I'équation (L) : =’ =ax +b.
L’ensemble .5 des solutions de I’équation différentielle homogene (H) est un sous-espace vectoriel de
'espace vectoriel €1(I,E) des fonctions de classe ¢! de I dans E.

De plus, cet espace vectoriel est de dimension finie, et dim .y = dim E.

v' Ce résultat n'est valable que sur un intervalle.

Exemple : I'espace des solutions sur R* de I'équation ' = 0 est de dimension 2, puisque les solutions
sont les applications telles que z(t) = Cy sur |—o00;0[ et z(t) = Cy sur |0; 4o0].

o Si xy est une solution particuliére de équation (L) : 2’ = ax + b (il en existe, d’apres le théoréme de
Cauchy-Lipschitz), alors 'ensemble des solutions de 1’équation (L) est exactement 'ensemble des fonctions
somme de 7 et d’une solution quelconque de I’équation homogene (H) :

S =21+ SH.

e Principe de superposition des solutions
Soient by: I — E et by: I — F deux applications continues, et A1, Ao dans K.
Soient x1 et xo deux solutions respectives des équations différentielles

(L1): 2’ =azx+b et (Ly): 2 =ax+by.
Alors A1z + A2xo est solution de I’équation différentielle :

(L) : ZL'/ = ax+)\1b1 +)\2b2.

16.4 Systemes différentiels linéaires homogeénes a coefficients

constants

On s’intéresse ici & des systémes différentiels de la forme : (H) X'(¢t) = AX(¢), ot A € M, (K) ne dépend
pas de t.
e On suppose que A admet une valeur propre A.

Si V est un vecteur propre associé a cette valeur propre, alors la fonction ¢ — e*V est solution sur R de
Iéquation homogene X' = AX.

» On suppose ici que A est diagonalisable. Il existe donc une base (V4,...,V,) de K" formée de vecteurs propres
de A, pour les valeurs propres (A1, ...,Ay).

Alors les fonctions X;: t + ei'V;, pour i € [1;n], forment une base de I'espace vectoriel . des solutions
de I’équation homogene X' = AX.
Toute solution de I’équation homogene est donc de la forme :

n
t—> Z a; etV avec (a1,...,00) €K™,
i=1

16.5 Equations différentielles linéaires scalaires du premier ordre

Il s’agit d’équations différentielles de la forme :
alt)x’ + Bt)r =~(t),
ou les fonctions «a, § et v sont continues sur un certain intervalle I, a valeurs dans K. Les solutions z sont a

chercher parmi les applications de I dans K.

e La premiére chose a faire est d’examiner si la fonction o peut ou non s’annuler sur I. Si oui, on cherche les
sous-intervalles de I ol « ne s’annule pas, et on résoudra I’équation sur chacun de ces intervalles (et il y
aura des constantes d’intégration différentes sur chaque intervalle).

o Un tel intervalle J étant choisi, on peut alors diviser I’équation par «(t) et on se rameéne ainsi & une équation
différentielle sous forme résolue :
' =a(t)r+0b(t) (L)

On peut remarquer que les solutions d'une telle équation sont nécessairement de classe ¢! sur J.
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Intégration de ’équation homogeéne (H): 2/ = a(t)x
Les solutions de I’équation différentielle 2’ = a(t)x sont les fonctions de la forme :

t — C'exp (/t:a(u)du) ,

t

ou C' est une constante dans K et ot ¢ — a(u) du est une primitive de la fonction a.
to

v" On retrouve ainsi le théoreme de Cauchy-Lipschitz : I'ensemble des solutions de (H) sur J est ici
un K-espace vectoriel de dimension 1.

Intégration de ’équation avec second membre (L) : z’' = a(t)x + b(t)

L’ensemble des solutions de ’équation complete (L) est 'ensemble des fonctions de la forme x = x5, +y, ou
y est solution de I’équation homogene (H) et ol x, est une solution particuliere de (L).

Si I'on connait une solution particuliere z; de (L), la résolution est terminée.

Sinon, on peut rechercher une telle solution par la méthode de variation de la constante, expliquée ci-dessous.
¢

Soit y une solution non nulle de (H), de la forme y(t) = exp ( / a(u) du). Une telle solution ne peut
to

s’annuler, et on peut donc chercher les solutions de (L) sous la forme z(t) = C(t)y(t) avec C de classe €.
Un calcul simple montre alors que (L) est équivalente & 1’équation :

C'(t)y(t) =b(t) soit C’(t)%.

Cela permet d’obtenir C(t) par une simple primitivation, puis d’en déduire la solution x(t).
v" Il est bon de retenir les formules ci-dessus, en particulier de se rappeler que dans I'équation

transformée apparait seulement C’(t) et non plus C(¢). Il est en fait inutile de refaire le calcul de la
dérivée de t — C(t)y(t) lorsqu’on connait ces formules.

Cas d’une équation a coefficients constants
11 s’agit ici d'une équation de la forme 2’ — ax = b(t), ot @ € K est une constante. Dans ce cas, I’ensemble
des solutions de I’équation homogene x’' — ax = 0 est 'ensemble des fonctions de la forme t — Ce®.
La méthode de variation de la constante s’applique bien siir pour la résolution de I’équation compléte, mais
il y a un cas particulier a retenir.
Si le second membre est de la forme b(t) = €™ P(t) ot m € C et ot P est un polyndme, on peut rechercher
(avec des coefficients & déterminer) une solution particuliere de ’équation x’ — ax = €™ P(t) sous la forme :
— e™Q(t) avec Q polynome de méme degré que P si m # a,
— e™tQ(t) avec Q polyndéme de méme degré que P si m = a.
Pour résoudre complétement 1’équation initiale a(t)z’ + B(t)x = ~(¢) sur tout l'intervalle I, il faut ensuite

(éventuellement) raccorder les solutions trouvées précédemment sur les intervalles ou la fonction « ne
s’annule pas.

16.6 Equations différentielles linéaires scalaires du second ordre

Il s’agit d’équations différentielles de la forme :

a(t)r” + B(t)r" +y(t)x = 6(t),

ou les fonctions a, B, v et § sont continues sur un certain intervalle I, & valeurs dans K.

Comme pour les équations du premier ordre, il faut résoudre une telle équation sur un intervalle J C I ou
la fonction « ne s’annule pas.
Un tel intervalle J étant choisi, on peut alors diviser I’équation par a(t) et on se rameéne ainsi & une équation
différentielle sous forme résolue :

2 =a(t)x +b(t)xr +c(t) (L)
ou a, b et ¢ sont des applications continues de J dans K.
On peut remarquer que les solutions x d’une telle équation sont nécessairement de classe €2 sur J.

L’ensemble .y des solutions de I’équation homogene est un espace vectoriel de dimension 2 ; ainsi, si ’on
connait deux solutions x; et x5 de (H), linéairement indépendantes (c’est-a-dire non proportionnelles), on
aura :

S = {/\1%1 + Aoxo R (A1,>\2) S KQ} .
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o L’ensemble .7}, des solutions de (L) sur J est un espace affine de dimension 2 : ., = xy, + %u, ol x, est
une solution particuliere de (L).

o Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire s’énonce ici : pour tout ¢y € J et tout (zg,z)) € K2, il existe une
solution et une seule solution de (L) sur J vérifiant les conditions initiales

z(to) =x9 et a'(to) = .

e Cas ou I’on connait une solution de I’équation homogéne

Dans ce cas, on peut, comme pour les équations du premier ordre, appliquer la méthode de variation de la
constante (encore appelée méthode de Lagrange). En voici le principe.

Considérons 'équation différentielle (pas forcément écrite sous forme résolue) :
a(t)z” + B(t)r’ + () =o(t) (L).

Supposons connue une solution z; de I’équation homogene.
Sur un intervalle ou la fonction z; ne s’annule pas, on peut chercher une solution quelconque de I’équation
. . z . soo
(L) sous la forme : 2(t) = y(¢t)x1(t) (en effet, puisque x1 ne s’annule pas, la fonction y = — est bien définie
T
et deux fois dérivable).

Quelques calculs montrent alors que z est solution de (L) si et seulement si :

a(t)ay (t)y" (t) + Qa(t)z) (t) + B (1) y' (1) = 6(t)

C’est une équation scalaire du premier ordre pour la fonction 3’. Il ne reste « plus qu’a » la résoudre pour
trouver y’, d’ott 'on déduit y puis .

16.7 Equations différentielles du 2¢ ordre a coefficients constants

Soit (L) une équation différentielle de la forme :
2" +ax’ +bx =c(t) aveca, b € K et c continue sur I & valeurs dans K

(on K désigne R ou C).

L’équation homogene associée est (H) : 2" + az’ + bz = 0.

¢ Résolution de I’équation homogéene
On cherche des solutions de cette équation de la forme ¢ + e™. Un calcul immédiat montre que cette fonction
est solution de (H) si et seulement si r% + ar +b = 0.
A Péquation (H), on associe donc son équation caractéristique :
(Be):r*+ar+b=0,
et on étudie ses solutions. Il faut distinguer deux cas, selon que le corps de base est R ou C; on notera A
le discriminant de I’équation caractéristique.
SiK=C

- Si A # 0, (E.) posséde deux racines distinctes r; et ro; dans ce cas, les fonctions z1: ¢t +— et
et x9: t — € sont deux solutions linéairement indépendantes de (H), et Sy est ensemble des
applications de la forme :

t— Alerlt + )\26T2t R ()\1,)\2) S C2 .

- Si A =0, (E.) possede une racine double r; dans ce cas, les fonctions z1: ¢t — et et x9: t — te” sont
deux solutions linéairement indépendantes de (H), et % est Pensemble des applications de la forme :

te (Mt +A2)e™ (A \a) € C2.
. SiK=R
— Si A >0, on a les mémes résultats que ci-dessus, mais avec (A\1,\2) € R2.

— Si A < 0, léquation (E.) posséde deux racines complexes non réelles conjuguées o & i3; alors les
fonctions x1: t — e* cos St et xo: t — e sin Bt sont deux solutions linéairement indépendantes de
(H), et S est I'ensemble des applications de la forme :

t = (A cos Bt + Agsin ft)e® | (A\1,\g) € RZ.
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e Résolution de I’équation avec second membre
Il y a bien stir toujours la méthode de variation de la constante, puisque 1’on vient de trouver deux solutions
de I'équation homogene. Il y a cependant un cas particulier a connaitre.
Si le second membre est de la forme €™t P(t), out P est un polyndme et m € C, on cherchera une solution
particuliére de (L) sous la forme :

k=0 si m n’est pas racine de (E,)
z(t) = the™Q(t) ot { k=1 si m est racine simple de (E.)
k=2 si m est racine double de (E.)

avec ) polyndme de méme degré que P.
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Chapitre 17 - Calcul différentiel

Dans tout le chapitre, n, p et ¢ désignent des entiers naturels non nuls.

On étudie ici des fonctions de RP dans R™ ; ces espaces vectoriels étant de dimensions finies, toutes les normes
y sont équivalentes. On notera donc || || une norme quelconque sur R? ou R”™.

Les applications considérées seront toujours définies sur un ouvert de RP; cela assure que, si f est définie en
a € U, alors elle reste définie dans tout un voisinage de a.

17.1 Rappels

e Applications coordonnées
Si f est une application de U C RP dans R™, on a :

VeeU, f(z) = (f1(30)7afn(35))

ou les f; sont des applications de U dans R : ce sont les applications coordonnées de f.
L’utilisation de ces applications coordonnées permet de ramener 1’étude des fonction de RP dans R™ a celle
des fonctions de R? dans R.
o Applications partielles
Soit f: U C R? — R™, et a = (a1,...,ap) € U. Pour tout j € [1;p], la j-éme application partielle de f en
a est ’application :
faj iz fla,...,aj-1,2,0j41,...,0p).

Elle est définie sur un ouvert de R contenant a; et & valeurs dans R".

e Continuité
Une application f: U C R? — R™ d’un ouvert U de R? a valeurs dans R" est dite continue en a € U si :

Ve>0,Jda>0tel queVz €U, ||z —a| <a = ||f(z) — fla)|| <e

ou, plus simplement :
lim f(z) = f(a).
o Une combinaison linéaire, une composée, un produit ou un quotient (pour des applications & valeurs dans
R) d’applications continues est une application continue la ou elle est définie.
e Une application f: U C RP — R™ est continue si et seulement si ses applications coordonnées le sont.

e« Si f: U C RP — R" est continue en a € U, alors toutes ses applications partielles f, ; en ce point sont
continues.

v’ La réciproque de cette propriété est fausse : la continuité des seules applications partielles ne suffit
pas a assurer la continuité en un point.

17.2 Dérivées partielles

e Dérivée selon un vecteur

Soit f une application définie sur un ouvert U de RP & valeurs dans R™, et a un point de U. Soit ¥ un
vecteur non nul de R?, et ¢ un réel tel que a + tv eU.

On dit que f admet une dérivée selon le vecteur @ au point a si la fonction ¢ — f(a+t ) est dérivable en
0.

0
Le vecteur dérivé correspondant est appelé dérivée de f suivant le vecteur ¥, et est noté 8% (a) ou D+ f(a).
e Ji fa+t7) - f(a)
. a—+t — fla
57 (@ = Dv fla) = lim :

t—0 t

e Dérivées partielles
Soit f une application définie sur un ouvert U de RP a valeurs dans R", et a un point de U.

Soit (e1,...,&,) la base canonique de RP.
On appelle dérivées partielles (premiéres) de f ses dérivées suivant les vecteurs I ,e_p> (si elles existent).

Chapitre 17 - Calcul différentiel 102



0
La j-¢me dérivée partielle en a est notée 9, f(a) ou 8—f(a)' Ainsi :
Ty
vie il 2L a) = Do fla) = i LOF )~ 10
’ i Oz “ t—0 n

C’est donc aussi la dérivée en a; de la j-éme application partielle f, ; :

ﬁ(a) — lim f(al, ey —1,05 + ﬁ,aj+1, - ,ap) — f(al, - ,ap) .
(91']' t—0 t

17.3 Fonctions de classe ¥!

e Soient U un ouvert de R? et f une application de U dans R™.
On dit que f est de classe ¢! sur U si f admet des dérivées partielles par rapport & chacune des variables
en tout point de U, et si ces dérivées partielles sont continues sur U.

e Théoréeme
Si f est de classe €' sur U, alors f admet en tout point a € U le développement limité d’ordre 1 :

flat h) = fl) + Y b5 (a) + ol

Conséquence : si f est de classe €' sur U, elle y est continue.
o Différentielle

. Soit f une application de classe €* sur un ouvert U de R?, & valeurs dans R™. Pour tout a € U, on appelle
différentielle de f en a 'application linéaire notée df,, de RP dans R", définie par :

Vh=(hy,....hy) ERP, dfa(h) = hj="(a).

Avec cette notation, le développement limité de f en a s’écrit :
fla+h) = f(a) +dfa(h) +o([[R]]) -

. Si f est de classe €' sur U, alors pour tout a € U et pour tout vecteur 7 de E, f admet une dérivée en
a selon U et :
D f(a) = dfa(V).

v’ La réciproque est fausse : une fonction peut admettre une dérivée en un point selon n’importe
quel vecteur sans étre méme continue en ce point.
o Opérations sur les fonctions de classe %!
. Si f et g sont de classe €' de U dans R™, alors pour tout A réel, Af + g est de classe € sur U.
. Si f et g sont de classe €' de U dans R, leur produit fg est de classe €' sur U.

. Si f et g sont de classe ¢! de U dans R, leur quotient / est de classe ¢! sur U\ {z € U | g(z) = 0} (qui
)

est bien un ouvert).

. Si f et ¢g sont de classe €' de U dans R”, si B est une application bilinéaire de (R”)2 dans R™, alors
B(f,g) est de classe € sur U.

e Gradient
Soit f une application de classe €' d’un ouvert U de RP & valeurs dans R. Soit a € U.

—
On appelle gradient de f en a , noté gradf(a) ou V f(a) le vecteur de RP dont les coordonnées dans la base

canonique sont :
of of
(8:01 (a),... e (a)) .

Lorsqu’on munit RP de son produit scalaire canonique, le gradient est donc caractérisé par la relation :
Vh €R?, Dyf(a) =dfa(h) = (Vf(a)|h) .

Compte tenu de U'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette relation montre que le vecteur gradient (lorsqu’il est

non nul) donne la direction selon laquelle la dérivée de f est maximale.

v/ df, étant ici une forme linéaire, on peut faire le lien entre le gradient de f et le théoreme de
représentation des formes linéaires dans un espace euclidien vu en [4.9].
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o Extrema
Soit f une application de classe €' d’un ouvert U de RP & valeurs dans R. Soit a € U.

. On dit que f admet un minimum (respectivement un maximum) global en a si :

Ve eU, f(x) 2 f(a) (respectivement f(z) < f(a)).

. On dit que f admet un minimum (respectivement un maximum) local en a si :
IV eV(a) tel que YV €V, f(z) > f(a) (respectivement f(z) < f(a)).

. Si f admet un extremum local en a, alors V(f)(a) = 0 (c’est-a-dire que pour tout j € [1;p], %(a) =0).

J
v La réciproque de ce théoréme est fausse : le gradient de f peut s'annuler en a (a s'appelle alors
un point critique de f) sans qu'il s'agisse d'un extremum.

17.4 Composée de fonctions de classe %!

e Différentielle d’une composée
Soient U un ouvert de R? et V un ouvert de RY. Soit f de classe €' de U dans R? et g de classe €' de V
dans R"™, telles que f(U) C V.
Alors g o f est de classe €' de U dans R” et 1'on a :

VaeU, d(go f)a =dgsa) odfa
(on rappelle que df, € Z(RP,RY), dgsq) € ZL(RI,R") et d(go f)a € ZL(RP,R™)).
En notant h = g o f, (h1,...,h,) ses applications coordonnées, (¢1,...,9n) celles de g et (f1,...,fq) celles

de f, puis en notant (z1,...,zp) les coordonnées d’un élément de R? et (y1,...,y,) celles d'un élément de
R? (cela correspond & y = f(x)), la formule précédente se traduit par :

. 0g; 3}
Vie[l;n],Vjell;p], Z@ygk aJ:;k_(a).
j

« Regle de la chaine
Soit f une application de classe ¢! d’un ouvert U de RP & valeurs dans R™.
Soient (1, .. .,pp) p fonctions de classe €1 définies sur un intervalle I de R telles que :

Vtel, (pi(t),....op(t) €U.
Alors la fonction g: t — f(p1(t),...,¢p(t)) est de classe € sur I et 'on a :

VEEL g (1) = D5 (p1(0) o).

e Corollaire : caractérisation des fonctions constantes
Une application f de classe €' sur un ouvert convere U de RP & valeurs dans R™ est constante sur U si et
seulement si sa différentielle d f est nulle en tout point de U.
Cela équivaut a dire que toutes les dérivées partielles de f sont nulles sur U.

17.5 Dérivées partielles d’ordre deux

« Soit f une fonction définie sur un ouvert U de RP & valeurs dans R”, et (i,5) € [1;p]”

0

On suppose que f possede une j¢ dérivée partielle 9; f ou —— 3 f . Cette derniere peut elle-méme posséder une
Ly

1® dérivée partielle qui sera alors notée :

o f of
2 — . .
Oi3f = 0:(0;f) ou Or;01;  Ox; <0$J) ’

et appelée dérivée partielle seconde de f par rapport aux variables x;,x;.

e On dit que f: U — R™ est de classe €2 sur U si toutes ses dérivées partielles secondes existent et sont
continues sur U.

e Théoréme de Schwarz
Si f € €%(UR™) ott U est un ouvert de RP, on a :
*f o f

V(i,j) € Hl;p]]Q’ 02.01: 0. 01,
[ J J g
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17.6 Application aux courbes planes

o Une courbe du plan définie par une équation cartésienne est un ensemble de points (z,y) du plan vérifiant
une équation de la forme :

flzy)=0
ou f est une application de classe ¢! sur un ouvert U de R? et & valeurs dans R.
o Un point M (z¢,y0) de la courbe C d’équation f(z,y) = 0 est dit régulier si ce n’est pas un point critique de
f, c’est-a-dire si :

V f(xo,y0) #0.

e Si My est un point régulier de C, la courbe admet en ce point une tangente; c’est la droite passant par My
et de vecteur normal V f(xo,y0), c’est-a-dire d’équation :

%(‘TanO)(‘T —x0) + g—z(%,yo)(y — o) =0.

17.7 Application aux surfaces

o Une surface définie par une équation cartésienne est un ensemble de points (z,y,z) de Pespace vérifiant une
équation de la forme :

f(@y,2)=0
ou f est une application de classe €' sur un ouvert U de R3 et & valeurs dans R.

o Un point M (z0,y0,20) de la surface S d’équation f(x,y,z) = 0 est dit régulier si ce n’est pas un point critique
de f, c’est-a-dire si :
Vf(l'o,yO,Z()) 7& 0.

e Si My est un point régulier de S, la surface admet en ce point un plan tangent; c’est le plan passant par
My et de vecteur normal V f(xq,y0,20), ¢’est-a-dire d’équation :

0 0 0]
a—i(zo,yo,zo)(x —x0) + a—z(xovyo,zo)(y — Yo) + a_ﬁ(x07y0520)(z —20) =0.
La droite passant par My et de vecteur directeur V f(zo,y0,20) s’appelle la normale & S en Mj.

e On appelle courbe tracée sur la surface S d’équation f(z,y,2) = 0 tout arc paramétré (I,7) ou I est un
intervalle de R et ou v: I — R? est une application de classe €' & valeurs dans U telle que :

viel, f(y(1) =0
c’est-a-dire que pour tout ¢ le point M (t) de l'arc v appartient & S.
o En dérivant la relation précédente a l'aide de la regle de la chaine on obtient :
Vil (VF(v()|7(6) =0

donc en tout point régulier (de l'arc et de la surface), la tangente a ’arc est orthogonale au gradient et par
suite appartient au plan tangent a la surface.
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