FEUILLE D’EXERCICES N°1 — ESPACES VECTORIELS PST* 22-23

EXERCICES : ESPACES VECTORIELS, AVEC CORRIGESI

Sous-espaces vectoriels (ex. 1a7)

Exercice 1: (&)

1. Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de RN ?

a) {(un) e RN | (uy) bornée} b) {(un) e RN | (uy) monotone}
)] {(un) € RN | (uy) convergente} d) {(un) € RN | (uy) arithmétique}

2. Soit F = {(uy) € RN | Vn €N, w0 =nutyyq +un}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de RN

Q Solution:

1. a) Oui. En effet, cet ensemble contient bien la suite nulle, et si u et v sont deux suites bornées, alors il existe
des réels M, et M, tels que:

VneN, |uy| <My et |y <My

dong, si A est un scalaire :
Vn €N, [Auy +ovn| < A Jun] + |on] < A My + My,

ce qui prouve que la suite Au + v est bornée.

b) Non : contre exemple : les suites 7 ~— 1> et n — 20221 sont monotones mais leur différence ne 1est pas
(étudier une fonction par exemple).

¢) Oui : si u et v sont deux suites convergentes et A un scalaire, la suite Au + v est convergente (cf. cours sur
les suites).
d) Oui.

2. - FCRN,
- La suite nulle 0 = (0),¢N appartienta F car Vn € N, 0 = n.0+40.
— Soient A, 4 € R et (#4)yeN, (Un)nen € F. On a pour tout n € N,

Abyin + W0y = ANy 1 + tn) + p(noya1 +0n) = n(Ayyq + poge1) + Aty + poy

donc A(uy) + p(vy) € F.
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de RN.

Exercice 2: (%)

Soit E un K-espace vectoriel et F, G, H des sous-espaces vectoriels de E.
1. a) Comparer: F+ (GNH) et (F+G)N(F+H).

b) Montrer que, si FC G,ona: F+(GNH) = (F+G)N(F+ H). Contre-exemplesi F ¢ G?
2. Comparer: FN(G+ H) et (FNG)+ (FNH).
3. Montrer que,si FCG, F+ H=G+HetFNH=GNH,alors F=G.
4. Montrer que,si FNHC G, HCF+Get GC H,alors G=H.
5

. Soient F, G, F/,G’ des sous-espaces vectoriels de E tels que FNG = F NG'.
Montrer que :

(F+(GNF))N(F+(GNG"))=F

Q Solution:

1. a) Soit x € F+ (GNH) , on peut écrire x =y+z avec y € Fetz€ GNH. Comme y € Fet z€ G ona
x€F+Getdeméme x € F+ H donc x € (F+G)N (F+ H).
On a donc l'inclusion F+ (GNH) C (F+G)N(F+ H).

Il n'y a pas égalité en général : prendre 'exemple de trois droites 2 a 2 distinctes dans R?.
b) Il reste & montrer l'inclusion F+ (GNH) D> (F+ G)N(F+ H).

Soit x € (F+G)N(F+H) .Onax € F+ G etpuisque FCG, F+G=Getx € G.Deplus, x € F+H
donc x=y+zavecyc FCGetze H.
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z=x—yeGdoncze GNH puis x € F+(GNH) .

2. Soit z € (FNG)+ (FNH) , on peut écrire z=x+y avec x € FNG et y € FNH.
Onadoncz=x+ycFcarx,ycFetz=x+ycG+Hcarxc GetycH.
Ainsi z€ FN(G+H) .Onadonc: (FNG)+ (FNH) C FN(G+ H).

Il n'y a pas égalité en général : prendre 'exemple de trois droites 2 a 2 distinctes dans R?.

5. — D :facile puisque si X est un sous-espace vectoriel quelconque de E on a toujours F C F 4 X.
- Soit x € (F+ (GNF))N(F+(GNG")).

On peut écrire x =u+vavecuc Fetve GNF etx=u'+v" avec ' € Fet v/ € GNG.
u—u'=0v-veFNG=FnNG.

Doncv=—(v'-v)+v € G pusve GNF NG =FNGCFpuisx=u+veF.

Ainsi (F+ (GNF))N(F+(GNG')) C F puis 'égalité.

Exercice 3: (%)

Soit H I'ensemble des polynomes de la forme aX® + (b —2a)X? — 2bX + 3a avec a et b réels.
Montrer que, muni des lois usuelles, il s’agit d’un plan vectoriel et en donner une base.

Q Solution:

Il faut bien str démontrer que H est un sous-espace vectoriel de R[X] (ou de R3[X]).
Or H est 'ensemble des polyndmes de la forme

a(X3 —2X2+3)+b(X>-2X) , (ab)cR?

il s’agit donc du sous-espace vectoriel engendré par les deux polynémes X3 —2X2 +3 et X2 — 2X. Ces deux
polynodmes étant linéairement indépendants (car de degrés distincts), ils forment une base de H.

Exercice 4: (%)

Soient F = {(x,y,z) € R® |x+y—z=0} et G={(a—b,a+b,a—3b) |a,b e R}.

a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.

b) Déterminer F + G et FNG.

R Solution:
a) e Méthode barbare :

- FCR3.

— Ogs = (0,0,0) € F car 0+0—0=0.

— Pour tous A,y € R et u,v € F, on peut écrire u = (x,y,z) et v = (¥,y/,2) avec x+y—z = 0 et
x'+y —z' =0.Onaalors Au+ pv = (Ax+ pux’, Ay + py’, Az +pz') avec (Ax+pux')+ (Ay+puy') — (Az+pz') = A(x+y—
donc Au+ pv € F.

Ce qui précede montre que F est bien un sous-espace vectoriel de R3.

RE — R

e Mieux: il est bien plus rapide de dire que F estle noyau de la forme linéaire ¢ : { ( ) N
xX,y,z) — x+y—z

e Ou aussi : On peut aussi dire que
F={(oyx+y) | (xy) eR?} = {x1,0,1) +y(0,1,1) | (v.y) € R?}

donc, directement, il s’agit du sous-espace vectoriel de IR® engendré par les vecteurs (1,0,1) et (0,1,1).
e G = {a(l, 1,1)+b(-1,1,-3) ] (a,b) € ]Rz} donc, directement, G est le sous-espace vectoriel de R3
engendré par les vecteurs (1,4,4) et (—1,1,-3).

b) e Ilest facile de vérifier que les vecteurs (1,0,1), (0,1,1) et (1,1,1) sont linéairement indépendants (car, par

1 0 1
exemple, [0 1 1| =-1+#0).
1 1 1

On en déduit que F (engendré par les deux premiers de ces vecteurs) et la droite de base (1,1,1) sont
supplémentaires (théoreme cours). Donc R® = F @ Vect ((1,1,1)), et puisque (1,1,1) appartient a G on
en déduit R* C F+ G donc F+G = R3.

e On peut en déduite dim(FNG) = 1 a l'aide de la formule de Grassmann, mais pour déterminer
explicitement F N G il faut faire un petit calcul.
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u=(x,y, z) € FNG si et seulement si il existe 4,b € R tels que

x+y—z=0 a+3b=0 x = —4b

x=a—-b x=a—-b  |Jy=-2b
soit soit

y=a+b y=a+b z= —6b

z=a-—3b z=a-—3b a=-3b

Ainsi FNG = {(—4b, —2b, —6b)|b € R} = {(2¢, ¢, 3¢)|c € R} = Vect((2,1,3)).

Exercice 5: (&)

On considere les quatre vecteurs de R® :

u=(23-1) , v=(1,-1,-2) , w=(370) , x=(50-7).

Montrer que Vect(u,v) = Vect(w, x).

Q Solution:

Les familles (#,v) et (w,x) étant libres, les deux sous-espaces vectoriels considérés sont de dimension 2. Donc
pour montrer leur égalité, il suffit par exemple de montrer I'inclusion Vect(w, x) C Vect(u,v).

Pour cela, il suffir de montrer que les vecteurs w et x appartiennent a Vect(u,v).
Et pour cela, on peut montrer que det(u,v,w) = det(u,v,x) = 0, ou bien directement « remarquer > que
w=2u—vetx=u+23v.

Exercice 6: (%)

On considere dans R* le sous-espace L engendré par les vecteurs (1,1,1,1), (1,-1,1,-1), (1,3,1,3)
et le sous-espace M engendré par (1,2,0,2), (1,2,1,2), (3,1,3,1).

Calculer les dimensions de L et de M et montrer que L C M.

Q Solution:

Notons : u =(1,1,1,1), v=(1,-1,1,-1) et w = (1,3,1,3), et a = (1,2,0,2), b = (1,2,1,2) et c = (3,1,3,1).
En écrivant la matrice de ces vecteurs dans la base canonique de R* il est facile de vérifier que rg(u,v,w) = 2,
donc dimL = 2, et que rg(a,b,c) = 3, donc dim M = 3.

1 1 3 1
. s . . _ 2 2 1 1| _ .
De plus, toujours en utilisant les matrices, on voit que rg(a,b,c,u) = rg 013 1] = 3, donc la famille
2 2 1 1
(a,b,c,u) estliée, et puisque (a,b,c) estlibre, cela montre que u est combinaison linéaire de 4, b, ¢ donc appartient
a M.

On montre de méme que v appartient a M donc Vect(u,v) C M soit L C M.

Exercice 7: (%)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1.

a) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que dimF + dim G > n. Montrer que
F N G n’est pas réduit au vecteur nul.

b) Soient F, G et H trois sous-espaces vectoriels de E tels que dim F + dim G + dim H > 2n. Que
peut-on direde FNGNH?

Q Solution:

a) Par l'absurde, si FN G était égal a {0}, on aurait dim(F + G) = dimF 4+ dim G d’apres Grassmann, donc
dim(F + G) > n, ce qui est absurde puisque F + G est inclus dans E.

b) On sait que : dim(F + G) = dim F 4+ dim G — dim(F N G) (Grassmann), donc I'hypothese de 1’énoncé peut se
réécrire :
dim(F 4+ G) + dim(FNG) + dim H > 2n.
On en déduit :
dim(FNG) +dimH > 2n —dim(F+ G) dou dim(FNG)+dimH >n puisque dim(F+G) <n,

et on applique le résultat de la lere question pour en déduire FNGN H = {0}.
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Familles de vecteurs (ex. 8 a 20)

Exercice 8: (%)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et (eq,e,...,e,) une base de E. On pose, pour
toutie1;n], fi= Zej.

j#i
Que peut-on dire de la famille (f;)1<i<n ?

Q Solution:

La famille (f;) est formée de n éléments, et elle est libre; en effet :
n n n
si 3 Aifi=0alors ) pje; =0,0lonaposé y; =) Aj. Onadonc y; =0 pour tout i. Or, sionnote L = ) A;,
i=1 i=1 j#i i=1
n
pi=L—A;, dou0= Y p;=(n—1)L d’ou L =0 puis A; =0 pour tout i.
i=1
La famille (f;)1<i<n est donc une base de E.

Autre solution : on peut aussi écrire la matrice de la famille (f;) dans la base (e;) et montrer que cette matrice est
inversible.

Exercice 9: (%)

Soit E un K-espace vectoriel et (e, ...,ep) une famille libre de vecteurs de E.
Montrer que si a € E est tel que a ¢ Vect(ey, ..., ep) alors la famille (e; +a,...,ep +a) est libre.

Q Solution:

Si par I'absurde la famille était liée, I'un des e; + a serait combinaison linéaire des autres. Par exemple :
P
ep+a= Y Ailej+a)
i=2

d’ott
P P
(1—2)\1')51: 2)\1'81'—81.
i=2 i=2

1

P

Or 1— Y A; ne peut pas étre nul car cela donnerait une relation de dépendance linéaire entre les e;. Donc en
i=2

divisant par ce scalaire on obtient 4 combinaison linéaire des e;, contradiction.

Autre solution : considérer le sous-espace vectoriel F de E engendré par les vecteurs (e, ... ,ep,a), qui est une

base de F compte tenu de I'hypothese; il est alors facile de vérifier que la matrice de la famille de vecteurs

(e1+a,...,ep 4 a) dans cette base est de rang p.

Exercice 10: (&)

Soient f1, f2, f3, fa: [0;271] = R les applications définies par :
Vx eR, fi(x)=-cosx, fo(x)=xcosx, f3(x) =sinx et fs(x) = xsinx.

Montrer que la famille (f1, f2, f3, f1) est libre.

Q Solution:

On se place bien stir dans 1’espace vectoriel A([0;27],R).
Supposons qu’il existe (a,b,c,d) € R* tel que :

afi+bfy+cfz+dfys =0.

On a alors :
Vx € [0;2n], (a+bx)cosx+ (c+dx)sinx =0
. . fa=0 S g
Pour x = 0 et x = 71 on obtient le systeme : { 4t br=0 ,dota=b=0.
_x _ 3 - sme: J ¢td5 =0 ot e — d —
Pour x = 5 et x = =+ on obtient le systéme : { c+3d% =0 ,doti c=d=0.

Finalement, la famille étudiée est libre.
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Exercice 11: (%)

Dans le R-espace vectoriel E des applications de R dans R on note f, la fonction définie sur R
pour n € N par: Vx € R, f;(x) =sin(x+n).

Déterminer la dimension de Vect(fy, ..., fn).

Q Solution:

Puisque sin(x +n) = sinx cos 1 +sinn cos x, il est facile de montrer que, pour n > 1, Vect(fy, ..., fn) = Vect({sin, cos})
(une inclusion puis dimensions, ou double inclusion).

Exercice 12: (x*)

Dans le R-espace vectoriel des applications de R dans R, étudier I'indépendance linéaire des familles
de fonctions suivantes :

a) (x — sinnx) N b) (x — ch" x),en -

Q Solution:

On rappelle que dire qu'une famille est libre équivaut a dire que toute sous-famille finie est libre.

a) Soit fy, : x — sinnx pour n € N*. On démontre par récurrence sur N que la famille (f3,..., fy) est libre :
— C’est immédiat pour N = 1.
- Supposons alordre N —1 la famille (fy,..., fy_1) libre.

N
Si l'on a Z Mfe = (1) alors en dérivant deux fois on obtient Y k*Arfy = 0 (2). En effectuant
= k=1
(1) x N% — ( ) on se raméne a l'ordre N —1 etc...

b) Soit fy : x — ch" x. Supposons que l'on ait 2 Arfx = 0. Alors, pour tout x € R, 2 Agchfx =0 donc, pour
=0 k=0

tout y € [1, 400, ): Ak = 0. Ainsi, le polynome Z A X est un polynoéme qui s’annule sur [1, +-o0[, donc qui
k=0

posséde une 1nf1n1te de racines. C’est donc le polyndme nul, i.e les Ay sont tous nuls.

Exercice 13: (*x%)

Dans le R-espace vectoriel des applications de |1, +oo[ dans R, étudier si la famille de fonctions
{x — x%(In x)ﬁ}(“ gc R2 est libre.

Q Solution:

Soit @y ) X > x “(Inx)P. Supposons que I'on ait Z Ai®(a,p,) = 0. On peut supposer que les («;, B;) sont stricte-

ment ordonnés suivant 1’ordre lexicographique dans ]R2 (définipar: (x,y) < (¢,y) < (x <x')ou (x =x" ety <y')).
En divisant I'égalité précédente par ¢(,, 4., on obtient :

n—1
Vx 6}1, —|—OO[ , /\n 4+ Z x“17“r1(lnx)ﬁi*ﬁn =0
i=1
d’oty, en faisant x — +c0, A, = 0. Il ne reste plus alors qu’a faire une récurrence sur n.

Exercice 14: (%)

Soient A et B deux polyndmes de C[X], non constants et sans racine commune.

Montrer que les polyndmes P, = A¥B"~* (k € [0;n]) forment une famille libre.

Q Solution:

Procédons par récurrence sur #.
— Pour n =0 la famille est formée d’un seul polynéme non nul, donc est libre.

— Supposons le résultat acquis a 'ordre 7 — 1 et montrons que la famille des polyndomes P, = A*B"~* pour
k € [0;n] est libre.
Sil'on a
2 MAKBYF = A\0B" + \{AB" 1+ - - - 4 A, 1A IBH A, AT =0
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en évaluant alors cette expression en f racine de B (qui existe dans C !) on obtient A, A"(8) =0 d’out A, =0
puisque B n’est pas racine de A par hypothese.

n—1
Onadonc: Y AyA¥B"K =0 et en divisant cette égalité par le polyndme B non nul on obtient :
k=0

n—1
Y amAfB1IR =0,
k=0

D’apres I'hypothese de récurrence a I'ordre n — 1 tous les Ay pour k € [0;n — 1] sont également nuls, ce qui
démontre le résultat & l’ordre n et acheve la récurrence.

Exercice 15: (xx)
Soit, pour 0 < k < n, P = XK(1 — X))k,
a) Montrer que la famille (Py)o<k<, est une base de K, [X].

b) Donner dans cette base les coordonnées de 1,X,X?...,X" (on pourra  calculer

i (Z)Pk/ kiok(Z)Pk etc...).

Q Solution:

a) Puisqu'il s’agit d’une famille de # + 1 polynoémes dans R, [X] de dimension 7 + 1, pour montrer que c’estune
base il suffit de montrer que la famille est libre.

n
Supposons par I'absurde qu'il existe (Ag, ..., A,) € R"1, différent de (0,0,...,0), tel que Y AP, = 0.
k=0
Les A n’étant pas tous nuls, on peut considérer le plus grand indice ko tel que Ay, soit non nul.

k(]

Il reste donc : ), APy = 0 avec A, # 0. Mézalor, en simplifiant cette expression par (1 — X)"ko puis en
k=0

évaluant pour X =1 on obtient Ay, = 0, contradiction.

La famille est donc libre, cqfd.

b) - Larelation :

k=0 k=0

prouve que les coordonnées de 1 dans la base (Py) sont les (}).
— On connait la relation : Yk € Z, k(}) = n(}:j), avec les conventions habituelles sur les coefficients

binomiaux ((}) =0 si k < 0 ou k > n). Donc :

Lo (n (=1 o n—k ==Y (n—1)—(k—1)
)k . Pe=n)_ 1 X(1-X)" =nX)" ro1)X (1—-X)
k=0 k=1

k=0

— nxni (Tl ; 1) Xk(l _ X)nflfk _ VIX[X—F (1 . X)]n,1 —_—
k=0

D

n
— Pour obtenir les coordonnées de X? on peut calculer de méme la somme Y. k(k —1)(})P etc... (a finir).
k=0

(en supposant n > 1), donc les coordonnées de X dans la base (P;) sont les %(2)

Solution plus rapide :

Pour i € [0;n] écrire X' = X/(X + (1 — X))nii et développer...

Exercice 16: (**)

Soit (Py), .y une suite de polynomes de K[X] tels que : Vn € N, deg(P,41) > deg(Py).

Montrer que (P;), . est une base de K[X] si et seulement si: Vn € N, deg(P,) = n.

X Solution:
e Supposons déja deg(P;) = n pour tout n € IN.

— Cette famille étant formée de polynémes de degrés distincts est libre.

— Pour tout N € N, la famille (P, ..., Py) est une famille libre de N + 1 vecteurs de Ky[X] espace vectoriel
de dimension N + 1, donc en est une base.

Par suite tout polynéme P € Ky[X] est combinaison linéaire de (P, ..., Py) donc de la famille (Py),eN-
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Et puisque tout polynome P € K[X] appartient a un certain Ky[X], tout polynéme de K[X] est
combianaison linéaire de la famille (Py),cn ; cette famille est donc génératrice de K[X], et finalement
c’en est une base.

e Réciproquement supposons Vn € N, deg(P,+1) > deg(Py), et (Py)yen base de K[X].
Si, par l'absurde, on n’avait pas deg(P,) = n pour tout n, soit k le plus petit entier tel que deg(Py) # k. On
a ainsi :
deg(Py) =0, deg(Py) =1,...,deg(Py_1) =k —1,deg(P) > k+1,deg(Pr1) > deg(Dy) etc...
La famille (Py,..., Pr_q, xk, Py, Pri1,...) étant formée de polyndmes de degrés distincts serait donc libre, ce
qui est absurde car par hypothése X* est combinaison linéaire de la famille (P,),cn car c’est une base de

On a donc prouvé le résultat demandé par 1’absurde.

Exercice 17: (¥*)

Soient ag, a1, ...,ay (n+1) éléments distincts de K.

Montrer que la famille {(X — a;)" }o<i<, est une base de K, [X] (on pourra procéder par récurrence en
utilisant la dérivation).

Q Solution:

Nous donnons deux démonstrations du résultat demandé (sachant que, la encore, il suffit de montrer que la
famille est libre).

1) Par récurrence sur n

e Pour n = 0 le résultat est immédiat car la famille est alors formée d’un seul polyndme non nul.
e Supposons le résultat démontré a l'ordre n —1 (n > 2), et soient ag,...,a, n+ 1 réels distincts. Soient
Ag, ..., An des réels tels que :

En dérivant cette relation on obtient : .
Y A(X—a)" =0 (2),
i=0

et en calculant (1) — (X —a,) x (2), ce qui permet d’éliminer le terme (X — a,)", on trouve :

n—1
Y Al(X —a)"— (X —an) (X —a)"" 1] =0
i=0

soit :
n—1
Z /\,‘(ﬂn — a,-)(X — LZ,‘)"il =0.
i=0

La propriété au rang n — 1 implique alors A;(a, —a;) = 0 pour tout i € [0;n — 1] d’ott A; = 0 puisque a, # a;.
Enfin, en remplacant dans (1) on obtient A, = 0. Finalement, tous les coefficients A; sont nuls, ce qui montre
que la famille ((X — u,-)”)o <i<y ©stlibre, et acheve la récurrence.
2) A laide d'un déterminant

D’apres la formule du bindme, pour tout j € [0;n] :
n = (n iyn—i
x-ayr =1 (1) '
i=

donc la matrice de la famille des vecteurs (X — aj)” dans la base (X”,X”_l, . ..,X,l) de R,[X], qui est une
matrice de type (n+1,n+ 1), s’écrit :

(—a)" o (—an)"

n
Le déterminant de cette matrice est égal a (H (7)) V(—ay,...,—ay) ot V désigne le déterminant de Vander-
i=0

monde.
Les a; étant distincts, ce déterminant est non nul, ce qui démontre que la famille des n + 1 polynomes (X — a;)"
est une base de K, [X].
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Exercice 18: (¥*x%)

Soient P et Q deux polyndmes non constants de C[X]. On pose : 2 = degP et b = deg Q.
Démontrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) la famille (P, XP,...,X""1P,Q,XQ,...,X*"1Q) est libre;
(i) il existe U,V € C[X]? avec degU < deg Q et degV < degP tels que UP+VQ =1;

(iii) P et Q n’ont pas de racine commune.

Q Solution:

(1) = (ii)

La famille donnée est une famille formée de a + b éléments de C,,, 1[X], qui est un espace vectoriel de
dimension a + b. Etant libre, c’est donc une base de C,,_1[X].

En particulier, il existe des scalaires (Ag,...,Ap_1) et (yo, ..., Ha—1) tels que

1=AP+MXP+ ...+ A 1 XU TP+ pg+ 1 XQ+ ... + 11 X710

b—1 . a—1 .
ce qui donne le résultatavec U = Y, ;X' et V=) u; X',
i=0 i=0
(i1) = (iii)
Si (ii) est vérifiée, P et Q ne peuvent avoir de racine commune « car on aurait alors
1= (UP+VQ)(a) = U(a)P(a) + V(a)Q(a) = 0.
(iii) = (i)
Supposons donc que P et Q n’ont pas de racine commune, et montrons que la famille donnée est libre.
S'il existe des scalaires (Ag,...,Ay_1) et (o, ..., ta—1) tels que

AP+ AMXP+ . 4 Ay 1 XPTWP g+ 1 XQ 4+ 11 XT1Q =0

b—1 . a—1 .
alors en posant U = Y. A; X' et V= Y u;X', ona UP 4+ VQ = 0. Pour toute racine « de P, d’ordre de

i=0 i=0
multiplicité k, on a (X — tx)k divise P donc divise UP donc divise VQ. a n’étant pas racine de Q, cela
implique que (X — )k divise V. Cela étant vrai pour toutes les racines de P, et P étant scindé, on en déduit
que P divise V. Mais degV < degP, d’ott V = 0. On en déduit que tous les y; sont nuls, et idem pour les
Aj.

Exercice 19: (x*)

Dans un K-espace vectoriel E, on considére une famille de n vecteurs, de rang r. On extrait de cette
famille une sous-famille de n’ vecteurs, de rang ’.

Montrer que : n —r > n' — ' (utiliser la formule de Grassmann).

Q Solution:

Soit (ey,...,e;) derang r, telle que (ey, ..., e, ) soit de rang +'. Notons F = Vect(ey, ..., e,), G = Vect(ey, ..., e,)
et H = Vect(e,ry1,...,en), de sorte que F = G+ H.

Or dimF = r et dimG = 7/,donc, d’apres la formule de Grassmann, r = ' + dim H — dim(G N H), donc
r < v +dimH. Mais H est engendré par n — n’ vecteurs, donc dimH < n —#n/, et I'inégalité demandée en
résulte.

Exercice 20: (¥*x%)

On se donne une subdivision xg =a < x; < xp < ... < x,; = b du segment [a;D].
Soit F (respectivement G) I'ensemble des applications (respectivement 1’'ensemble des applications
continues) f: [a;b] — R qui sont affines sur chaque intervalle ]xj; x|

Montrer que F et G sont des espaces vectoriels pour les lois usuelles et en donner la dimension.

Q Solution:

a) - Commengons par démontrer que F est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel A(I,R) des
applications de I dans R :

— F estinclus dans A(I,R) par définition;

- l’application nulle appartient a E, donc E est non vide;
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— si f et g sontdans E etsi A € R, f et g sont affines sur chaque intervalle ]x;;x;,1[ donc Af + g l'est
aussi, ce qui prouve que Af 4 g appartienta E.

— Soit f € E. f est entiéerement déterminée par :
— sa restriction aux intervalles de la subdivision : il existe des réels a; et b; pour 0 < i < n—1 tels que
pour tout x € ]x;; xj4q[ on ait f(x) = a;x + b;.
— et sa valeur aux points de cette subdivision : notons ¢; = f(x;) pour tout i € [0;n].
Cela suggere d’introduire les applications suivantes :
x six € |]xi;xi]
0 sinon

1 six € |x;xip]

—pourtoutie[[O;n—ll],soitoci:xe[a;b]b—>{ )
0 sinon.

et Bi:x €a;b] — {

1 six=x;
- pour tout i € [0;n] soit’yi:xe[a;b]H{ S% i
0 sinon.

Ces applications sont bien des éléments de E, et 'application f précédente peut s’écrire :

n—1 n—1 n
f=Y ami+ Y bifi+ ) civi-
i=0 i—0 i=0

Donc la famille des applications «;, B;, ¥; est génératrice de E.
— Cette famille est libre puisque, en reprenant les notations précédentes, si

n—1 n—1 n
Loai+ 3 bipi+ Y i =0,
i=0 i=0 i=0
alors, en prenant la valeur de cette application en chaque point x; on obtient ¢; = 0 puis sur chaque

intervalle on aura a;x + b; = 0 pour tout x € ]x;;x;,1[ ce qui entraine a; = b; = 0.
— Par conséquent, la famille formée des applications «;, B; pour i € [0;n — 1] et ; pour i € [0;n] est une
base de E ; E est donc un espace vectoriel de dimension finie, et dimE=n+n+ (n+1) =3n+1.
b) Déja, G = FN%(I,R) étant l'intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel de
A(LR).
En reprenant les notations précédentes, G est I’ensemble des applications de F dont la limite a droite et a
gauche en tout point x; (a droite seulement en a et a gauche seulement en b) sont égales a f(x;).

n—1 n—1 n
Si f= Y au;+ Y biBi+ ¥ civi, cela se traduit par les équations :
i=0 i=0 i=0

agxp + Bo = cg

apx1 + Bo =wx1 + P =

a1xy + B1 =axxy + B2 =0

Ky 2Xp—1+Pn—2 =0y 1X;-1+PBu-1 =Cyu_1

Ny 1Xp + ,anl = Cn
wixj + B = c;

Chaque systéme { est de déterminant non nul, ce qui permet d’exprimer les «; et les f;

iXip1 +Bi = cip

de fagon unique en fonction de ¢; et ¢;;1 (faire éventuellement les calculs...) ce qui permet donc d’exprimer
f en fonction seulement de n + 1 fonctions indépendantes et donc dimG =n + 1.

Autre solution : le systéme précédent est en fait formé de 2n équations d’hyperplans indépendantes, donc la
dimension de l'espace vectoriel des solutions est 3n +1 —2n = n 41 (voir cours sur les hyperplans).

Solution encore plus simple : pour tout i € [1;n] notons é; I'unique fonction continue et affine par morceaux
sur [a;b] telle que

(Sl-(xi) =1 et (SI(X]) :051]7&1

n

Alors toute fonction f € G s’écrit f = Y. f(x;)d;, donc (J;)p<i<n forme un systeme générateur de G et est
i=0

facilement libre, donc c’en est une base.

Somme de sous-espaces, supplémentaires (ex. 21 a 27)

Exercice 21: (%)
Soient F = {f € €}(R,R) | f(0) = f'(0) =0} et G = {x — ax+b, (a,b) € R?}.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de ¢! (R, R).

Q Solution:
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e Ne pas oublier de démontrer que F et G sont bien des sous-espaces vectoriels de ' (R,R) ! Ce n’est pas
bien difficile...

e Pour démontrer que ¢! (R,R) = F @ G on peut procéder par analyse/synthése.
~ Soit h € (R, R). S'il existe f € F et ¢ € G avec g(x) = ax + telles que h = f + g alors pour tout x € R
ona h(x) = f(x) +ax + b d’oti nécessairement b = h(0) — f(0) et, apres avoir dérivé, a = h'(0) — f/(0).
a et b sont donc déterminés de fagon unique, d’ot1 I'unicité de la décomposition. Cela prouve que la somme
F 4 G est directe.
— Soit maintenant & € ¢(IR,R). Posons g : x — (h'(0) — f'(0))x +h(0) — £(0) et f = h— g. Alors clairement
g appartient a G, et on vérifie aisément que f appartienta F.

On a donc trouvé f € F et g € G telles que h = f 4 g, ce qui montre que E = F + G, et achéve la
démonstration.

Exercice 22: (%)
Soit F = {f € A(R,R) | f(0) + f(1) = 0}.

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de A(R,R).

b) En déterminer un supplémentaire.

Q Solution:

a) L'application nulle appartient a F, etsi f, g € F alors pour tout scalaire A :

(Af+8)(0) + (Af +8)(1) = A(f(0) + £(1)) +8(0) +&(1) =Ax0+0=0

donc Af 4 g appartient a F.

b) Un supplémentaire en est (par exemple) le sous-espace vectoriel formé des applications constantes (méme
genre de démonstration que dans 1’exercice précédent).

Exercice 23: (%)
Dans R?* soient :
E = Vect ((0,1,0,2)) , F = Vect ((1,2,—1,0))
et G= {(x,y,z,t) e R ‘ x+2y—z—t:x—y—|—32—|—2t:0}.

Aton: RE=E®F®G?

Q Solution:

Soit ey = (0,1,0,2) et e; = (1,2, —1,0) des vecteurs de base de E et F resp.

On montre d’abord, par les moyens habituels, que G est le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs

es =(—5,4,3,0) et e = (—1,1,0,1) (ce qui prouve en méme temps que c’est bien un sous-espace vectoriel).

E, F, G sont supplémentaires si et seulement si (1, e, €3, ¢4) est une base de R* ce qui équivaut a rg(ey, ep, e3,e4) = 4
ou det(eq, e, e3,e4) # 0 : a faire.

Exercice 24: (%)

Soit E = %([0;1],R) et H = {fe E

/Olf(t)dt:O}.

Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E et en donner un supplémentaire.

Q Solution:

La vérification de H sous-espace vectoriel est triviale (soit en revenant a la définition, soit, mieux, en disant que

H est le noyau de la forme linéaire f +— fol )
On vérifie ensuite qu'un supplémentaire de H est, par exemple, formé de la droite des applications constantes.

Exercice 25: (%*)

Soit E = ¢ (R,R), Eg I'ensemble des applications constantes sur IR, E_ 1’ensemble des applications
de E qui sont nulles sur R_ et E; 'ensemble des applications de E qui sont nulles sur R .

Montrer qu’il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
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Q Solution:

e La vérification du fait qu'il s’agit de sous-espaces vectoriels est quasi immédiate : les trois ensembles sont bien
inclus dan sE, contiennent la fonction nulle et sont stables pas combinaisons linéaires.

e On procéde par analyse-synthese.
. Analyse
Si f € E s’écrit f = fy+ f1+ + f— (avec des notations claires) alors :

Vi 0, fx) = f-(x) + folx) et Vx<O f(x) = f2(x) + folx).

En particulier f(0) = fy(0) ce qui donne fy puisque cette application est constante, et les deux autres égalités
permettent de déterminer fi et f_.
Cela prouve l'unicité de l'écriture, donc que la somme des trois sous-espaces vectoriels est directe.

. Synthése
Soit f € E. On définit alors les trois applications :

<0
=0

VA

X
f(x)—£(0) six

Ces applications sont bien continues (il suffit de vérifier la continuité de f etde f_ en 0). Elles appartiennent
a Eyg, E4 et E_ respectivement, et sont telles que f = fo+ f+ + f—.
Cela prouve que E = Eg + E4 + E_, et acheve la démonstration.

S1

forxeR~— f(0) , f+:x€]R>—>{£(x)_f(0) Sli 8 et f:xe]RH{O

Exercice 26: (**)

Soit E = R, [X] (n € N*). Pour tout i € [1;#1] on note
FE={PecE|Vje[0;n]\{i}, P(j)=0}.

Montrer que les F; pour 0 < i < n sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Q Solution:

Chaque F; est une droite vectorielle, de base L; = [ [(X — ).

J#i
On vérifie alors que la famille (L;) est libre. Par suite c’est une base de E (n + 1 vecteurs en dimension n + 1), et
comme la réunion de bases des F; forme une base de E, on a le résultat.

Exercice 27: (¥*x%)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et F, G deux sous-espaces vectoriels de E tels que
dim(F) = dim(G). Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel H de E telque FO H=G®H =E
(on pourra procéder par récurrence sur n — dim(F)).

Q Solution:

Comme le suggere I'énoncé, procédons par récurrence (finie) sur p = n —dim F.

- Si p=0, F =G =E et un supplémentaire commun a F et G est {0}.

— Supposons la propriété démontrée a I'ordre p —1 > 0, et soient F et G deux sous-espaces vectoriels de
dimension n —p < n.
D’apres un résultat vu en cours, F UG ne peut étre égal a E (car FUG = E = F = Eou G = E ce qui est
exclu ici). I1 existe donc x € E tel que x ¢ F et x ¢ G. Les sommes F + Kx et G + Kx sont donc directes;
si on pose F' = F®Kx et G' = G®Kx, alors F’ et G’ sont des sous-espaces vectoriels de E de dimension
n—p+l=n—(p—1).
D’apres le résultat a I'ordre p — 1, il existe un sous-espace vectoriel H' de E telque E=F @& H' =G @ H'.
En posant H = H' @ Kx,onabien E=F® H = G® H, ce qui acheéve la récurrence.
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