FEUILLE D’EXERCICES N°7 — DERIVABILITE PSI* 22-23

EXERCICES : DERIVABILITEI

Fonctions dérivables (ex. 1 a 6)

[ Exercice 1: (») ]

Déterminer toutes les fonctions f dérivables de R dans R telles que

V(x,y) € R fx+y) = f(x)f ().

[ Exercice 2: (») ]

Soit f : [a;b] — R, dérivable, telle que f(a) = 0. On suppose qu’il existe k > 0 tel que :
Vx € la;b], |f (x)] <kf(x)]

Montrer que f = 0.

Indication : on pourra considérer la fonction g: x — (f (x))ze_Zk".

Exercice 3: (x%) ]

Trouver toutes les fonctions f: [0;1] — [0;1], dérivables, telles que fo f = f.

Indication : si f n’est pas constante, soit [a;b] = f([0;1]). Montrer que pour tout x € [a;b], f(x) = x,
puis en raisonnant par l’absurde, montrer que a =0 et b = 1.

[ Exercice 4: (xx) ]

Soit f: R — R, dérivable en 0, et telle que f(0) = 0. Déterminer :

n k 2n 1
fim, ) f (—) et Jfim ) f (k)
Applications :
. noo 1
n+k —
a) Calculer nlgl;lo ((kgle + ) n>.

n
b) Donner un équivalent quand 7 tend vers +oco de [] (n%+k).
k=1

[ Exercice 5: (xx%) ]

Soit f: R — R, continue en 0, telle que lirrb M
x—

Montrer que f est dérivable en 0, et calculer f'(0) en fonction de ¢ et k.
Traiter le cas k > 1.

= (, o k est un réel appartenant a |0,1].

Exercice 6: (x%) ]

Soit M: R — My, 4+1(R) une application de classe ¢ vérifiant
VteR, 'M(H)M(t) = I,

Montrer que, pour tout réel t, la matrice M'(t) n’est pas inversible.
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Dérivées successives (ex. 7 a 9)

[ Exercice 7: (») ]

1
x2 —2xcosa+1

Calculer la dérivée n-ieme en 0 de f: x —

[ Exercice 8: (xx) ]

Montrer que, si fu(x) = x"'In(1 +x) (n € N*), alors : f,gn)(x) =n-1)') i
= (1+x)

[ Exercice 9: (x*) ]

Soit f(x) = e .
a) Montrer que f(")(x) = ¢=*’P,(x), ot P, est un polynéme de degré .
b) En remarquant f'(x) = —2xf(x), établir que :
Vn>1, Pq(x) = —2xP,(x) —2nP,_1(x) et P)(x) = —2nP,_1(x).

o) En déduire une équation différentielle du second ordre vérifiée par P, puis (x**) une expres-
sion de P,.

Th. de Rolle. Th. des accroissements finis. Formule de Taylor-Young (ex. 10 a 19)

[Exercice 10: Th. de Rolle généralisé (x) ]

Soit f continue sur [a;+oco[, dérivable sur |a;+oo[, telle que Lnr f(x) existe et est égale a f(a).
X [ee]

Montrer qu'il existe ¢ € ]a;+oo[ tel que f'(c) = 0.
(Indication : considérer la fonction g définie sur [0; 5 [ par g(x) = f(a + tanx)).

[ Exercice 11: (») ]

En utilisant le théoréme des accroissements finis, calculer : 111_1: x? (ex —ex+l ) .
X—+00

Donnez une autre méthode pour calculer cette limite.

[ Exercice 12: (») ]

Soit f dérivable sur [0;1] telle que : f(0) =0 et f/(x) # 0 pour tout x € [0;1].
Montrer que f garde un signe constant sur [0;1]. (Rem : on ne suppose pas nécessairement f’
continue).

[ Exercice 13: (») ]

Soit f dérivable sur R4. On suppose f’ croissante et on pose g(x) = xf'(x) — f(x).

Montrer que ¢ est croissante.

[ Exercice 14: (x%) ]

| Soit P € R[X]. Montrer que, si, P est scindé sur R, il en est de méme de P’.
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[ Exercice 15: (x%*) ]

Soit f : R — R, dérivable, telle que thT f'(t)=CeR.
—+00
f(t)

Montrer que : lim —* = /. Réciproque?
! t—+oo t proq

[Exercice 16: (xx%) ]
Soit f € €*(R4,R), telle que tll)gl (f()+f'(t) =¢.

Montrer que thT f(t) = ¢ (on pourra s’inspirer des méthodes de résolution d’une équation
—+00

différentielle du premier ordre).

[Exercice 17: Formule des trapézes (xx) ]

Soit f de classe ¢ sur [a;b], & valeurs réelles. Montrer qu'il existe ¢ € ]a;b| tel que :

_ _ \3
£y = fa) + 52 (P @)+ £10) - L 000,

X—a .4 / (x_a)B N
5 (f'(a) + f'(x)) + A W , ol A est

Indication : considérer la fonction g: x — f(x) — f(a) —

un réel bien choisi.

[ Exercice 18: (xx) ]

Soit f de classe ¢ sur [a;b], & valeurs dans R. Montrer qu'il existe ¢ € ]a;b| tel que :

£8) = @)+ 50 @)+ £0) — Co () - ) + ),

Exercice 19: (x%) ]

Soient n réels a; < ap < ... <ay et f declasse €" sur [a1;a,] a valeurs dans R, telle que f(a;) =0
pour tout i.

Montrer que, pour tout x € [a1;a,], il existe ¢ € |ay ;a,[ tel que :

Flx) = (x—al)(x—az)...(x—an)f(n)@).

n!

Indication : considérer g: t — f(t) — A(t —ay)(t —ap)...(t —a,) oit A est choisie telle que g(x) =0
lorsque cela est possible.
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