FEUILLE D’EXERCICES N°8 — REVISIONS SUITES NUMERIQUES PSI* 22-23

EXERCICES : SUITES NUMERIQUESI

Ftude de suites réelles (ex. 14 9)

[ Exercice 1: (») ]

Soit (#y)peN une suite a valeurs dans Z.

Montrer que (u,) converge si et seulement si (u,) est stationnaire.

[Exercice 2: Limite de la partie entiére (x) ]

| Soit (un)sen une suite réelle convergent vers ¢ € R. La suite (|uy]),cn est-elle convergente ?

[Exercice 3: Regle de d’Alembert pour les suites (%) ]

a) Soit (uy)yeN une suite & valeurs réelles strictement positives. On suppose qu'il existe k € [0;1]
Un+1

tel que, a partir d’un certain rang, on a < k. Montrer que liIE u, = 0.
—r+00

Up n

: PN £ . . . u
b) Soit (u,),eN une suite a valeurs réelles strictement positives telle que hIE 4L — e [0;1].
n— 00

Un
Montrer que lim u, = 0.
n——+00
Exercice 4: Somme de parties entiéres (x) ]
a) Soit x € R. Etudier la limite de la suite (u,),en+ de terme général :
lx] 4+ [2x] 4 - - - + |[nx]
Uy = 5 :
n
b) En déduire que tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels.
Exercice 5: (xx)
1x3x5x%x...x (2n—1)
Pour n € IN* Uy =

out Of pOSe tn 2x4x6X...%x(2n)

a) Exprimer u, al'aide de factorielles.

b) Montrer que la suite (u,) est convergente.

¢) Soit v, = (n+ 1)u?. Montrer que la suite (v,) converge. Que peut-on en déduire pour

Iim wu,?
n——+oo
d) On note a = lir}: vy . En étudiant la suite (nu2), montrer que a > 0.
n——+oo

Exercice 6: (x)

a) Montrer que pour tout entier n € IN* : <In(n+1)—1In(n) <

S|

n+1

—In(n) est convergente.

==

n
b) En déduire que la suite de terme général : u, = ) _
k=1

La limite de cette suite se note traditionnellement vy, et s’appelle la constante d’Euler.

[Exercice 7: (%)

Soit k € IN, k > 2. En utilisant une comparaison a une intégrale, montrer que la suite de terme
1 1

snéral 1. —
général uy, T +

—— + . - - 4+ — est convergente et donner sa limite.
n+42 + + kn &
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Exercice 8: Encore des sommes (xx)

n 1 n (_1)]{71

Pour tout n € N, on pose : S, = kgl p— etS), = kgl p

/P“ dx 1 /P dx
P X P p—1 X

b) Etablir que S, = S,,. En déduire la limite de (S},).

a) Etablir que pour tout p > 1,

En déduire la limite de (Sy,).

[Exercice 9: Théoreme de Cesaro (xx*) ]

Soit (u;) une suite de nombres réels convergeant vers ¢ € RR.

n
Soit (a,) une suite de réels strictement positifs telles que hIE < Yoa k> = 400 (autrement dit, la série
n—+00 \ =1

de terme général a, diverge).

n
Y gy
Montrer que la suite (v,) définie par: v, = k:i converge aussi vers /.
L ak
k=1
n
Y uk

converge aussi vers £.

En déduire que la suite (w,) définie par : w, =

Suites définies par une relation de récurrence (ex. 10 a 12)

Exercice 10: (xx) ]

Ftudier les suites réelles (u,) définies par :

4 —12
a) uy1 = +/5+4u, b) u,.1 =5 —4uy, Q) Uyl = 3 I
1—u? .
d) Upy1 = H——u; e) Upir1 = Slrl(zun) ) Upt2 = /UnUpt1
n

Exercice 11: (»)

On considere la suite réelle (u,),cn définie par :

n
ug >0 et VneN, = | Y .
k=0

a) Trouver une relation de récurrence simple entre u, et u, 1.

b) Montrer que lim u, = +oo.
n—r+400

. Upt1 . . 1
c) Montrer que lim —1 =1 puis que lim (u —Uy) = =.
) q n—+eo Uy puisq n—>+oo( n+l ") 2

d) (x%) En utilisant le théoréeme de Cesaro, donner un équivalent de u, lorsque n — +oo.
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Exercice 12: (x+) ]

Ftudier les suites réelles (1) et (v,) définies par :

u; g
1. u = v = 0<uyg<muog) .
n+1 Uy + 0 ’ n+1 Uy + 0 ( 0 0)

n

A 0%
Endedulre.nlglgo(l—[(1+k ) (0<k<1).

p=0
Up + Uy
2. Uy = 5 Un41 = /UnUn (0 < up < ).
Uy + Uy
3. Uy = > Vpi1 = J/Up1on (0 <up < 1p).

On montrera que les deux suites convergent vers la méme limite ¢, que 1’on exprimera a 'aide

de 6 = arccos (@> .
v

0
Up + On

4. Up1 = /UnUn Unt1 = 5 (0 < up <)

2u, +v Uy +2v
5. Upy1 = % Upt1 = % (0 <up < ).

Uy 2 1
6. = — —_— = — 2 , > 0

Unt1 = > + o Upt1 2, + 20, (uo, vo )

Suites complexes (ex. 13 2 17)

[ Exercice 13: (xx) ]

a}’l

Soit a € C, |a| # 1. Etudier la suite de terme général u, = DT axa)

[ Exercice 14: (xx) ]

(zn + |zal) -

NI~

| Etudier la suite complexe (z,)définie par la relation de récurrence : z,,1 =

[ Exercice 15: (») ]

a) Montrer que la suite (z,),en € CN définie par: Vn € N, z, = e, diverge.

b) En utilisant la formule donnant cos(n + 1) montrer que si la suite (cosn),en converge, il en est
de méme de la suite (sinn),eN.
Montrer de méme que si la suite (sinn),en converge, il en est de méme de la suite (cosn),eN .-

o) En déduire que les deux suites (cosn),ecn et (sinn),cN divergent.

d) Généraliser aux suites (cosnf),en et (sinnf),en ot & € R (on sera amené a distinguer le cas
particulier 6 = 0 (mod 7)).

[ Exercice 16: (xx) ]

a) Etudier la suite réelle définie par ag =0 et a,11 = 411 +a? pour tout n € IN.

b) On note maintenant v la suite complexe définie par v9 = 0 et v,;1 = A+ v% ou A € C et
Al <1
i) Montrer que: Vn € N, |v,] < |ay]|.

ii) Etablir que Vn € N |0,11 — 0n| < |aps1 — anl-

iii) En déduire que (v,) est convergente. Déterminer sa limite.
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[ Exercice 17: (xx) ]

z n
| Soit z € C*. Calculer lim (1 + —)
n—oo n

Ftude de racines d’équations. (ex. 18 a 21)

[ Exercice 18: (xx%) ]

a) Montrer que I'équation tanx = x posseéde pour tout entier n € Z une unique solution notée x;
dans l'intervalle |nm;nm+ 5.

1
b) Former le développement asymptotique de x;, lorsque n — +co0, a la précision el

Exercice 19: (xx%)

On désigne par x, la racine réelle de I'équation : x +Inx =n (n € IN*).

Justifier 1'existence de x,, et donner un développement asymptotique a deux termes de x, quand
n — +oo.

[ Exercice 20: (x%+) ]

On désigne par x, (n > 3) la racine de 'équation : x" —nx+1=0, x € |0;1].

Justifier 1’existence de x,, et donner un équivalent de x, quand n — +oo.

[ Exercice 21: (x%+) ]

Montrer que I'équation x” + x —1 =0 (n € IN*) admet une et une seule solution positive, noté u;,.

. In(n
Montrer que lim u, =1letque 1 —u, ~ () .
n— 400 n—+oco 1N

Exercices — © T.LEGAY - Lycée d’Arsonval 4/4 15 octobre 2022



