FEUILLE D’EXERCICES N°8 — REVISIONS SUITES NUMERIQUES PSI* 22-23

EXERCICES : SUITES NUMERIQUES, AVEC CORRIGES I

Ftude de suites réelles (ex. 14 9)

Exercice 1: (%)

Soit (#y)pen une suite a valeurs dans Z.

Montrer que (u,) converge si et seulement si (u,) est stationnaire.

Q Solution:

. . .. 1
Notons ¢ = h_r>n uy. Par définition de la limite avec ¢ = % : Jng € N tel que Vn = ng, |lup— 4| < 5 et
n o0

1 1
comme 1, est entier et qu’il n'y a qu'un entier strictement compris entre ¢ — 2 et {+ 5 (un) est stationnaire.

Exercice 2: Limite de la partie entiére (x)

Soit (un)neN une suite réelle convergent vers ¢ € R. La suite (|u,]),cp est-elle convergente?

R Solution:
La réponse est oui si | | est continue en ¢, c’est-a-dire si ¢ non entier. Cela peut étre faux si ¢ est entier :
—1)"
considérer par exemple la suite donnée par u, = (n +)1 .

Exercice 3: Regle de d’Alembert pour les suites (x)
a) Soit (u,),eN une suite a valeurs réelles strictement positives. On suppose qu'il existe k € [0;1]

u )
"+l < k. Montrer que lim u, =0.
Uy n— 400

tel que, a partir d’un certain rang, on a

b) Soit (un),eN une suite a valeurs réelles strictement positives telle que 11111 Z—H =/0e0;1].
n—+00 n

Montrer que lim u, = 0.
n—r 400

R Solution:
a) A partir de l'inégalité uZH < k pour n > nyg, il est facile de déduire par récurrence que u, < k" ~"u,, pour
n > ng. Puisque k € [0;1], lirE k"~ =0, d’ou le résultat par le théoréme d’encadrement.
n—-+oo
b) En appliquant la définition de la limite avec ¢ = %, on obtient qu’a partir d’un certain rang on a
{41
% < % < 1 et on applique le résultat précédent.
n

Exercice 4: Somme de parties entiéres (x)

a) Soit x € R. Ftudier la limite de la suite (uy),eN+ de terme général :

o [x]| + [2x] —|—2~-~+Lnxj.

b) En déduire que tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels.

R Solution:
Par un béte encadrement (en utilisant 2 — 1 < |a] < a pour tout réel a), et en utilisant la formule bien connue :

n
1
Zk: M,ontrouve: lim u, = f.
] 2 n—o0 2
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FEUILLE D’EXERCICES N°8 — REVISIONS SUITES NUMERIQUES PSI* 22-23

Exercice 5: (xx)

1x3x5x%x...x (2n—1)
2x4x6X...x(2n)
a) Exprimer u, al’aide de factorielles.

Pour n € IN* on pose u, =

b) Montrer que la suite (u,) est convergente.

) Soit v, = (n+ 1)u?. Montrer que la suite (v,) converge. Que peut-on en déduire pour
Iim wuy,?
n——+oo

d) On note a = lir_{l v, . En étudiant la suite (nu2), montrer que a > 0.
n—-+0o0o

Q Solution:

a) Calcul classique a savoir faire : on multiplie numérateur et dénominateur par < ce qui manque > pour obtenit
(2n)! au numérateur :

Ix3x5x...x(2n—1) 1x2x3x4x5x...x(2n—1)x2n

Uy =
" 2x4%x6x...%x(2n) (2><4><6><...><(2n))2

Ensuite on remarque que

2Xx4X6X..x(2n)=2x1)Xx(2x2)x(2x3)x -+ x2xn)=2x2%X---x2)X (I x3%X---xn)
et finalement :

(2n)t  (2m)!

(2mn1)? 22 (n!)?

b) On calcule Hnt1

pour prouver que (i),eN est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge.
Un

Unt1
Un

¢) On calcule pour prouver que (vy),eN est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge. Puisque

(Y . . . .
u2 = —"_ onendéduit lim u2 =0 puis lim u, =0.
n+1 n—+oo n—+oo
d) Si on pose w, = nu? on trouve maintenant Dntl 5 1. La suite (wy) est donc croissante; de plus,
Wn
lirE (0 —wy) = lirE u% =0, les suites v et w sont donc adjacentes.
n— 400 n—r—+00

On en déduit : Vn € IN, w, < a < vy, ce qui implique I'inégalité demandée.

Exercice 6: (%)

1

a) Montrer que pour tout entier n € IN* : o

<In(n+1)—In(n) <

S

n
1
b) En déduire que la suite de terme général : u, = ) _ P In(n) est convergente.
k=1

La limite de cette suite se note traditionnellement vy, et s’appelle la constante d’Euler.

Q Solution:

Corrigé en classe, a savoir parfaitement.

Exercice 7: (%)

Soit k € IN, k > 2. En utilisant une comparaison a une intégrale, montrer que la suite de terme
1 1

général u, = +

1 .
+ - - - + — est convergente et donner sa limite.

n+1 n+2 kn

Q Solution:

Utiliser 1'inégalité de 1’exercice précédent, et sommer. La limite cherchée vaut In2.
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Exercice 8: Encore des sommes (x*)

Pour tout n € N, on pose : S —i L etS’—£7<_l)ki1
POMPOSEE I = B Tk ST T ek

a) Etablir que pour tout p > 1,
pldx 1 P dx
[ S<o< [
P P Jpr X

b) Etablir que S, = S,,. En déduire la limite de (S},).

En déduire la limite de (Sy).

Q Solution:

a) e C’est un encadrement classique, a savoir faire proprement.
. 1 .
La fonction x — — est décroissante sur R*_, donc
X

1 1

puis en intégrant cette inégalité sur le segment [p;p + 1] on obtient :

p+1 p+1
Jp X p P P

1 . . .
De méme, pour tout x € [p—1;p] (avec p > 1)ona — < e et en intégrant cette inégalité entre p — 1 et p

==

on obtient alors 1’autre partie de 1'inégalité demandée.
e Pour n € IN* et k € IN* on a donc

n+k+1 dx 1 ntk  dx
[ << T
n+k x n+k n+k—1 X

et en additionnant ces relations pour 1 < k < n et en utilisant la relation de Chasles :

2n+1 dy 2n dx
[ s, [
n+1 X n X

n 2n+1 <s
n+1 "

et par théoreme d’encadrement on en tire : hrf Sy =1In2.
n—-+oo

soit :

VA
—
=
VN
2| R
~_

b) En séparant les termes d’indices pair/impair on peut écrire :

n 1 2n 1 1n 1 1 1n 1
S e R M D IE- LB D o
n pzlzp—l o 2p p:12 — szlp
et on a aussi :
n 1 2n 1 no1 n 1 2n 1 "1 n 1M1 "1
S, = - i _— — - Y 2y =
T EE T Hp gp (,;12;?—1 22) gp (,,_12P 22?) p;p

donc on a bien S}, = S,.

1
, . 12 _ . / _ / . . 12 _ .
I en résulte que nl_l)l’iloo Sy, = In2, et puisque S5, ; = 55, + 2p 1 On @ aussi nl_l)l’iloo Sope1 = In2, et il

résulte alors d’un résultat du cours que la suite (S5,) converge vers In2.
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Exercice 9: Théoréme de Cesaro (xxx)
Soit (u,) une suite de nombres réels convergeant vers ¢ € R.
Soit (a,) une suite de réels strictement positifs telles que nlgrﬂw (ké ak) = +oo (autrement dit, la série
de terme général a, diverge).

n
Y agug

Montrer que la suite (v,) définie par: v, = converge aussi vers £.

En déduire que la suite (w,) définie par: w, = k converge aussi vers /.

R Solution:
Soit € un réel strictement positif fixé. Par hypothese :

HnOGIthVnelN,n}no:\un—€|<f

2
n n no—1 n
L agug Coag(ue =€) ¥ ap(up—0) k): a(ux — )
k=1 k=1 k=1 =n
Pour n > ng,ona vy, — £ = —, —{= 7 = - + On
Lk L ak L ak L ak
k=1 k=1 k=1 k=1
d’ot, en utilisant I'inégalité triangulaire et le fait que les a; sont positifs :
no—1 n ng—1 n e no—1
L oaklu—t L agfue =% a jug — ] RIS a |u — £
k=1 =1, k=1 =n k=1
lon — £] < 0 +— < 0 + < 0 +5
Y ag ¥ r ax Y g Y ak
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
71071

Or le premier terme de cette derniere somme tend vers 0 quand n — oo, puisque le numérateur Y, ay 1y — ¢
k7

n
ne dépend pas de n et que le dénominateur ) a; tend vers +co par hypothese. Il existe donc un entier n; (que
k=1

s fae L €
I'on peut supposer > ng) tel que, pour n > ny, ce terme soit inférieur a 5
=

Finalement, pour #n > 17 on aura |v, — {| < ¢, ce qui donne le résultat annoncé.

Suites définies par une relation de récurrence (ex. 10 a 12)

Exercice 10: (%*)

Etudier les suites réelles (u,) définies par :

4 — 12
a) uy1 =5 +4uy b) u,11 = /5 —4uy Q) Uyl = 3 1
1—u? .
d) = H—ug e) uy 1 = sin(2uy) £) upo = \Suniyi1
n
D Solution:

a) Il est clair qu'il faut supposer ug > —% ; ensuite, si cette condition est respectée il est facile de montrer par

récurrence sur n que u, existe et est positif pour tout n € IN*.

Posons f(x) = /5 +4x pour x > —3. Pour x <0, f(x) —x est positif, et pour x > 0, le signe de f(x) —x

est le méme que celui de (v/5+4x —x)(vV/5+4x +x) = —x2 +4x+5= —(x —5)(x +1).

Onadonc f(x) =x < x =5cet f(x) —x > 0 <= x < 5. Il est alors facile de conclure, en utilisant la

croissance de f :

- Si uy < 5, alors u; = f(ug) < f(5) = 5 et on a facilement par récurrence u, < 5 pour tout n. On en
déduit f(u,) — un = 0, donc la suite u est croissante.
Etant croissante majorée par 5, elle converge, vers un réel ¢ solution de '’équation ¢ = f(¢) (car f
continue), c’est-a-dire ¢ = 5.

— On montre exactement de la méme fagon que, si 1y > 5, la suite u est décroissante minorée par5, et
converge encore vers 5.
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b) Soit f: x — /5 —4x pourx < %. Un graphique vite fait n’est pas inutile pour comprendre :

2.0 A
y=x
1.5
1.0
0.5 A
3.0 —25 —-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
—0.5

11 est clair qu'il faut ug < %.

Si ug = 1 la suite est constante; on exclura ce cas par la suite.

— On résout I'équation f(x) = %, on trouve x = 2—2. Donc si ug < 2751, alors uy > % et la suite n’est plus

définie ensuite.

Supposons donc ug € [% ; %] \ {1}. Si la suite u était bien définie, elle resterait dans 'intervalle [% ; 5] .

Or f'(x) = V5 ix

finis implique alors

, donc pour tout x € [g—i;%] S (x| =

f <g—i> ‘ = §, et'inégalité des accroissements

8
Vi €N, |upsr =1 = |f(un) = F)] > 2 |un — 1]

8 n
ce qui implique par récurrence : |u, —1| > (5) | — 1.

On aurait ainsi lim |u; — 1| = 400, contradiction.
n—+oo

En conclusion, sauf dans le cas ug = 1, les u, ne sont plus définis a partir d"un certain rang.

42
O Soitf:x € R s %

ne détaille pas et je suppose que tous les résultats que 1’on peut lire sur le graphique ci-dessous ont été
rigoureusement démontrés.

- L'étude de f, ni celle du signe de f(x) — x, ne sont pas bien compliquées, je
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A
1 .
—6 -5 44 -3 -2 -1
_1 p
_2 p
_3 p
................................ ‘._.4.“
f )
=X
A

Distinguons les cas.

— Si ug = —4 ou uy = 1, la suite est constante.

— Cas oit ug € |—o0; —4]

L'intervalle |—oo; —4][ est stable par f, et sur cet intervalle on a f(x) < x. On aura donc f(u,) < uy c’est-
a-dire u décroissante (strictement). Si elle était minorée, elle convergerait vers un réel ¢ tel que f({) = ¢
(car f continue), et ¢ < upy < —4, c’est impossible.

La suite u étant décroissante non minorée diverge alors vers —co.

— Cas ot ug € [4;+00]

Si ug = 4 alors u; = —4 et la suite est stationnaire.

Si ug > 4 alors u; < —4 et on est ramené au cas précédent : lil’E Uy = —00.
n—r+00

- Cas ott ug € |—4;0]

Sur l'intervalle |—4;0[, qui n’est pas stable par f (car f(]—4;0[) = }—4; 3 [), ona f(x) > x, donc tant
que les u, restent dans cet intervalle, la suite est croissante. Mais cela ne peut se produire indéfiniment, car

sinon la suite, étant croissante majorée, convergerait vers un point fixe de f situé dans l'intervalle [u;0],
etiln’y en a pas.

11 existe alors un rang ng tel que uy, € [0 ; %] et on est ramené a un cas étudié plus loin.

— Cas ol ug € ]2;4]

Alors 1y € |—4;0[ et on est ramené au cas précédent, et ensuite au cas suivant.

— Dernier cas : up € [0;2]

Alors uy € [0 ; %] , qui est un intervalle stable par f, donc pour tout n > 1 ona u, € [0 ; %] .

: .4 1y — _2x 03] _ 8
Ensuite on remarque que f est contractante sur [0, 3] ,car f'x) = —% donc ||f'|| [oo 5] = § - En reprenant
alors la méthode vue en cours (mais a savoir refaire complétement), on montre que la suite 1 converge vers
1.

Je vous laisse le soin de conclure en résumant tous ces différents cas.

1—x2
1+ x2

d) Soitf: x e R+— - L'étude de f n’est pas bien compliquée, et permet d’obtenir le graphique ci-dessous.
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Ay

| A

y=x

Déja, puisque f est définie sur R, la suite u est bien définie.
Pour tout ug € R, ona uj € |—1;1] puis up € [0;1]. On étudie alors les différents cas.

— Si up = 0 (ce qui correspond a u; = 1 soit uy = 0), on a uy, = 0 et up,1 = 1 pour tout n. La suite u
diverge donc.

— Si up =1 (ce qui correspond a u; = 0 donc ug = £1), on a uy, = 1 pour tout n € N* et up, 1 =1 pour
tout n. La suite u diverge donc.
— Supposons donc up € |0;1[ c’est-a-dire ug ¢ {—1,0,1}. On a alors u, € |0;1[ pour tout .

3 2
+x+x—1
On calcule : —x=-"—-7"
n calcule : f(x) —x T2

croissante de R sur R ; elle s’annule donc une fois et une seule en un point ¢ € ]0;1[ (la valeur exacte de

! est % (u - % - 1) avec u = V17 4+ 3v/33, et £ ~ 0.54, merci MAPLE®).

On calcule alors f/ (¢) = —1,3, f n’est donc pas contractante au voisinage de ¢... donc on applique la
méthode classique.

- La fonction x + x3 + x% + x — 1 est une bijection strictement

On calcule :

52 ) 2)\2

1y (12
1+ x2
x(x* —2x+1)  x(1—-x)(x3+x%2+x—1)

14 x4 - 14 x4

Sur ]0;1[ x(1 — x) est positif donc fo f(x) — x est du signe de x> + x? + x — 1 donc du signe de x — £.
On a donc les cas suivants :

— Si uy = ¢ (etalors ug = uq = £), la suite est constante.

- Si uy € 10;¢[, alors fo f(uz) < up cest-a-dire uy < up donc par récurrence la suite (up,) est
décroissante; de plus, la relation up,4o < Uy, implique f(uzy42) > f(u2,) puisque f est décroissante
donc la suite (u3,41) est croissante; enfin, uy < { = uz = f(up) > f(¢) = ¢ ; par récurrence on a que
les uy, restent dans l'intervalle [0;uy] et que les up,41 restent dans l'intervalle [usz;1] C |¢;1].

D’apres le théoréeme de la limite monotone, ces deux suites convergent, vers un point fixe de f o f c’est-
a-dire 0, 1 ou /. Compte tenu des encadrements précédents, ona lim uy, =0et lim up, ;1 =1,et
n—r+oo n—r+oo

par conséquent la suite u diverge.
— On traite de fagon similaire le cas up € J¢;1].

En résumé : la suite u converge si et seulement si 1y = £ ; sinon, I'une des deux suites extraites (u,) et
(42n41) converge vers 0 et 'autre vers 1.

e) Pour tout 1y € R ona uy € [—1;1]. De plus, quitte a changer la suite u en —u, on peut supposer u; € [0;1].

Sur l'intervalle [0;1], stable par la fonction f: x — sin(2x), cette fonction f n’est pas monotone... Une figure
peut aider a voir ce qui se passe :

Exercices — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 7/14 27 novembre 2022



FEUILLE D’EXERCICES N°8 — REVISIONS SUITES NUMERIQUES PSI* 22-23

~
\ A

1.0 15

L'étude de la fonction g: x — sin(2x) — x donne le tableau de variations suivant :

x |0 %Arccos(%) 1
g 0/ SNsin2-1

et permet de montrer que sur I'intervalle ]0;1], la fonction f admet un unique point fixe £, compris entre I
et 1 (£~ 0.95 par MAPLE®).
On peut maintenant discuter :

— Si uy =0 (c’est-a-dire si ug € wZ), alors u, = 0 pour tout n € IN*.

- Si u; € ]O; %] , alors il existe un rang ng tel que uy,, > % ; en effet, par I'absurde, si u, restait dans
l'intervalle |0; 7], elle serait croissante (car f(x) > x sur cet intervalle d’apres I'étude précédente), et
majorée par 4, donc convergerait vers un réel ¢’ appartenant a l'intervalle [uq; ] tel que f(¢') = ¢/, il
n’y en a pas.

Donc il existe un rang ng tel que uy, € [F;1]. Puisque l'intervalle [7 ;1] est stable par f (en effet,
f(F)=1et f(1) =sin2~ 091 > §), onaura u, € [§ ;1] pour tout n > ny.
Mais sur l'intervalle [§;1] la fonction f est contractante (car [f'(x)| = [2cos(2x)| < [2cos2| ~ 0.83),

donc en reprenant la méthode vue en cours (mais a savoir refaire completement), on montre que la suite u
converge vers £.

En conclusion :
- si ug € mZ, la suite est stationnaire et converge vers 0 ;
— si sin(ug) > 0 la suite converge vers £ ;

— si sin(ug) < 0 la suite converge vers —/.

f) L'énoncé n’étant pas tres précis, on supposera i et uj positifs. Ainsi, tous les termes de la suite existent et
sont positifs.
De plus, si 1y ou u; est nul, la suite est constante égale a 0, cela n"a pas d’intérét. On peut donc supposer g
et 1 strictement positifs, et ainsi on aura u, > 0 pour tout n.

La relation de récurrence équivaut alors a :

1 1
In(upi2) = 5 In(uyy1) + 5 In(un)

et en posant v, = In(u,) on est ramené a une banale récurrence linéaire d’ordre deux que je vous laisse
résoudre.
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Exercice 11: (%)

On considere la suite réelle (u,),cN définie par :

n
ug >0 et VneN, uq =] Y, .
k=0

a) Trouver une relation de récurrence simple entre u, et u, 1.

b) Montrer que lim u, = +oo.
n—r+00

. Upt1 . . 1
¢) Montrer que lim —L —1 puis que Lm (u,41 — ty) = =.
) que A0 Uy pusq n—>+oo( e 2 2
d) (x%) En utilisant le théoréeme de Cesaro, donner un équivalent de u, lorsque n — +oo.

Q Solution:
a) Upp1 = Vgt uz.

b) Directement d’aprés la relation ci-dessus, u,41 > u,. La suite u est croissante; si elle étail majorée, elle
convergerait vers un réel ¢ > uy > 0 tel que £ = /£ + (2, c’est impossible (la derniére équation n’ayant que
¢ = 0 comme solution).

Etant croissante non majorée, elle diverge vers +oo.

. . 1 u / 1
¢) Puisque u,; >0 et lim —:0,ona"—+1: 1+— — 1
n—r+00 Uy Up Uy n—+oo

1 1
Puis U1 — iy = Uy (1 /1+ i 1) — =, en utilisant I'équivalent bien connu 1+ x —1 ~ X
n

n—+oo 2 x—02

d) En utilisant alors le théoreme de Cesaro, on a que le rapport

Un —Uo _ (g —tp_1) + (p—1 —up_2) + - - -+ (ug —up)
n n

. 1 n
tend aussi vers - quand n — +co, donc u; ~ -
2 n—+oo2

Exercice 12: (%*)

Ftudier les suites réelles (u,) et (v,) définies par :

2 2
n n

Uy + vy Uy + Up

u (%

1. Uy = ; Opyl = (0 < Uy < 00) .

n
11 op
En déduire : lim (plzlo(l +k7)) (0<k<1).

Up + Uy
2. Uy = — Upi1 = /Up1on (0 <up <vp).

On montrera que les deux suites convergent vers la méme limite ¢, que 'on exprimera a l’aide

de 6 = arccos (@> .
v

0
Up + On

3. Upt1 = /UnTn Unt1 = T (0 < up <o)

2u v u 2v
4. Mn+1=$ Un-&-l:% (0 <up < vp).

u 2 1
5. Upyt1 = 771 T Unt1 = 5 + 20, (19,09 > 0)

n n

& Solution:

1. Déja on montre par récurrence facile que u, et v, sont strictement positifs pour tout 7, et cela prouve en
méme temps que les définitions ont bien un sens puisque le dénominateur u, 4 v, ne s’annule pas.

On a pour tout 7 :

2 2
Upyq — Opyq = "y
- — Un n

n+ n+ Un + On
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donc la suite u — v est constante : Vn € N, u, — vy, = ug — 0.
2 2}1
U u B} u u
De plus, pour tout n on a “ntl (—") donc par récurrence : L = (—0) - En notant k = Z—g (avec

Un+1 Un Un 20
0 < k <1 compte tenu des hypotheses) on a donc, pour tout entier # :

Uy — Uy =Uy—0y et U= vk = (up —ug+ vo)kZ'1

(vo — ug)k*
1— k%
En reprenant les relations précédentes :

n n n n
[T0+#)=T] (1 + Zf) B b

d’ot1 'on tire u, = puis lim u, =0 puis lim v, =9y — uyp.
n—+oo n——+0o

p=0 p=0 p=0 Up p=0 p+1  Un+1
donc
n
. (%) 1 1
lim 1+k%) = = = .
p—>+oo;£[O( ) v — Ug -% 1-k

2. Déja on montre par récurrence facile que u, et v, sont strictement positifs pour tout 7, et cela prouve en
méme temps que les définitions ont bien un sens.
e Démontrons déja par récurrence sur n que u, < v, pour tout n.

— Par hypothese, la propriété est vraie pour n = 0.

— Supposons la vérifiée au rang n, c’est-a-dire u, < vy, alors:

_On —Upyl Up — Un
_ — /o _Tn7Wn
Vnt1 = Unt1 = /U1 ( = Vnt1) = Vg1 \/— m Up+1 2(v/on Toi1) ;

R

ce qui établit le résultat a 'ordre n + 1, et acheve la récurrence.

. Op—u . . .
e On en déduit, pour tout n : 1,11 —uy = % > 0, donc la suite u est croissante (strictement).
. . Uy — 0 L .
Et aussi 0,41 — Un = /O (\/Uns1 — +/0n) est du signe de u, 11 — v, = % , donc est négatif, et la suite
v est décroissante (strictement).
e Ainsi, pour tout 7 :
O<uy<---<up<vy,<---<1y

donc la suite u est croissante majorée par vy, elle converge vers un réel ¢, et la suite v est décroissante

minorée par u, elle converge vers un réel ¢'.
/

En passant a la limite dans la relation de récurrence, ona ¢ = ,donc ¢ = {', et les suites sont adjacentes.

e Posons alors 6 = arccos (?) , ce qui a bien un sens puisque 0 < %2 <1 (et 6 € |0; 5 ]).
0

o
1+ 3 1 0
% ) = ZJ()% = vy cos? (%) et v1 = /U199 = vy Cos ( ) (tout est positif).

On a ul—vo(
1+cos<%>

. U +0; 0 0 2(8 0 0
Puis up = ———— = vgcos <§> 2 = Up cos <§> cos <1> et vp = /U] = Upcos <§) cos <1>.
Je vous laisse le soin de démontrer proprement par récurrence que 1’on a, en particulier :

n 0
vn € N*, v, :voklj[lcos (?) .

Pour simplifier cette expression, il y a une astuce! Cela consiste a multiplier v, par sin on )i en ef-

; 6\ . 0\ 1. 0 d 0\ 1 . 6 v dédui
et, cos on ) sin| 5 | = 5sin T onc vy sin ) = Evn,lsm T et 'on en déduit par

récurrence :

0 1
Vn €N, v,sin (2”) = Z—HUOsme

. .. v sin 6 L. . .
Puisque 0 € ]0 ; % [, on peut diviser : v, = 0 , et compte tenu de I'équivalent célebre : sinx ~ x,
2" gin (29,,> =0
on en tire )
sin 6
{=0v9g——

3. Moyenne arithmético-géométrique, traitée en classe.
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Un — Un

4. vy — Uy = donc facilement par récurrence, v, > u, pour tout n.

On en déduit immédiatement u, 1 —u, > 0 et v, — vy, < 0 :la suite u est croissante et la suite v
est décroissante. La relation précédente montre aussi que la suite v — u est géométrique de raison %, elle
converge donc vers 0, et les deux suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite £.

Enfin, on remarque que u;,41 + v,41 = Uy + vy, la suite u + v est donc constante, égale a 1y + vg, d’ott
Uy + vp
=205,
2
5. Déja on montre par récurrence facile que u, et v, sont strictement positifs pour tout #, et cela prouve en
méme temps que les définitions ont bien un sens puisque les dénominateurs ne s’annulent pas.

On a évidemment v,,,1 — v, > 0 : la suite v est croissante. Si elle était majorée, elle convergerait vers une
limite ¢, on aurait £ > vg > 0 et la suite (— serait convergente vers —¢ < 0, c’est impossible.

Un ) neN
Donc la suite v est croissante non majorée, elle diverge vers +oco.

On remarque ensuite que

Uy 10 = u—"—&—i L—1—20 *H—&—uv—&— !
n+19n+1 — 2 On 2, n| = 4 nOn unvn.

La suite w = uv vérifie donc la relation de récurrence w,,1 = 14—7 + wy, + wi ; elle est donc croissante, et ne
n

peut converger puisque I'équation x = 14—7 +x+ % n’a pas de solution positive. Elle diverge donc vers +oo,
autrement dit: lim u,v, = +oo.
n——+oo
Un+1

1 2 1
On en déduit que —— = - + — =
Uy 2 Uyvy n—4oo 2

, donc 1_15_1 up = 0 d’apres la regle de d’Alembert pour les
n [e]

suites.

Suites complexes (ex. 13 2 17)

Exercice 13: (x*)
a?’l

Soit a € C, |a| # 1. Etudier la suite de terme général u, = DT Axa)

Q Solution:

Si |a| < 1, alors & partir d’un certain rang ’

a
< i =0.
T <k <1 donc ngrrwun 0

Si|a| >1, % — 0 donc u,; — 0 d’apres d’Alembert.
n

Exercice 14: (¥*)

(zn + |zal) .

NI =

Etudier la suite complexe (z,)définie par la relation de récurrence : z,,1 =

Q Solution:

On pose z,, = rpetlf

n avec O, € |—m; ] et ry, > 0. Alors

1 . 1 . . . 0 .
Zpa1 = Er" (e‘e" + 1) = Erne‘g”/2 (e“’"/2 +e"9”/2) = 1, COS (?n) elfn/2

6 6 6
Puisque cos (?n) > 0 on aura donc 1,11 = 1, COS (?") et 0,11 = ?" (qui est bien encore dans |—7; 7]).
On en déduit :
_ %

n—1 Gk n—1 90
0, = o et 1, = rokljocos (?) = rokljocos (W) )

6
Pour calculer ce produit « classique >, il y a une astuce : on multiplie I'expression précédente par sin (2—2) et
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sin2x. On aura donc :

L
2
6 6 6 6 6
1o cos (?0) cos ( ) -+ - COS (27122) - cos (znﬁl) - COS (2—2) sin (2—2)

on utilise la relation sinx cosx =

0
7y Sin ( 22 )

=...= ﬁsmﬁo

o
et finalement, en supposant sin ( on

) # 0 soit 6y # 0, on trouve
sin 6

2" sin (zg )

o . . . sin 0
et puisque lim 6, =0 on trouve lim z, =71y
n— oo n—-+oo 90

'n =10

e . . sin 0 .
donc en utilisant sinx ~ x, lim r, =g (je vous
x—0  n—r+co )

laisse le soin de traiter le cas 6y = 0).

Exercice 15: (%)

a) Montrer que la suite (z,),en € CN définie par: Vn € N, z, = el diverge.

b) En utilisant la formule donnant cos(n + 1) montrer que si la suite (cosn),en converge, il en
est de méme de la suite (sinn),cN-
Montrer de méme que si la suite (sinn),cN converge, il en est de méme de la suite (cos#),ecnN-

¢) En déduire que les deux suites (cosn),cn et (sinn),en divergent.

d) Généraliser aux suites (cosnf),cN et (sinnf),cn ot 6 € R (on sera amené a distinguer le cas
particulier 6 = 0 (mod 7)).

Exercice 16: (xx)
a) Etudier la suite réelle définie par ag =0 et a,,,1 = 411 + a% pour tout n € N.

b) On note maintenant v la suite complexe définie par vy = 0 et v, 1 = A+0% ot A € C et
Al < g
i) Montrer que: Vn € IN, |v,| < |ay].
ii) Etablir que V1 € N [0,11 — 0n| < |y41 — anl-

iii) En déduire que (v;) est convergente. Déterminer sa limite.

X Solution:
a) La suite (a,) converge (faire un graphique...), sa limite est 1/2.
b) i) Récurrence immédiate.

ii) Par récurrence :

o1 —onl = [0~ 1| = fon o] - Jou + 0n
< Jan — ay-1| - lan @ —ad |

= [@py1 — anl.

iii) En fait on a du voir au a) que la suite (a,) est croissante. La série de terme général a,,11 — a,, qui est une
série a termes positifs, est donc convergente et la question précédente montre, par comparaiosn de SATP,
que la série de terme général v, 1 — v, est absolument convergente; elle est donc convergente, donc la
suite v converge.
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Exercice 17: (%)

z n
Soit z € C*. Calculer lim (1 + —) .
n—oo n

Q Solution:
y

Posons z = x + iy avec x,y réels. 1+ Z_ <1 + E) +i=.Puisque lim 1+ - 1, on aura 1+ i > 0 a partir
n n n n—+o0o n n

1+Z

n

Yy
d’un certain rang d’ott 0, = A¢(z,) € | -5 ;5[ et 6, = Arctan ( n_ ) .

. z 2\ 1/2 ) Z\" 2\"/2 .
Si on note 7, le module de 1—&-;, Ty = ((14—%)2-&-%) et finalement (1+E) = <(1+1)2+%> el
y

— Puisque Arctanx ~ x onaura 6, ~ = donc lim n6, =y.
x—0 n——ooll n——+oo

-~ 242
g1n<1+2,—j+—’ = )

, Lo : 2%, P4 2x : ; no__ ,X
— D’autre part: r;; = e et puisque In <1 + 5+ T) ~ — on obtient ngrEm r,=e.

n——+oo N
. . Z\" . 4
Finalement : lim <1 + 7) = eYel¥ = "W = g%,
n— oo n

Etude de racines d’équations. (ex. 18 a 21)

Exercice 18: (xxx)
a) Montrer que 1’'équation tanx = x possede pour tout entier n € Z une unique solution notée x,
dans l'intervalle |n7;nm+ 5.

b) Former le développement asymptotique de x, lorsque n — +oco, a la précision 3

Q Solution:

a) L'existence et l'unicité de x;,; découle facilement de 1’étude de la fonction x — x — tanx sur ]nn SNTT + % [

b) Puisque x, € |nm;nm+ %[, on a déja ngrfmxn = +oo.

Posons alors y, = x, —nrm,. Larelation tan x, = x,;, équivauta tany, = y, +nm soita y, = Arctan (yn + nr)

. . . . . T
puisque y, € |0; 5 [. Pour cette méme raison on a ngrfm(yn +nm) = 400 donc ngTOO Arctan (y, +nm) = 5

VI : T
c’est-a-dire lim vy, = —.
n—+oo

2
1
Posons alors z;, =y, — % On a donc z; = Arctan (y, +nm) — % = — Arctan (m) puisque 'on sait
n
1
que Arctanx + Arc tan% = Z pour x > 0. Ainsi, z, = — Arctan ni) . Puisque z, — 0 et que
Zn+ 5 +nm
1 . . o 1 1
Arctanx ~ x ona z;, ~ — — soit encore le développement limité z, = —— 4+ 0 — |.
x—0 n—+oo  NTT nrit n
On a alors le développement limité :
1 _ 1 _ 1
nn+%+zn nn—"_%_?}iﬂ—"_o(%) nn<1+217n_}1217'[2+0<”l2))
RS N U TS AU T S B RN Y
Conm 2n  n2m? 4n? n2)) nm 2n2m  4ndm3 n3
x3 1
d’ott I'on tire, compte tenu du développement limité Arctanx = x— — +o| — | :
x—0 3 x3
1 1 1 44 2 1 1
= — Arct —_— | == — — — 7
“n retan (nr[+%+zn) (mr i 4n37r3) 3n3n3+0(n3)

et enfin, piuisque x, =y, +nmw =z, + % +nrm:

X *nn—&-z—iﬁ-i—i %-i-nfz +o0 1
" 2 nm  2n?m n3n3\3 4 n3
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Exercice 19: (*x%)

On désigne par x;, la racine réelle de I'équation : x +1Inx =n (n € IN*).

Justifier 1'existence de x;, et donner un développement asymptotique a deux termes de x, quand
n — +oo.

Q Solution:

— f:x+— x+Inx est facilement une bijection continue strictement croissante de IR*} sur IR, d’ot1 'existence et
l'unicité de x, = f~1(n) et lim x, = +co.
" f ( ) n——+oo " .

1 InX
- xp +In(xy) = n soit x, (1 + n_xn) =n et puisque _lim L2 _ 0 on en déduit Xp ~ .
n X—+o00 X
— On pose x, = n(l+y,) avec 1_13_1 Yn=0.0nan=x,+In(x,) =n(l+yy) +Inn+In(l+y,) et puisque
n ]
1
In(1+yn) =yn+ 0(yn) onen déduit (n+ 1)y, = —Inn+ o(yy) ~ —Inn puis y, ~ — %
1 1
Finalement : x, = n (1 - nTn +o0 (DTH)) =n—1Inn+o(lnn).
— En poursuivant, avec la méme méthode, on trouverait que
Inn (lnn)
Xp=n—-Inn+—+o0(— | -
n n
Exercice 20: (x%*x)
On désigne par x, (n > 3) la racine de 'équation : x" —nx+1=0, x € ]0;1[.
Justifier I'existence de x,, et donner un équivalent de x, quand n — +co.
X Solution:
— Il suffit d’étudier les variations de f;, : x — x" —nx+1 sur [0,1] (avec n > 3).
n 2
— On a alors xn:x” donc 0 < x;, < = et lim x, =0.
n n—oo
1
- Nlenrésulte lim x); =0 d’oit x,, ~ —.
n—00 n
41
- on peut faire mieux : x, — 1_ lxﬁ = le"lnx" = lenlm(_u"L> = le*”ln”““("x+1> = Le"(’d:*"(":})) et
. n n n n n . nntl
. : n __ s
puisque xp < o pour 1 assez grand on a nl_lﬂ‘oo nx;, = 0 et finalement x, — — ~ g R

Exercice 21: (*x%)

Montrer que I'équation x" +x —1 = 0 (n € IN*) admet une et une seule solution positive, noté u,,.

. In(n
Montrer que lim u, =1etque 1 —u, ~ L
n— 400 n— 400 n
X Solution:
— On étudie la fonction g, : x — x" +x —1 sur R4, et on trouve qu’elle admet une et une seule racine dans
10,1].

- On a ensuite g, 1(un) = ult! +u, —1 < ul +u, —1 =0, et d’aprés les variations de g1 : Uy1 > Un et
la suite (un)peN est croissante. Comme elle est majorée par 1, elle converge, vers £ € |0,1]. Or Vn € IN*,

1
uy = (1 —uy,)7, et par passage a la limite quand n — +oco : £ =1.

- 1—u, = u' donc In(1 —u,) = nlnuy, ~n(uy, —1) donc 1 —uy ~ — M (*) puis (on peut
ici composer par In car..) : In(1 —uy) ~ In(—In(1 — u,)) + In(1/n) et puisque Inx = o(x) on a
X 0

In(—In(1 — uy)) = o(In(1 — uy,)) donc In(1 — uy,) ~ In(1/n) = —Inn et on remplace dans ().
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