FEUILLE D’EXERCICES N°12 — SUITES ET SERIES DE FONCTIONS PSI* 22-23

EXERCICES : SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, AVEC CORRIGES I

Suites de fonctions (ex. 1 a 10)

Exercice 1: (%)
Soit f une application de classe ¢! de [0;1] dans R.
1—
Pour n > 1 et x € [0;1] on pose: gu(x) = f (x—k%).

Montrer que cette définition a bien un sens, et que la suite (gn)yeN+ converge uniformément sur
[0;1] vers une fonction & préciser.

Q Solution:

x(1—x)

On montre facilement que: Vn € N*, Vx € [0;1], x + € [0;1], donc la définition des g, a bien un sens.

Pour tout x € [0;1], EIE gn(x) = f(x) par continuité de f, donc la suite (gn)neN+ converge simplement vers
n [e]

f.

f étant de classe %1, I'inégalité des accroissements finis donne

—x) £

Ve 0] [sax) — )] < I, TP < F

!
171, — 0, et la convergence est uniforme sur [0;1].

— <
donc g — fl, < —p=

Exercice 2: (x%)

Soit (P,) une suite de fonctions polyndmes convergeant uniformément sur R vers une fonction f.

Montrer que f est une fonction polynéme.

Q Solution:

En appliquant la définition de la CVU avec ¢ = 1/2, il existe N € N tel que Vn > N, [|Py — f|lco < 1/2 et donc
par inégalité triangulaire ||P; — Pyl < 1.

P, — Py étant une fonction polynomiale bornée sur IR, elle est constante. Soit A, la valeur de cette constante.
On a alors A, = P,(0) — Py (0) n;)m f(0) — Py(0) = A puis Py = Py + Ay n;)m Py +A.

Ainsi la limite f = Py + A est une fonction polynomiale.

Exercice 3: (xx)

On suppose qu'une suite de fonctions (f;) de [a;b] vers R converge uniformément vers
f:[a;b] = R continue et on considére une suite (x,) d’éléments de [a;b] convergeant vers x.
Montrer que :

lim xn) = f(x).

im () = ()
Indication : revenir aux définitions < avec des € >.

Q Solution:

Soit € > 0. Il existe n1; € IN tel que
;b
Vn=mny, | fa _fHLZ I<e

et il existe 1, € N tel que
Vi zny, |f(xn) = f(x)] <€

car f(xn) — f(x) en vertu de la continuité de f.
Pour ng = max(nq, np) ,ona

V2 ng, |fu(xn) = FO] < | fulon) = f(xn) 4 [f (o) = f(x)] < 2¢

ce qui est la définition de ngrrw fulxn) = f(x).
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Exercice 4: (%)

_ 2nx

- on2xt 41

Montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur R mais qu’il y a convergence uniforme sur tout
intervalle de la forme [a; 4oo[ avec a > 0.

Ftudier la suite de fonctions (fy),>; définies sur R par: ¥x € R, f,(x)

Q Solution:

2 .
e Pour x=0 f,(0) =0 n_>—+>000 et pour x # 0, fu(x) A donc ngrﬂwfn(x) =0.

Ainsi la suite (f;) CVSsur R vers la fonction nulle.

2
e On calcule f; (%) = nf’:_ ;=1 donc || fx H]Eo > 1 et la suite ne converge pas uniformément vers la fonction
nulle sur R.
Cependant >a>0 <A 22 g el 0 :ily a bien CVU
e Cependant, pour x > a >0, fu(x) < .75 = -5 < - donc || ful 7 S of o7k 0 iily abien sur

[a;+00].

Exercice 5: (%)

, In(1
Etudier la suite de fonctions (fy),>0 définies sur Ry par: Vx >0, fu(x) = % .

Montrer qu’il n'y a pas convergence uniforme sur Ry mais qu’il y a convergence uniforme sur tout
intervalle de la forme [a; 4o0[ avec a > 0.

Q Solution:

_ _ ~ In(nx)
e Pour x =0 f,(0) =0 T 0 et pour x >0 f,,(x)rH+oo

— 0 par croissances comparées.
nx  p—4oco

Ainsi, la suite (f,;) CVS sur Ry vers la fonction nulle.

n

e Pourtout n >1ona fy <l> = 11In2 donc anH]EO+ > 1In2 etiln’y a pas CVU sur R.

o Il est facile de vérifier que la fonction t — lnTt est décroissante sur [e;+oo[ donc pour x > a > 0 on aura,
pour n assez grand (des que 1+na > e) fu(x) < fu(a).

Donc  partir d"un certain rang || f, || "l < £, (a) - 0,etilyaCVU sur [a;+oo].
) n )

Exercice 6: (xx)

Etudier la suite de fonctions (fy),>1 définies sur R* par :

_ sin(nx)

Vx>0, fulx) = 2

X Solution:
e Puisque la fonction sin est bornée, on a pour tout x > 0 : lirE fu(x) = 0. La suite (fy)yen- converge
n——+0o
nx
donc simplement vers la fonction nulle sur R* . Notons que, puisque lim x) = lim = 0, on pouvait
P b que, puisque lim f,(x) = lim n P

prolonger les f, par continuité en 0 en posant f,,(0) = 0.
o Convergence uniforme :

Solution horrible :

2nx cos nx — sin nx
Pour tout x > 0, f/(x) =
fil) S

, donc les extrema de f,; sont atteints lorsque x est solution de

I'équation tannx = 2nx.
Notons ay les solutions strictement positives de I’équation tan X = 2X rangées en ordre croisant; il est facile
de montrer (étude de la fonction X — tan X — 2X) que ay € |km;km+ 5 [. Les extrema de f,, sont donc

. 193
atteints lorsque x = —.

1 1 2
Or sinap = + 1—c0521xk—i\/1 _ i\/l =+ Xk

C 1+tanZap T N1+ 402
;o [19% thk 1
d’out fy (—)zi . .
" V1+4a2 %k
n
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FEUILLE D’EXERCICES N°12 — SUITES ET SERIES DE FONCTIONS PSI* 22-23

Les extrema de |f,| sont donc égaux aux réels pour k € IN.

2, /K
2
Vi 1+ dag
2,/ 2
(@) & < vk _ ! < ! (avec ap ~ 1,1656.. mais cela n’a pas d’importance),

e naE | VivE S Vive
1

donel|ful , <

— 0, ce qui prouve la convergence uniforme sur R* de la suite « vers la
Vo n—too qup g + (fn)neN

fonction nulle.

Solution bien plus astucieuse :

On connait I'inégalité |sinx| < |x| valable pour tout x réel. On a donc pour tout x > 0, | fu(x)| < n_\;c_ =/x
ny/x
1
.1
donc pour tout x € ]O/E] ona |fu(x)] < 7
. 1. |sin nx| 1
Puis pour x € [ﬁ,—&—oo[ ona |[fu(x)] < T S7h
n

* 1

Finalement || f,|®* < —, ce qui montre la CVU sur RY .
[oe]

NG

Exercice 7: (*x%)

Etudier la suite de fonctions (fy,),>1 définies sur R par

0 sio<x<d

= 1
fu(x) _— six<00ux>%~
nln(l—%)

Q Solution:

e On vérifie déja facilement que les f; pour n > 1 sont bien définies sur R.

e Pour x =0 f4(0) = 0 pour tout n; si x > 0 il existe un rang & partir duquel x > 1/n donc pour x # 0
et puisque In (1 - %) ~ — - onaura

on aura, au moins a partir d’un certain ran X)) = ——
4 p & fn( ) nln (1 _ n%) s tc0 nx

fu(x) — —x.

n— 400

En conclusion, la suite (f;) CVSsur R vers la fonction f: x — —x.

e Posons gu(x) = fu(x) — f(x) = fu(x) + x pour x € R. Alors g,(x) = ! h(nx) ou

T on

t site[0;1]

h(t) = sit<Qout>1.

1
In(1-4)

Puisque limh(t) =0 = h(0) et limh(t) =1 = h(1), h est continue sur R. De plus, quand { — +oo :

t—0 t—1

-1
h(t) = ! +t=t|1- 1+l+o ! — 1,
_l_iﬂ,(l) 2t t too 2
212

t 2

donc h est bornée aux voisinages de F-oo ; étant aussi bornée sur tout segment (car continue), elle est bornée

sur R etainsi ||gu]| = 1 k]~ — 0, ce qui montre que la convergence est uniforme sur R.
o n ®© n—+oo

Exercice 8: (%)

2

14 n2nx2

Ftudier sa convergence simple sur [0;1]. La convergence est-elle uniforme sur [0;1]? sur
;1] (0<a<1)?

1 1
Comparer nlglgo /0 fn et /0 lim f.

n—00

Soit (f,) la suite de fonctions définies sur [0;1] par: f,(x)

Q Solution:
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n 1
Pour x =0, f,(0) =0 pour tout n et sinon, f,(x) n;\im ﬁ = n:)m 0 donc finalement la suite CVS sur

R vers la fonction nulle.

1 1 n n
Pour 1 € N*, / Fulx)dx = % [1n(1+n2”x2)}0: In(1+n2")  In(n2") _Inn+nin2

2n n—4c 21 2n

n— 400

2
donc lim ( / ) fn=— alors que / lirE fn = 0. Par négation du théoréme d’interversion limite-intégrale
0 n—+oo

sur un segment, on en dedult quil n’y a pas CVU sur tout le segment [0;1].
n

2 -
Cependant, si x € [a;1] avec 0 <a <1 ona 0< fu(x) < ST donc || f,||1*) = 0, etily a CVU sur cet
® n [eS)

intervalle.

Exercice 9: (%) - (x%)

Déterminer les limites éventuelles, quand n tend vers +oo, de :

2) dx )/ ne * +x? dr " /1 n(x3 +x)e ¥ .
0 IT+x+..+x" Tntx 0 nx +1
Q Solution:
) Noton (x)*; On a donc fy(x) = 1E;f“ Sixe[o;l[dn la suite (fy) nver:
a otons fy i P onc fu(x) = % vl onc la suite (fy),eN converge

1—x sixe[0;1]

0 six=1.
Les f; étant continues alors que f ne l'est pas, il ne peut pas y avoir CVU sur [0;1] donc on ne peut pas
intervertir directement limite et intégrale.

Cepend 1 1 L ar— [ — X _4eq
epen ant/o(fn—f)f/o (m—(l—x)) x—/o m X donc

! 1 ! n+1 g 1
0</ —/ </x X =
of" of 0 n+2

ce qui prouve que lim /fnf/f / 1—x) x:%.

simplement sur [0;1] vers la fonction f: x — {

n—+oo
b) Notons fu(x) = m’;x:xx pour x € [0;1]. 1l est facile de voir que la suite (f;) CVS vers f: x +— e™*.
2 _ —-x
De plus pour tout x € [0;1], |fu(x) — f(x)| = % < % ott M est la borne sup sur [0;1] de la fonction

7
M

x — |x? —xe™*| (qui existe car fonction continue sur un segment), donc ||f, — f|| .

— 0, etla
n—+oo

convergence est uniforme sur [0;1].
1 1 1
D’apres le théoreme d’interversion limite-intégrale, lim / fun= / f= / e ¥dx=1-el.
n—-+o0.J0 0

o) Ici nul besoin de théoréme savant, il suffit de majorer :

-1 3 —nx 1 3 —nx -1 1 1—e "
0< / n(x +x)e™™ dx < / de:/ (xz—i—l)e_”xdxéZ/ e Mdy =2-_°
0 nx+1 0 nx 0 0 n

donc la limite cherchée vaut 0.

Exercice 10: Approximation polynomiale de /x (xx)

1
On définit la suite (P,) de polynémes par Py =1 et P11 = P, + E(X — P2).

a) Montrer que : Vx € RT, Vn € N, Pyyi(x) — vx = (Pu(x) — VX) (1 — % (Pu(x) + ﬁ)) .
b) Exprimer de méme P,1(x) + /x en fonction de P,(x) + /x.

¢) Montrer que pour tout x € [0;1] et tout n € N, /x < P,11(x) < Py(x) < 1.
0;1] — R
x — /X

e) Donner le sens de variation de x — P, (x) — v/x et celui de x — Py (x) + /x sur [0;1].

d) Montrer que (P,) converge simplement sur [0;1] vers f : {

f) Montrer que (P;) converge uniformément vers f.
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Q Solution:

a) On développe le second membre de I'égalité et on trouve le premier.

b) De méme,

P+ vE = (Pt vE) (1- 5V,

o) Pour n =0 on abien sr /x < P,(x) <1 sur [0;1].
On effectue ensuite une récurrence : on suppose /x < P, (x) < 1. On obtient alors

1
Puy1(x) = Pu(x) + 5 (x — P2(x)) < Pu(x) < 1.
————
<0

Pp(x) +/x

5 <1, donc

De plus, on a

Paa(3) = VE = (Palx) - vE) (1= 2ELEVE) o g

Ainsi, on a par récurrence la double inégalité voulue.

d) Pour x fixé, la suite (Pn(x))” cn ©est décroissante et minorée par V/x, elle converge donc; notons f(x) sa
limite. En injectant dans la relation de définition de P, ,, on obtient

F) = F) + 5 (= ),

donc f2(x) = x; or les P, sont positifs donc f(x) aussi d’ott f(x) = v/x et on a donc convergence simple
vers x — \/x.

e) Une récurrence montre que la premiere est décroissante et la seconde croissante (faire la récurrence sur les
deux propriétés simultanément et montrer que, en notant ¥, (x) = Py(x) — /X et ¢u(x) = Py(x) + /%, 0on a

1 1
an+1 = (1 - 54711) 1/)71 et ¢n+1 = (1 - Eﬁbn) an)

f) Par décroissance de ¥, ona 0 < Py (x) — /x < P4(0). Or P,(0) tend vers 0 quand 1 — oo, ce qui montre la
convergence uniforme.

Séries de fonctions (ex. 11 a 18)

Exercice 11: (x%) - (x*%)

Etudier la convergence et calculer les sommes des séries de fonctions :

a) 7;) s — chl(n F1)x (utiliser la formule <« bien connue » : thp —thg =...).
b) ; Si:z:x (penser a la dérivation).
n>
<) ;02_” th (2%) (utiliser des primitives).
n>
d) ny;;l e (utiliser % = /01 1l de).
& Solution:

a) Déja la série proposée diverge grossierement pour x = 0, et est convergente pour tout x € R*, puisque
chnx.ch(n+1)x ~ ie_(z”"’l) *l, qui est le terme général d"une série géométrique convergente.

n— 400
__shp shg  shpchg—shgqchp  sh(p—gq)
thp —thg = chp chg chp chg " chpchg donc

shx

th(n +1)x — th(nx) = chnx.ch(n+1)x

La série proposée se ramene donc a une banale série télescopique (je vous laisse finir les calculs).

sinnx
nzﬂ
général d'une série géométrique convergente.

L . 1 1\"
. La série ) u, converge normalement sur R puisque [lu,| = < (E) , terme

b) Posons uy,(x) = 5 S
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Les u, sont de classe €1, et la série ):uil converge normalement donc uniformément sur R puisque
1\" P iyt Lo .
[, | I (E) . Le théoreme de dérivation d’une série de fonctions assure alors que la somme S de la

série est une fonction de classe ¢! sur R et que :

VyeR, S(x)= Y u,(x)=)_
11 reste a calculer cette somme, ce qui est classique :

o (F(2)) ore () &
s(s)w(nzl(z)) Re(_%> (Zyéu)

R (eix(Z—eix)> _ 2cosx—1

\Z—eix\z 5—4cosx

Puisque S(0) = 0 on en tire, pour tout x € R :

x2cost—1_/x _%(4C08t_5)+%dt————|——/
Jo 5—4cost Jo 5—4cost 2 2Jo 5—4cost

S(x) = /OXS’(t) dt —

S étant 27-périodique, nous nous limiterons & x € |—m; [ (5(r) = 0); on peut alors effectuer dans la
derniére intégrale le changement de variable u = tan % , qui réalise une bijection de classe ¢ strictement

monotone de |—7; 7r[ sur R. On obtient alors :

x 3 stani 2du tan 3
Vxe|-m;m|, S(x):—f—&—f/ z = f—&— / 2
2 20 (1+u2)( _4lo2 9u +1

1+u2

x
tansy

x
= _E + [Arctan(3u)} _5 + Arctan <3 tan 5) .

(Rem : on pourrait arranger cette expression en écrivant 3 = Arctan (tan 3) puis en utilisant une formule donnant
Arctana — Arctanb...)

¢) Posons f(x Z 27" th < ) . Cette série est normalement convergente sur R , puisque pour tout x € R,

X 1 L , L
‘th <27> ‘ < o terme général d’une série géométrique convergente.
En particulier, elle est uniformément convergente sur IR, donc f est continue et de plus on peut intégrer terme
a terme la série sur tout segment :

/Oxf(f) dt = :ZOZ/ox 2 th (2%) dt = :ZOZ {mch (zin)}: = ﬁlnch (zin)

(Ia série obtenue est nécessairement convergente)

N
Pour x € R et N € N posons fy(x Z Inch ( ) alors exp (fn(x H ( )

En utilisant alors la formule sh2a = 2 sha Ch a,ona:

— — L - Tehishi o .. —oN+1 LN G

sh2x725hxchx74=chxchzsh2 8chxch2ch45h4 2 chxch2 cth sth
de sorte que, pour x # 0,
N

sh2x sh2x
h = — i ha ~
. sh 2x .
Finalement, pour x € R*, fy(x) N—+> In donc / f(t) In(sh2x) — In(2x) et, en dérivant, on
— 100 .

trouve f(x) =2coth(2x) — % , I'égalité obtenue se prolongeant en x = 0 puisque f est continue sur R .

d) Dans cet exercice, aucun théoreme du cours ne s’applique, on revient donc i la définition avec les sommes partielles.

11 est clair que, pour x € 27Z, la série proposée est divergente (série harmonique). Donc dans toute la suite,
x désigne un réel & 271 Z.

Pour Ne N* ona:

N mx 1 i 1 N 1 . 11— tNeiNx
— 1mx tnf dt — / 1X ntnf dt — 1x/ . dt
> < ze I NN o | e

n=1 n=1

d’apres la formule du cours sur la somme des termes d'une suite géométrique de raison tel*, cette raison
étant bien différente de 1 pour tout t € [0;1] puisque x & 27Z.
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N inx 1 ix
.. e e N
Adnsl L 5 = ) T g ATV 0%

= e [ 8 ) e
" 0 1T—telx | 7 Jo [1— telx]

Or pour x fixé ¢ 27tZ la fonction t — ﬁ

M
N+17
La série proposée est donc bien convergente pour tout x ¢ 27Z etl’ona:

1
borne supérieure on aura |ry| < M / tNdt = ce qui prouve que Nlim ry =0.
0 —+o0

oo inx B 1 el

n Jo 1—teix

n=0

Il ne « reste plus qu’a > calculer cette intégrale :

fo = [ S ar= [0 N

1 — telx 11— teix|2
1 t—cosx ! dt
= —dt+isinx/ dt
0 t2—2tcosx+1 Jo (t—cosx)?+sin®x

PSI* 22-23

est continue donc bornée sur [0;1], donc si M désigne sa

1 F— 1
= —_[In(t> —2tcosx + 1)]1 +i|Arctan [~ %%
2 0 sinx 0
1 1-—-
=—-In <4sin2 f) +i(Arctan =% 4 Arc tan(cotx) | -
2 2 sinx
1-— 2sin? £
Pour x € ]0;7[, on a sin§ > 0, Arctanﬂ = Arctan % = Arctan (tan %) et
sinx 2sin 5 cos 5
Arctan(cotx) = § — x de sorte que :
X\ | L T—X
Vxel0;n], f(x)=—1In <2s1n§) +i 7
1 eiﬂ'
Pour x = 7, on vérifie par un calcul direct de l'intégrale / 1—tein dt = —In2 que la formule ci-dessus
0 1—te
reste valable.
Pour x € [—m;0[, on utilise le fait que f(x) = f(—x) ce qui permet d’avoir l'expression de f sur

[—7t; 7]\ {0}, puis on prolonge par 27t-périodicité.

Exercice 12: (%*)

Sur [ = ]—1;+oo[, on pose
s =Y (-1
=\ on+x)
a) Montrer que S est définie et continue sur I.
b) Etudier la monotonie de S.
¢) Calculer S(x+1) — S(x).
d) Déterminer un équivalent de S(x) en —17.
. n
e) Etablir: Vne NN, S(n) = ¥ %
k=1
f) En déduire un équivalent de S(x) en +oo.
& Solution:
a) funix— % - n—ls—x = n(%—i—x) est définie et continue sur |—1;4oo[. Soient —1 <2< 0<1<b.
0] b
Hf”‘ LS Vl(ﬂ+tl)

La série de fonction Y f, converge normalement sur [a;b] et donc converge uniformément sur tout segment

inclus dans |—1;+oo[. Les f, étant continues, il en résulte que S est continue sur I.
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b) Chaque f; est croissante donc S est croissante (on somme les inégalités...).

o 1 1ty
n=2 n=1
= 1 1 1 1
Sx+1)-5(x) ngn—l_z_1+x+1 Cox+1

d) Quand x — —1, S(x+1) — S(0) =0 car S est continue en 0 d’ou :

1
=-— 1) ~ — .
S(x) x+1+S(x+ )Hi1+ P
n
e) S(0) =0 et pour tout k entier S(k+1) — S(k) = Wll donc en sommant, pour tout n € N, S(n) = Y %

f) On < sait » que )% % ~ Innetln(n+1) ~ Inn.Puisque S(|x]|) < S(x) < S(|x|+1), on obtient :

k=1 n—-+oo n—400

S(x) ~ In[x]) ~ Inx.

X—r 400 X—r 400

Exercice 13: (%*)

+oo 1
Pour x >0, on pose : S(x) = ) ——.
= n+n2x

a) Montrer que S est bien définie sur R™*.
b) Montrer que S est continue.
¢) Etudier la monotonie de S.

d) Déterminer la limite en 4+co de S puis un équivalent de S en +oo.

e) Déterminer un équivalent a S en 0.

X Solution:
Posons f(x) = oy Avee x > 0.
a) Soit x €]0,4c0[. On a fu(x) ~ % donc ) fu(x) converge. On en déduit que la série ) f, converge
simplement sur ] 0, +c0[ et donc la fonction S = g fn est bien définie sur R .
b) Les f, sont continues sur1R+*. . i
Soit a > 0. || fx LZ’+°°[< P (F)

La série de fonctions ) f, converge donc normalement sur [a,+o0[ donc converge uniformément sur tout
segment de RY .

On peut donc conclure que S est continue.

¢) Chaque f, est décroissante donc la fonction S l'est aussi (en effet, pour x < y on a fu(x) > fu(y) d’ou
S(x) = S(y) en sommant ces inégalités).

d) Puisqu’il y a convergence normale donc uniforme sur [1, +oo],

—+o0
i E = £ e =0
On remarque
1
xf”( ) x——+oo nz
X
. : o 5 +

Posons g : x — PR La fonction g, croitde 0 a 1/72 sur Rt donc

040 _ 1

Hgn - n2

La série de fonctions ) ¢, converge normalement donc uniformément sur R* donc

+00 2
lim 2371 Z lim gn — i :%

X004 | X — 12
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Par suite xS(x) — % puis S(x) ~ Z--.

FEUILLE D’EXERCICES N°12 — SUITES ET SERIES DE FONCTIONS PSI* 22-23

2

X—+00 x——+o0

. 1 . . . . .
e) La fonction t — ————— est décroissante donc par comparaison classique avec une intégrale on obtient

t(1 4 tx)

+o g oo 1 o gt
— < <
/1 e S &)< +/1 t(1 + tx)

+oo dt oo 1 X t —+o0
/1 m_/l (?_1+tx)dt—{ln1+tx}l =In(1+x) —In(x)

donc

Exercice 14: (%)
On pose, pour tout n € N* et tout x € R* : f,,(x) =
a) Etudier la convergence de la série ) f, sur RT.
b) Etudier la continuité de sa somme S.

¢) Montrer que S est positive et décroissante sur R*.

d) Que vaut S(0) ? Calculer xh_r)rgoS(x)

e) Montrer que S est de classe ¢! sur |0; +oo].

f) S est-elle dérivable en 0?

(n+x)%"

n=1

Q Solution:

a)

b)

o)

d)

e)

f)

On a convergence simple sur R™ puisque, par exemple, 0 < f(x) < % .

. 1 .
On a d’ailleurs convergence normale : || f; ||, < 2 donc CVU. Les f;, étant continues, la somme S est donc
continue (théoreme du cours).

On utilise la positivité et la décroissance de chaque fonction, puis on somme les inégalités.

2 2

5(0) = % . Puisque S(x) < % e~ (majoration immédiate), on a lirE S(x) =0.
X— 400

On n’a plus convergence normale de la série des dérivées : en effet :

foy . —net  2xe ™

falx) = (n+x)2  (n+x)*¥

. 1 2 1
ce qui montre que |, = [f4(0)] = - + %5 ~ .

En revanche, sur [a;+oo[ avec a >0, ona

1]

Il'y a donc CVN et par suite CVU sur [a; +oo[. Ainsi, S est de classe %! sur tout intervalle [a; +oo[, donc est
de classe ! sur |0; +oo].

La fonction S’ étant croissante, elle posseéde une limite finie quand x — 07 si et seulement si elle est minorée.
Supposons cette limite finie et égale & A. On aurait alors, pour tout x > 0 et tout N > 1.

efnu

- ] 5

+oo N
A< S (x) = ;frll(x) < ;fﬁ(x)-

Dans cette somme finie, on peut faire tendre x vers 0, on obtient alors

N N
A< Zlfr’,(o) < - ;

Ceci étant vrai pour tout N > 1, on obtient une contradiction (puisque la série harmonique diverge).

S| =

En conclusion, §’ n’est pas minorée donc lil’l’(l) S'(x) = —oo et S n’est pas dérivableen 0T (d’apres un corollaire
xX—

du théoreme de prolongement de la dérivée).
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FEUILLE D’EXERCICES N°12 — SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

PSI* 22-23

Exercice 15: (%*)

Soit f(x) = Eoe_xﬁ.
n=1

b) Montrer que f est strictement décroissante.

a) Quel est le domaine de définition de f ? Etudier la continuité de f sur celui-ci.

¢) Etudier la limite de f en +co, puis déterminer un équivalent de f en +oo.

d) Déterminer un équivalent simple de f(x) quand x — 0T.

Q Solution:

a) Posons fu(x) = eV
Pour x <0, la série Ze*xﬁ diverge grossierement.

Pour x > 0, nzfn(x) I) 0 donc fu(x) = o < 1 ) et la série ):e_xﬁ converge absolument.
n {ee] n [eo)

—+ "

La fonction f est donc définie sur R .

[tl,+oo

Pour a > 0, || ful

lateol _ fu(a) et ¥ fu(a) converge donc Y f,, converge normalement sur [a;+oo[. Comme

somme de série de fonctions continues convergeant uniformément sur tout segment, on peut affirmer que f

est continue sur R* .

b) f est somme de fonction strictement décroissante, elle donc strictement décroissante (détailler...).

¢) e Par convergence uniforme sur [a;+oo[, on peut intervertir les limites en +oo.

—+o0
Ainsi xgrfmf(x) = ;El xgrfmfn(x) =0.

+o0
° % =14+ Y e *(v1=1) Pour les mémes raisons que ci-dessus, on peut écrire :

n=2

+00 —+00
lim Ze_x(ﬁ_l) = Z lim (e_x(\/ﬁ_l)> =0,
x— 400 =2 nzzx%+oo
e—x
donc lim — =1 c'est-a-dire f(x) ~ e *.
X—too X x—+o0

n+1 n
d) Par décroissance sur Ry de t e*x\/g, / e *Vigy < e XV < /

Jn
de gauche) et n € IN* (inégalité de droite).

e Vg pour tout n € IN (inégalité

En sommant les inégalités de gauche pour n =0 a +oo et celles de droite pour n =1 a +co, et compte tenu

de la convergence de l'intégrale on obtient :

/;ooe_x\/idt—l <flx) < /

400 \/_ 2
Or / e WVhdt = 2 (poser t = u?/x? puis i.p.p) donc on en déduit facilement f(x)
0

I e Vigp,

2

~Y -
x50+ X2

Exercice 16: (*x%)

Pour t > 0, on pose :

B +o0 (_1)71
5(t) = n;) 1+ nt

a) Justifier que S est définie et continue sur |0, +oo|.
b) Etudier la limite de S en +co.

¢) FEtudier la limite de S en 0.

d) Etablir que S est de classe € sur |0, +oo].

X Solution:
a) Posons fy(t) = = pour t >0
! 1+ nt '
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FEUILLE D’EXERCICES N°12 — SUITES ET SERIES DE FONCTIONS PSI* 22-23

Par application du critere spécial des séries alternées, Z fn converge simplement sur ] 0, o0 [ et

c[fol,#—oo[ < 1

R <
1R»] 1+ na

pour tout 2 > 0. Il y a donc CVU sur tout intervalle de la forme [a, +oo[ et on en déduit que S est définie et
continue sur |0, +00].

b) Par convergence uniforme sur [a,+o0],

+0oo _1)11
li t) = li =
dm, S0 = ), Mmoo

c) On pourrait penser a utiliser une conséquence du CSSA (encadrement de la somme entre deux sommes
partielles consécutives) :

1
1-— <S(t) <1
14t S(®)
mais cela ne suffit pas lorsque ¢+ — 0...

On utilise alors la méthode « 2 . Pour cela on remarque que :
2

d) Les fonctions f,, sont de classe ¢ et la série de fonctions ) fu converge simplement.

Pour tout t > 0, f;(t) = %

La série ) _ £/ (t) est alternée avec |f}(t)| = "

(1+nt)2”
On calcule :

nn+1)2 -1
1+nt)2(1+ (n+1)t)?

@] = faa (O] = (
Soit a > 0. A partir d’un certain rang g,
n(n+1)a®>—-1>0

et alors pour tout ¢ > a, la suite (f}(t))y>n, décroit et on peut appliquer le critere spécial des séries alternées a
partir du rang ng.

On a alors " "
Ru(t)| < <
[Ru(2)] (1+nt)2 = (1+na)?
donc
Rl — " 0
H TlH (1+na)7—

Ainsi la série de fonctions Z f,, converge normalement donc uniformément sur [a, +oo].
Par théoréme, on peut alors conclure que S est de classe .

Exercice 17: (¥*)

+00 n
—xInx
a) Montrer que la série de fonction 2 %

n=0

converge normalement sur [0;1].

1 +00
b) En déduire : / xrdx =) n"
/0 n=1

Q Solution:

a) Une étude rapide de fonction montre que: Vx € [0;1], |xInx| < % .
(=xInx)"
n!
converge (série exponentielle), on a bien la CVN de Y u, sur [0;1]

1
E,et

Donc en notant u,(x) =
1

n!

(que I'on peut prolonger par continuité en 0) on a [uxl| =
puisque la série )

+00 _n +o00
b) On connait : Vz (S C, e = Z Z_‘ donc pour tout x > 0’ e—xlnx — Z
n=0 " n=0

(=xInx)"
n!

, cette égalité pouvant se

prolonger en 0.
Puisque la série CVU sur [0;1] on peut intégrer terme a terme :

1 — 1o 1 1 I "y
X X = — —Xxinx X.
b o (i

Le calcul de cette derniere intégrale se fait aisément (n i.p.p successives) et permet d’obtenir le résultat
demandé.
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FEUILLE D’EXERCICES N°12 — SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

PSI* 22-23

Exercice 18: (%)

On pose, pour n € N et x € [0;1] :
un(x) = (=1)""1x®"* 2 Inx pour x € ]0,1] et u,(0) = 0.

a) Calculer
—+o0

Z U (x)
n=0
b) Montrer que la série des u, converge uniformément sur [0;1].

c) En déduire I'égalité :

'l Inx n+1
Jo 1+ x2 2 2n —|— 1)2
& Solution:
a) Pour x € ]0;1[ on obtient par sommation d’une série géométrique
f n(x) = x*Inx
a(x) = —
n=0 1+

Cette relation reste valable pour x =0 ou x = 1.
b) On peut appliquer le critere spécial des séries alternées et donc

—+o0
\Rn(x)\ — Z ( 1)k+2 2k+21nx <x (n+2) “nx|
k=n-+1

L'étude de ¢ : x — x2("+2)|Inx| donne
o1
2(n+2)

Vx e [0;1], 2142 In x| <

donc
e 1 0
R ) < ?

Cela démontre la CVU.
c)Ona

1 1 1 42
Inx dx:/ In xdx — X lnxdx
Jo 14 x2 0 0 1+x2

et on peut calculer la derniére intégrale par intégration terme a terme car il y a CVU sur [0;1]. Cela donne

1)?1

1 Inx
dx=-14Y —
/0 1+ a2 ,g(2n+3)

puis le résultat.
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