FEUILLE D’EXERCICES N°13 — SERIES ENTIERES PSI* 22-23

EXERCICES : SERIES ENTIERESI

Rayon de convergence (ex. 1 a 6)

[ Exercice 1: (») ]

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" dans les cas suivants :

n=0

n n" sinn 1

a) ay, = Yn b)ﬂnzm Q) a, = . d) a,, = arctan s (a € R)
2

e) a, = (nn) ) "Vn+1-—n g) a, = tan (g) h) 4, = somme des diviseurs de n
i) a, vérifie: a,, =0 et a —i)p
D erifios g — ] 1 L .
j) an vérifie : az, = 211 a3p+1 = ? , a3prp =af (a €RY)

[ Exercice 2: (») ]

Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R.
n=0

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y. a,z>".

n=0

[ Exercice 3: (x*) ]

Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R. Déterminer le rayon de convergence de la
n=0
- > 2.n
série entiere ) a;z" .
n=0

[ Exercice 4: (xx) ]

Soit ). ayz" une série entiere de rayon de convergence R > 0.
n=0

z . por] 3N a
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) n—:’ z" .
n=0

[ Exercice 5: (xx) ]

| Montrer que pour tout & € R les séries entieres )_a,z" et ) n*a,z" ont méme rayon de convergence.

| Exercice 6: |

+oo

Soit f(x) = ) a,x" la somme d’une série entiére de rayon de convergence 1. On pose pour tout
n=0

ne€N:

n +o00
Spn=Y a et gx)= Y Sux".
k=0 n=0

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere définissant g, puis, pour tout x € |—1;1],
exprimer ¢(x) en fonction de f(x).
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Calcul de 1a somme d’une série entiére (ex. 7 a 10)

[ Exercice 7: (») ]

Déterminer le rayon de convergence et la somme S de la série entiere Y. n°x".
neN

[ Exercice 8: (») ]

3

2 . o .s n
Déterminer le rayon de convergence et la somme S de la série entiere 3, —-x".

nelN

| Exercice 9:

Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiére ). a,z" dans les cas

n=0
suivants :
n 2n+1 n n n?+4n—1
= (_1) = = — — | = - @@
a)a,=n b) a, m—1 o) ay 3 {3} d) a, ]
e) ap = i 1 f) ap = ; g) a, = Sin(ne) h) an = (2+ (_1);/1)1’1
=k T+2+...+n
; n
D a, = sin(n6) ) an = cos(:’lﬂ) 0 a =Y l'
n! = k!

1) (a,) vérifie la récurrence : a,,3 = a,12 + ays1 — ay ((ag,a;,a2) € R3)

| Exercice 10: |

Développer en série entiére, au voisinage de 0, les fonctions suivantes :

In(1+ x) x2 1 — xcha
a) 1+ x? o) 1r1(1+x+1) ) 1 — 2xcha + x2
b) In(x? —5x +6) d) e *sinx f) arctan <i + x)
V3

Propriétés de la somme d'une série entiére (ex. 11 a 14)

[ Exercice 11: (x%+) ]

a) Soit (a,)yen+ une suite complexe. On suppose que la série entiere ) a,x" a pour rayon de
n=1
convergence R > 0. Déterminer alors les rayons de convergence des séries entieres

Y (apInm)x" et ) (an i: %)x”.

n>1 n>1 k=1

+o00
b) Donner un équivalent simple de }_ In(n)x" quand x — 1~
n=1

Exercice 12: (x%) ]

xn

“+o0
Pour x réel, on pose: f(x) =} <~
n=1 v
a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.

b) Etudier la convergence de la série entiére en 1 eten —1.

¢) Etablir la continuité de f en —1.

d) Déterminer la limite de f en 1.
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[ Exercice 13: (x%*) ]

n
Soit (uy)pen une suite réelle bornée et pour n € N, S, = Y uy.
k=0

- .\ Un Sn
a) Quels sont les rayons de convergence des séries entieres : ) —x" et ) —x"?
n! n!
n=0 n=0

b) On note u et S leurs sommes respectives. Former une relation entre S, S’ et .

¢) On suppose que la suite (S,) converge vers un réel ¢. Déterminer lirﬂ e *S(x).
X—r+00

d) Dans cette question, on choisit u, = (—1)". Déterminer liIE e *S(x).
X—+00

[ Exercice 14: (xx%) ]

—+o0
Soit f:x+ ) sin (%) Xt

n=1

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere définissant f.
b) Etudier la convergence en —R eten R.

¢) Déterminer la limite de f(x) quand x — 17.

d) Montrer que quand x — 1~ : (1 —x)f(x) — 0.

Développements en série entiere et équations différentielles (ex. 15 a 19)

[ Exercice 15: (xx) ]

Soient « € R et f : x — cos(aarcsinx).
a) Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 dont f est solution.

b) En déduire un développement en série entiere de f.

Exercice 16: (xx)

On considére 1'équation différentielle : (E) : ty’ +y = 3t> cos(t3/2).
a) Montrer qu'il existe une unique solution v de (E) développable en série entiére au voisinage de
0.

b) Trouver I’ensemble des solutions de (E) sur R** et en déduire une expression plus simple de
v.

[ Exercice 17: (x%+) ]

+o0 1
Soit f(x) = gmxzn“. Ensemble de définition de f? Montrer que f est solution
n=

d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, et calculer f.

[ Exercice 18: (xx) ]

a) Former de deux facons le développement en série entiere au voisinage de 0 de

X
f:x»—)e_xz/ e dt.
Jo

n _ k "
b) En déduire la relation : ) | (=1) (”) (2”) _ 4
k=0

2k+1\k/)\ n n+1
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[ Exercice 19: (x%+) ]

. . , P Ay .
Soit (a,) la suite réelle définie par: a9 =a1=a, =1 , ay41=a,— 2(n"7+2) sin>2.

a) Montrer que les suite (a,) et (na,) sont respectivement décroissante et croissante.

b) En déduire le rayon de convergence R de la série entiere réelle }_ a,x".

¢) Montrer que la somme f de cette série est solution d'une équation différentielle linéaire, et
calculer f.

d) En déduire une expression de a;.

Applications des développements en série entiere (ex. 20 a 24)

Exercice 20: (x)

. sin x .
a) Montrer que la fonction x — se prolonge en une fonction de classe C* sur R.

sin x
eX—1

b) Montrer qu’il en est de méme de la fonction x —

[ Exercice 21: (xx) ]

1 400 (__1\n—1
| Montrer que : / de = 2 % .
0 x n=1 n

[ Exercice 22: (x%) ]

n
1. On définit une suite réelle (u,) par: ug =1, 11 = Y Ul k.
k=0
En considérant la série entiere ) u,x", calculer u, en fonction de n.
n
- o n
2. On définit une suite réelle (a,) en posant: ay =1, 24,1 = Z ( )akank.

k=0 k
En considérant une série entiére convenable , calculer a,, en fonction de n.

Exercice 23: (xx)

En écrivant de deux fagons différentes le développement en série entiere de la solution f de I'équation

différentielle y’ — 2xy = 1 qui s’annule en 0, calculer la somme :

SO C))

= + = - ... -1)"
3 T : +(=1)

()

1 — .
2n+1

Exercice 24: (x%)

I Int I Int
1. a) Montrer que les deux intégrales / % dt et / ﬁ dt existent. En développant en
0 - 0 -

1
et ——, calculer leurs valeurs.

série entiere
1—t  1—1¢27

b) En déduire: [ —
)neulre./0 h

1
2. Calculer : / In(#) In(1 —¢) dt.
J0
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