FEUILLE D’EXERCICES N°14 — INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE PSI* 22-23

EXERCICES : INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE, AVEC CORRIGES

Exercice 1: (xx)

- , e [V h K
Soit f € C([0;1],R). Démontrer que : hm/O mf(x)dx—if(O).

h—0+

X Solution:
UTILISER PLUTOT LE NOUVEAU THM AU PGM (convergence dominée i parametre continu, cela évite d'utiliser la
caractérisation séquentielle !

Mais pas le temps de refaire le corrigé....
On commence par remarquer que, d’apres le théoréeme sur la caractérisation séquentielle de la limite, le calcul de
h
"2 —: x2

1
la limite demandée équivaut & démontrer 1’existence et a calculer la limite de / f(x)dx lorsque n — 400
0

pour toute suite (h,),cN de réels strictement positifs de limite nulle.
Soit donc (hy),eN une telle suite, et posons :

1 p
e [ wa
=l h,21+x2f(X) X

Le changement de variable x = h,t donne

1/hn
I, = /O f(hnt) dt.

1+12
f(hat) sit< -
On pose alors, pour t >0 : gu(t) = ¢ 1+ 2 hu
0 sit> g
Alors g, est continue par morceaux sur R4 et I, = / gn- De plus, il est facile de montrer que la suite
Ry
0
(gn)nen converge simplement sur R4 vers la fonction ¢ +— 1f j_ 22 (détaillez!). On a également la domination
i 1
lgn(t)] < 1 +°;’2 , et puisque la fonction t — 5P est continue intégrable sur R le théoreme de convergence

dominée permet de conclure.

Exercice 2: (%*) - (x*)
t

e
it th(x) =
Soit, pour x > 0 : h(x) /0 "

a) Ftudier la continuité, la dérivabilité, la monotonie de h.

b) Déterminer les limites de & en 01 eten +oo.

) Montrer que lim (/(x) + Inx) existe.
x—0+

Q Solution:

a) Notons :
t

flot) = tix

On utilise le théoreme de dérivabilité d’une intégrale a parametre :
t

pour (x,t) € R% x[0;1].

. € . .
— Pour tout x > 0, la fonction t ; est continue (par morceaux) sur [0;1], comme quotient de deux

fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Elle est donc aussi intégrable sur ce segment.

9 t
— Pour tout ¢ € [0;1], la fonction x — f(x,t) est dérivable et %(x,t) S

par rapport a x € RY et continue (par morceaux) par rapporta t € [0;1].
— Soit a > 0. Pour tout x € [a;+oo[ et tout t € [0;1] ona

e of .
22 donc 5 est continue

L 0| < g = o

(t+a)?

avec ¢ continue, donc intégrable, sur le segment [0;1].
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Le théoreme susnommé permet donc d’affirmer que & est de classe %! sur tout intervalle [a;+oo] avec a > 0,
donc sur R* , et que :

et

-1
W :—/ 4
Vx>0 (x) o ()2

' étant négative, la fonction & est décroissante sur RY .
b) e Puisque e > 1 sur [0;1], on a h(x) 2/

o t+x

Il en résulte immédiatement : lim h(x) = 4o0.
x—0+

=In(1+ x) — Inx pour tout x > 0.

t

t+x
¢) Compte tenu du calcul fait ci-dessus, on a, pour tout x > 0 :

e Puisque 0 < donc immédiatement : lim h(x) =0.

< ¢ pour tout t € [0;1], ona 0 < h(x) <
X X—r+00

R|®

1 dt 1ef —1
h(x)—i—lnx—ln(l—&—x)—h(x)—/o t+x_/0 Fx dt

Pour chercher la limite de cette expression lorsque x — 0, on peut utiliser le théoréme de convergence
dominée combiné a la caractérisation séquentielle de la limite.

el —1
t+ x,

Soit donc (x;),en une suite de réels > 0 qui tend vers 0, et posons fy(t) = pour tout ¢t € [0;1], de

1
sorte que h(x,) +Inx, —In(1 +x,) = /0 fu(t)dt.

f1
— La suite (f)yen converge simplement sur ]0;1] vers la fonction ¢: t +— €

— ¢ est continue sur |0;1] ;
— On a la domination :
VnoN, Vie€]0;1], 0< fu(t) < @(t)
et ¢ est intégrable sur ]0;1] car prolongeable par continuité en 0.
Le théoréme de convergence dominée donne alors :

1
lim (h(xy) +Inx, —In(1+4 x,)) :/0 p(t)dt

n—+o0

et puisque ce résultat est vrai pour toute suite de réels positifs qui converge vers 0 on en déduit

. 1
;1113}) (h(x) +Inx —In(1+x)) = /0 o(t)dt.

t
e —1 .
dt existe.

1
Il en résulte que lim (h(x) +Inx) = /
J0

x—0*

Remarques

a) On en déduit facilement : h(x) ~ —Inx
x—0*

.y . . L. L. e
b) L'intégrale ci-dessus peut se calculer facilement sous forme d’une série, en écrivant ;= et

en utilisant le théoreme d’intégration terme a terme de Lebesgue.

Exercice 3: (%*) - (x%)

1
Pour x réel on pose : f(x) = / (1 —t)* dt.
J0

a) Déterminer le domaine de définition de f et montrer que f est continue sur son domaine.
b) Calculer f(n) pour n € N.

¢) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine.

Q Solution:

a) e Posons g(x,t) = t*(1—1t)* pour (x,t) € R x]0;1J.
Pour tout x réel, t — g(x,t) est continue sur |0;1[ et

1 1
= glxt) ~

g(x, t) ~ 1 (1—1’)77{ ’

t—0+
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Par comparaison a une fonction de Riemann au voisinage de 0 et au voisinage de 1, on t — g(x,t)
intégrable si et seulement si —x < 1 soit x > —1

f est donc définie sur |—1; +oo].
e La fonction g est continue par rapport a x et continue (par morceaux) par rapport a t.

Soit a > —1. Puisque Inf est négatif sur ]0;1[, on a
x>a=t"'=xInt<alnt =t
donc :
Vte]0;1[,Vx e [a;+oof, 0< g(x,t) <t (1—1)" = ¢(t)

avec ¢ continue et intégrable sur ]0;1].
L’hypothese de domination locale est donc satisfaite, et le théoréme de continuité des intégrales a parametre
assure la continuité de f sur |—1;+oo].

1
b) Posons pour (n,m) € N2, Inm = / t"(1 —t)™dt (ce n'est pas ,une intégrale impropre!). On fait une
0

intégration par parties, pour m > 1 :

1
tn+1 m 1
= 1-t)" —/ 11 — p)m-1 gy,
n,m n+1( ) +n+1 0 ( )
—~—0

=0

Donc I, = I41,m—1 et, par récurrence :

m
n+1
L. — mm—1)---1 I B mm—1)---1
T ) (n+2) - (ntm) T T it ) (n+2) - - (ntm)(n+m+1)

O { (et RS W (1)
En particulier, f(n) = m+0)(n+2)---2n+1)  @n+1)

1
¢) e Pourtout t €[0;1] ona #(1—1t) < 1 (inégalité bien connue).
1
Y1) < — d’ou . . _
Donc pour x >0, t*(1 —#)* < yE; d’ott facilement : JCl_1>r4r_1oof(x) 0.
e Pour t € ]0;1], les fonctions x — #* et x — (1 —)* sont positives décroissantes (car Int < 0), donc
¥y<y=t"1-1t)*> (1 —t)Y donc f est décroissante.

D’apres le théoreme de la limite monotone, si f était majorée sur son domaine, elle admettrait une limite
finie ¢ quand x — 1T et 'on aurait :
Vx> -1, 0> f(x).

On aurait donc aussi, pour tout segment [a;b] C ]0;1] :
b
0> / F(1— B de.
Ja

b
Mais la fonction x — / t°(1—t)* dt est, elle, continue sur R (facilement par le théoréme sur la continuité

a
d’une intégrale a parametre), on peut donc faire tendre x — 1 et on aurait :

Va;b] € 0;1], /abt(ldi_tt) <

b4t 1 at
Les intégrales / e étant majorées, cela impliquerait que 1'intégrale / e serait convergente,
Ja - 0 -
ce qui n'est pas (considérer un équivalent en 0 et 1).

Ainsi, par 'absurde, f est décroissante non majorée, donc lim . f(x) = +oo.
x——1

Exercice 4: (xx)

On pose F(x) = /0 T

+o0 eft
dt.

a) Montrer que F(x) est bien définie pour tout x > 0.

b) Montrer que F est de classe € sur [0;+oo].

¢) Calculer F(")(0) pour tout n € N.
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X Solution:

a) Soit f:[0;+0o[ x [0;400] — R définie par :
— e_t .
T 14tx

flxt)

Pour chaque x > 0, la fonction + +— f(x,t) est continue par morceaux sur R, et intégrable car

1 1 . .
2 f(x,t) ST 0, donc f(x,t) e O (t_2) et t i 5 est intégrable au voisinage de +oo (je ne détaille
pas plus, 'arqument est classique et doit étre connu...).

On en déduit la convergence de l'intégrale généralisée définissant F(x).

b) Pour chaque t € R4, la fonction x — f(x,t) est indéfiniment dérivable et pour tout n € IN :
" —1)"n!
—f(x, t) = wt”e—t .
ox" (1+ tx)ntl
. J"f . . a"f .
La fonction x +— S (x,t) est continue, la fonction ¢ — S (x,t) est continue par morceaux et
af

YV (x, 1) € (Ry)2

W(X' t)’ <nlte™! = gu(t)

avec ¢y : [0;+o0o[ — R continue par morceaux et intégrable (par comparaison encore & t — tlz).

L’hypothese de domination est donc bien vérifiée pour toutes les %, et le théoreme de dérivation d'une
intégrale a parametre < version ¥ > permet alors d’affirmer que F est de classe ¥® sur [0;+oco[ et

VneN, Vx>0, F(x) = (~1)"n! /+oo el g
7 = 7 - . . O (1 + tx)TH‘l .
¢) En particulier,
F(0) = (=1)"(n1)?.
Exercice 5: (xx)
Foo dt
soit P [T 4
o 0 1+P 4+
a) Montrer que F est définie sur R .
b) A l'aide du changement de variable u = }, calculer F(0).
¢) Montrer que F est continue et décroissante sur R .
d) Déterminer la limite de F en +oco.
& Solution:
a) Posons .
V(x,t) S ]R+ X ]R+, g(x,t) = m .

Pour tout x € R4, la fonction ¢t — g¢(x,t) est définie, continue sur Riet g(x,t) ~ avec t +—»

t—+o0 f3 ! f3

intégrable au voisinage de +co, donc F(x) existe.

b) u — % est une bijection strictement décroissante de classe ¢! entre R* et R* . On peut donc réaliser le

changement de variable f = % qui donne :
/‘+ dt 7/‘+°° udu
o 148 Jo 144
Donc :
oo +oo +oo —17*%
ZF(O):/ 1+t3dt:/ ZL:/ L’fz:{iArcngt ! _An
0 14t 0o 2—t+1 o (t_l>+§ V3 V3 o 33
2 4
d’ott : )
s
F0)=—-
(0) 33
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o x+— g(x,t) est continue sur Ry, t+— g(x,t) est continue par morceaux sur [0; +oo[, et

1

< —— =
g(x,1)] TP

o(t)

et ¢ intégrable sur [0; +oo[ dong, par le théoreme de continuité d’une intégrale a parametre, f est continue.

Si x < y alors pour tout € [0;+oo[, g(y,t) < g(x,t) donc f(y) < f(x). Ainsi f est décroissante.
(On peut aussi montrer f de classe €' par le théoreme de dérivabilité d'une intégrale a parametre, et F'(x) < 0, mais
cela est affreusement plus long!)

d) lim F(x)=0 car:
X—+o00

teo dt 1 t° du
0<Fo< [ o - L o
(2) /o X3+ 3 t=xu x2 /o 1+ u3 x>+

Exercice 6: Intégrale de Gauss (xx)

, 1 o—x(1+£)
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f: x — / P
0
lim f(x)

X—>+00

dt sur R4 . Déterminer f(0) et

X
b) Soit g : x — / e~ dt. Montrer que, pour tout x € R, f(x?) + (g(x))2 = cste.
0

400 2
En déduire la valeur de : / e U dt
JO
X Solution:
a) Considérons la fonction
e ¥(1+1)

Pour chaque x € R4, la fonction t — h(x,t) est continue par morceaux sur [0;1], donc intégrable.
La fonction i admet une dérivée partielle :

oh _o—x(14£2)
5 (x,t) — —e .

Celle-ci est continue par rapport a x, continue (par morceaux) par rapport a t et vérifie la domination :

V(xt) € Re x [0;1], %(x,t)‘ <1

La fonction constante ¢ : t — 1 est continue et intégrable sur [0;1]. Le théoreme de dérivabilité d'une
intégrale a parametre permet alors d’affirmer que f est de classe ¢! sur R} et :

1 1
Vx>0, f’(x):/o %(x,t)dt:—/o e *(147) gy,

b) On a

1 dr T
f(o):/o 1+ 4

1
0< f(x) < / e Ydt ="
0

Pour x >0,

donc lim f = 0.
onc iror(}f

c) g estla primitive s’annulant en 0 de la fonction continue x — e, donc g est de classe €. Par suite, la
fonction u: x — f(x?) + (g(x))2 est de classe ¢! sur Ry et:

u/(x) = —2x /

0

X 2 1 2,2
/ e dt = x/ e " du.
0 t=xu 0

u est donc une fonction constante, et puisque u(0) = 7, on en déduit :

1 X
e (1+8) gy 1 2e % / e P dt=0
JO

car

2 T

Vx e Ry, f(x%)+ (g(x)" = T
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X
d) Pour x > 0,/ e dt > 0 donc
0

/Oxe_tzdt: %—f(xz) — ?

X— 400

Exercice 7: (%)
) . . s -1,
a) Déterminer le domaine de définition de: f: x — / mt dt.
Jo

b) Etudier sa dérivabilité, calculer f/(x) et en déduire f(x).

X Solution:

a) Posons : : )
. _ t— X _ t— xInt
V(x,t) € R x]0;1], u(x,t)f—lmL == e

Pour tout x € R, la fonction t — u(x, t) est continue par morceaux sur ]0 ; 1[.
Puisque Int ~t—1,0ona lir? u(x,t) =1, donc la fonction # — u(x, t) se prolonge par continuité en 1.
1 t—1-

De plus,
tX

u(x,t -
() ~ =

1o Lodt

Or / nt dt = / FrInt est une intégrale de Bertrand, qui converge si et seulement si —x < 1 soit x > —1
0 In 0 n

(fait en classe, a savoir refaire car pas au programme ! !'!. Voir plus de détails dans exercice 10).

On en déduit que la fonction f est définie sur |—1;+oo].

b) La fonction u admet une dérivée partielle :

g—Z(x,t) (= 1)

Cette dérivée partielle est continue par rapport a x et continue (par morceaux) par rapport a t.
Soit a > —1.0Ona:

V (x,t) € [a;+00[ x]0;1],

ou
i < — )t
- (x,t)’ < (1t

(car x > a = t¥ = e*I"t L "INt puisque Int < 0).
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est de classe ¢! sur |—1;+oo[, et :

1 1

x+2 x—i—l'

F(x) = /Ol(t—l)txdt:

On en déduit :

f(x) =In i—ﬁ + cste.

La fonction :
t—1

Int
est continue sur ]0;1[ et se prolonge par continuité en 0 et 1, elle est donc bornée par un certain réel
M € R, et alors :

t—

M
—
x+1 x>+

1
el < [ merar =

On en déduit cste = 0 puis finalement

x+2
fl) =i
Exercice 8: (xx)
+oc0 e—xt _ e—yt
Justifier 'existence et calculer, pour x et y réels strictement positifs : F(x,y) = / — dt -
0

X Solution:
(rapide)
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efxt _ efyt 9

fi(xt) — R et %(x, t) = —e " sont définies et continues sur R¥ x R%. t — f(x,t) est intégrable
sur IR’ car prolongeable par continuité en 0 et négligeable devant ¢ tlz en +oo. Pour a >0,
)
Vx € [a;+oo], %(x,t) |<e ™™ =g(t)
avec ¢ intégrable sur RY .
Par le théoréme de dérivabilité d'une intégrale a parametre, x — F(x,y) est de classe ¢ et

OF e o1
ax(x,y)—/o e Ydt= 2

Donc F(x,y) = —Inx + (y) olt ¢ est quelconque, et puisque pour x =y, ona F(x,y) = 0 on obtient

F(x,y) =Iny —Inx.

Exercice 9: (xx)

400
Soit f définie sur R4 par: f(x) = / 7&1‘(??:155 2
J0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

dt.

b) Pour x > 0, calculer f/(x).

2
Int - 7T

¢) En déduire : ) 3

Exercice 10: (¥*x%)

dt.

T —1
Déterminer le domaine de définition et calculer : g(x) = / 7
0

Q Solution:

X

-1
ng Pour (x,t) €e R x]0;1].

e On étudie d’abord l'intégrabilité de t — f(x, ) selon les valeurs de x.
La fonction t — f(x,t) est continue par morceaux sur |0;1[.

Soit f: (x,) > -

- Quand t — 17, on peut poser t =1 —h avec h — 0" d’ou:

R
feh) = am o ¥

et donc t+— f(x,t) se prolonge par continuité en 1 (donc est intégrable au voisinage de 1).

— Quand t -+ 0", 0ona:
0 six >0
- 1 six=0
20 | 4o six<O
Donc :

- si x 20, on obtient f(x,f) —6+ 0 ce qui permet un prolongement par continuité.
t—

1

—-six< —1,ona f(x,t ———;mais |———| > |—
S £ )t:&t—ﬂnt ‘t—xlnt Z |tint

1/2 dt 1)
t /u i [In|Int|], u~>—0>+ +o0 donc

1, L s .
t— " est pas intégrable au voisinage de 0, et par comparaison, t — f(x,t) non plus.
n

1 1

-sixe]-1;0[,ona f(x,t) =0 (t‘_x) avec —x < 1, et puisque t — = est intégrable au voisinage de
0 (fonction de Riemann d’exposant < 1), il en est de méme de ¢ — f(x, ).

Ainsi, t— f(x,t) estintégrable au voisinage de 0 si et seulement si x > —1.

Finalement t — f(x,t) est intégrable sur ]0;1[ si et seulement si x > —1, et donc g est définie sur |—1; +oo[.

1 exlnt _ 1 9
e La fonction x — f(x,t) = - Int est dérivable donc f admet une dérivée partielle % et
)
% (1) = £,
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o Vxe|-1;+00] t— %(x, t) est continue par morceaux sur ]0;1][.
o Vte]0;1, x+— %(x,t) est continue sur |—1; +oo].
e Soit a > —1. Pour x € |a;+oo],
)
L)<=t
(car x > a = t* = e¥In L eI puisque Int < 0), avec ¢ : ]0;1[ — R continue par morceaux et intégrable
sur |0;1].
e Les hypotheses du théoreme de dérivabilité d’une intégrale a parametre sont donc bien satisfaites ; on en déduit
que g est de classe ¢! sur tout intervalle [a;+oo[ avec a > —1, donc sur |—1;+oo[, et

1 1
-1 = trdt = .
Vx> -1, g(x) /0 P
On en déduit
(x) = (0)+/xi =In(1+x)
SO =T 1 T '
Exercice 11: (xx)
En utilisant une équation différentielle linéaire du premier ordre, calculer f(x) = / We”‘t dt.
0
X Solution:
(un peu rapide)
e(71+ix)t
e Pour tout x € R, t — g(x,t) = T est définie, continue par morceaux sur R} et intégrable (car
— S 1 , 1 . e
équivalenteen 0 a f — 7i et c’estun o Z)en +00, je ne détaille pas...).

e ¢ admet une dérivée partielle

98 o (—ltin)t
e (x,t) =1iVte

Pour tout x réel, t — %(x, t) est définie et continue par morceaux sur R? , pour tout ¢ > 0, x g—f(x, t) est
continue sur IR, et on a la domination :

ox

B n| < viet =0

avec ¢ intégrable sur R* .

e On en déduit que la fonction f est de classe ¢! sur R et :

+o0 . i too o(—1+ix)t 1
"(x) = / iViel71+0tgy — , / dt = — ~f(x
f &) 0 ipp 2(1—ix) Jo NG 2(x+1)f( )
Or: ) )
-1 —x+i X n i
2(x+1i)  2(x2+1) 2(x2+1)  2(x2+1)
donc 4 1 .
—dx 1 ) i
/ 2cti) 4lm(x +1)+ 2Arctamx
puis :
iArctanx/2
f(x) = Cexp (iiArCtanx—lln<x2+1)) S 1
2 4 (x241)1
Puisque f(0) = /7 (changement de variable t = u? pour se ramener a I'intégrale de Gauss), on conclut :
ﬁeiArcztanx
Vx eR, f(x):im-
(x2+1)
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Exercice 12: (x*)

+o00

Pour x réel on pose F(x) = / e ch(2fx) dt.
0

a) Montrer que F est définie et de classe ¢! sur R.

b) Déterminer une équation différentielle du ler ordre vérifiée par F et en déduire F.

c) Calculer F par une autre méthode.

& Solution:
a) Soit, pour (x,t) e R x Ry,

Fx,t) = e " ch(2xt).

La fonction t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car

Pf(x,t) — 0

t—+oco

1 1. .
donc f(x,t) LT O ( t_z) ,avec t— 7 intégrable aux voisinages de +co.

La fonction x — f(x,t) est dérivable et
of _p
—(x,t) = 2te” " sh(2xt).
% (x,1 (2xt)
La fonction t — %(t,x) est continue par morceaux, la fonction x — %(x, t) est continue. Soit @ € R.

V(x,t) € [-a;a] xR,

%(x, t)’ < 2ash(2alt])e = g(t)

avec ¢ intégrable sur R (méme argument qu’auparavant).
On en déduit que la fonction F est de classe € 1 sur tout segment [—a;4a], donc sur R.

b) A l'aide d’une intégration par parties (justifiée...) :
~+00 +00 r+-00
F(x) = / 2te" sh(2xt) dt = [—e’tz sh(th)]O + 2x/ e~ ch(2xt) dt.
0 0

On en déduit que F est solution de I"équation différentielle :
F'(x) —2xF(x) =0,

donc il existe une constante C telle que :
2

F(x) = Ce*
et puisque F(0) = ?, ona
Vx€eR, F(x) = gexz.

¢) On sait (développement en série entiere de la fonction exp) :

2:1)! (xt)Zn

—+o0
V(x,t) e Rx Ry, ch(2xt) =} 2
n=0

Dans toute la suite, x € R est fixé. Pour tout n € IN, soit uy : [0; 400 — R définie par
22n

Dl (xt)Zneftz

un(t) =

Les fonctions u, sont continues (par morceaux) et d’apres le calcul fait ci-dessus la série de fonctions Y uy,

converge simplement sur [0; +oo[ vers la fonction f — et ch(2xt) elle-méme continue (par morceaux) .
Chaque fonction u; est intégrable et

400 22n|x‘2n +oc0 ’ >
t)| dt = et dt
/O ‘un( )‘ (27’1)' /O €

Par intégration par parties (justifiée...) :

+ + 1 o+
/ ¥ et dt:/ Py qofgp = 2 1/ ¥ pn-1)g-# gy
0 0 0

et donc par récurrence facile :
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puis

+00 2n
L7 uatoy) ae = BT

n! 2
Il y a alors convergence de la série Y [ |uy| et donc on peut intégrer terme & terme ce qui donne :

400 teo +00 .21
x) = 2/0 () dt = Y VT VT e
n=0 :

Exercice 13: Recherche d’équivalent (x%x)
7 cost

it f:
Soit f xn—>/0 .

a) Montrer que f est définie, continue sur RY . Etudier les variations de f.

dt.

b) Déterminer les limites de f en 0% et +co.

¢) Déterminer un équivalent de f en 07 et +oo.

Q Solution:

cost
———, définie sur R* x [0; Z].

cost Cx [0:5]

La fonction g est continue par rapport a x et continue (par morceaux) par rapport a t.

Pour toutréel a >0 ona:

a) Posons: g(x,t) =

V(1) € fas+esl x [055 ], 860 < s = 0(0)

avec la fonction ¢ qui est continue donc intégrable sur [0;5].

Le théoreme de continuité d'une intégrale & parametre permet alors d’affirmer que f est continue sur [a; +oo],
et a > 0 étant quelconque, sur R* .

Pour 0 < x < x',ona
Vte [0;;], g (¥, t) < glxt).
En intégrant, on obtient f (x') < f(x). La fonction f est donc décroissante.

On aurait pu aussi établir que f est de classe € et étudier le signe de sa dérivée mais c'est bien plus long !

b) On a l'encadrement :

701 =z
< < = 2
0< f(x) < 7 = dt = [In(x+1)] ;75

doncxl_lg_loof(x) =0.

On a la minoration :

T cost V2 =5 V2. x+Z
> dt > = | In(t Ay | 4
f(&) /0 t+x 2 [n( +x)]t:0 2 n
donc lim f(x) = +oo.
x—0*
¢) On al’encadrement :
1 n 1 n
— /2 costdt < f(x) < —/2 cos tdt
X+ 7 - 0 X Jo
donc facilement : 1
x -
f( ) x—:\:—oo X
On a l'encadrement < bien connu > :
7T £2
P I <
Vte[O,z], 1 2\cost\l

(cela peut se démontrer soit par une étude de fonction, soit, plus astucieusement, a 1’aide de la formule de
Taylor reste intégrale)

donc )
2 odt 1 7 £2de 2 dt
_ = < < .
/o t+x 2 Jo t—&—x\f(x)\/o t+x
Or . .
/2 dt :1nx+7rv—lnx
0o t+x x 0
et

7 24t 3
Oé/Z </2 tdt = cste = o(Inx),
0o t+x 0
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donc :
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