EX. XIX - ENDOMORPHISMES D'UN E.V. EUCLIDIEN PSI* 22-23

EXERCICES : ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN, AVEC CORRIGES I

Exercice 1: (%)

Reconnaitre les endomorphismes de R (muni de sa structure euclidienne canonique) canoniquement

associés aux matrices :

1(72 -1 2 1 (7 4 4 8 1 4

a)A:§ 2 21 b)B:§ 4 -8 -1 oC=1|-4 4 7
1 22 -4 -1 -8 1 8 —4

Q Solution:

a) Il est facile de vérifier que la matrice A est orthogonale (les colonnes forment une famille orthonormée de
Mz, (R).
De plus, on constate sans presque aucun calcul que det A > 0, A est donc la matrice d’une rotation.

L'axe de cette rotation est la droite des vecteurs invariants. Or, si V = (x y z)T :

y=x

AV =V <= 2x -5y +z=0 <=
z=3x.

—Sx—y+2z=0 {
x+2y—z=0

L'axe de la rotation est donc la droite vectorielle de base le vecteur (1,1,3). Son angle 6 est tel que
trA =1+2cosf soit § = & Arccos (—g) .

b) 1l est facile de vérifier que la matrice B est orthogonale (les colonnes forment une famille orthonormée de
Mz, (R).
De plus, on constate sans presque aucun calcul que detB < 0, B est donc la matrice d'une antirotation

ou d’une réflexion. Or en dimension 3 la trace d’une réflexion est égale & 1 (les trois valeurs propres sont
1,1et —1), donc puisque tr B # —1, B est la matrice d"une antirotation.

L’axe de cette antirotation est la droite des vecteurs propres associés a la valeur propre —1. Or, si
V=(x vy z)T :

y=z

BV = -V < dx+y—z=0<+= 0
x=U.

2x —4y +4z=0 {
—4x—-y+z=0
L’axe de l'anti rotation est donc la droite vectorielle de base le vecteur (0,1,1). Son angle 6 est tel que
trA = —142cosf soit § = & Arccos (—%) .
¢) La matrice C n’est pas orthogonale, mais on constate que ses colonnes sont orthogonales et ont méme norme,
qui vaut 9.

.1 . .
La matrice —C est donc, elle, une matrice orthogonale, que 1’on caractérise comme dans les deux exemples
précédents.

Au final, C est la matrice de la composée d'une isométrie et de ’homothétie de rapport 9.

Exercice 2: (x%)

Montrer que A = est une matrice orthogonale positive si et seulement si a,b,c sont les

(Sl TN
a x o
[N T 0

4
racines d'une équation de la forme x> — x? +k = 0, k étant un réel tel que 0 < k < 57

Q Solution:

e Déja, A est une matrice orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une famille orthonormée, ce qui
équivaut a :

ab+bc+ca=0 et a®+b*+2=1
Or (a+b+c)? =a?+b*+c* + 2ab + 2bc + 2ca donc cela équivaut a

ab+bc+ca=0 et a+b+c==El
o Il s’agit alors d"une isométrie positive si et seulement si son déterminant est positif (forcément =1) soit :

a + b3+ 3 —3abe = 1.
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EX. XIX - ENDOMORPHISMES D'UN E.V. EUCLIDIEN PSI* 22-23

Or a® + b3+ —3abc = (a+b+c)(a® +b> + c® — ab — bc — ca) (factorisation que 1'on peut obtenir directement
en calculant différemment le déterminant) donc en rassemblant tous les résultats :

A€Of(R)<=ab+bc+ca=0 et at+b+c=1.

e Trois nombres réels a, B, v sont toujours les solutions de 1’équation (x —a)(x — B)(x — 7) = 0, équation qui
peut s’écrire
Pt p®+gx+r=0

avec les relations coefficients-racines :
p=—(a+tB+7) , q=ap+Br+tora et r=—apy

Donc ici a, b, ¢ sont les racines d"une équation de la forme x> —x2+k=0 avec k = —abc.
Réciproquement, si I’on considére une telle équation, 1’étude de la fonction x + x> — x? + k montre qu’elle admet
3 racines réelles si et seulement si 0 < k < % , et dans ce cas, ses racines 4, b, c vérifient les relations précédentes,
ce qui établit la réciproque.

. . . T . . o
o Remarque : il est facile de voir que le vecteur (2 b c¢) est invariant par A, donc lorsque A # I3, il s’agit
d’un vecteur de base de 1’axe de la rotation que représente A.

Exercice 3: (xx)
Déterminer les conditions sur les réels «, 8, y, u, v, w pour que la matrice :
1—u —2af —2avy

M=|-2« 1-0v =28y
—20y 2By 1—-w

soit orthogonale (on supposera «, 8, ¥ non nuls).
Démontrer que c’est alors la matrice d'une réflexion que l'on caractérisera.

Q Solution:

e La matrice M est orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une famille orthonormée de M31(R) ,
ce qui équivaut aux deux systémes :

(1—u)? +4tx2,82 +4029% =1 20B(1 —u) +2aB(1—v) — 40(/372 =0
4112,32 +(1- v)z + 4,8272 =1 et —4112,87 +2By(1—v)+2By(1—w) =0
4029 42+ (1—w)? =1 20y(1 — u) — 4ap?y +2ay(1 —w) =0

En divisant les lignes du second systeme par af # 0 etc.., il s"écrit :
(1—u)+(1—-0v) =292
(1-2) 4 (1 —w) = 24>
(1—u)+(1—w) =282
d’ot1 en faisant des combinaisons linéaires des lignes (comme L; — Ly + L3 etc...) :
1—u:'72—1x2+,32 ; 1—U:72+a2—[52 ; 1—w:—72+1x2+,82.
La premiere ligne du premier systeme devient alors :
(72— a2 + B2)? +4a2B* + 40292 =1 soit (Y?+a?+p2)% =1
et les deux autres lignes donnent la méme chose.
Finalement, les 6 équations initiales sont simplement équivalentes a :
l-u=92-2+f ; 1-0=2+42-P ; 1-w=-2+a2+p et 2+P+2=1
ou mieux, a :
ocz—i—ﬁz—&—'yz:l ;ou=24 ; 0:2[52 et w:Z'yz.
e Onadonc
1-242  —2af  —2ay
M= —2ap 1-287 —2By avec a® + B2+ 9% =1.
—2ay —2By 1- 292
Soitalors V = (x y z)T € M31(R) ; on a facilement, apres simplification :
MV =V <= ax+py+7z=0

donc le sous-espace propre E1(M) est un plan : on peut affirmer, directement d’apres le cours, que M est la
matrice de la réflexion par rapport au plan d’équation ax + By + vz = 0 (dont un vecteur normal est (a, ,7)).
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Exercice 4: (xx)

Soit f un automorphisme orthogonal d"un espace vectoriel euclidien E.

Montrer que f est diagonalisable si et seulement si f est une symétrie orthogonale.

X Solution:

Soit f € O(E), diagonalisable. Puisque les seules valeurs propres possibles de f sont £1, il existe une base ot la
matrice de f est diagonale avec des £1 sur la diagonale.

On a donc f? = Idg. Par suite, f est une symétrie; et si c’est aussi une isométrie, c’est une symétrie orthogonale
(cf. théoréme du cours sur la caractérisation des symétries orthogonales).

La réciproque est immédiate.

Exercice 5: (xx)

Soit A = (a;;) € On(R). Montrer que : < n. Cas d’égalité?

Q Solution:

e Sil’on munit M, (R) du produit scalaire canonique alors
n n
2 Z aij = (A|])
i=1j=1

ol | estla matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1.
L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors :

(AIDI<IAIHITI = /(AT A) []] aco®) VED Y12 =nvn
n l,]

donc cette inégalité est trop forte...

e Ennotant C; les colonnes de la matrice A et U le vecteur colonne dont toutes les coordonnées sont égales a
1, on a, lorsque M, 1(R) est muni du produit scalaire canonique :

= (G|u)
donc Zal] ) < ‘ u> <]é ; u>

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire dans M, 1 (IR) donne alors :

z%-—<ch§ é .

j=1

Or U||l =,/ Z 12 = /7 et, les colonnes de A formant une famille orthonormale, on a d’apres la relation de

Pythagore :
2

n n 2 n
Lo =xol =xr=n
j=1 j=1 j=1

et I'on obtient ainsi le résultat demandé.

Il y a égalité si et seulement si ) C; est colinéaire a U, ce qui équivaut a dire que U est un vecteur propre de
A (forcément pour une valeur propre valant +1.
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Exercice 6: (x*)

Soient E un espace euclidien et f : E — E une application linéaire vérifiant :

Vx,y €E (x|y) =0= (f(x)|f(y)) =0.

a) Calculer (4 + v | u —v) pour u,v vecteurs unitaires.

b) Etablir qu'il existe & € RT vérifiant

Vx e E |f(x)]l = allx]].

¢) Conclure qu'il existe g € O(E) vérifiant f = ag.

Q Solution:

a) Si u et v sont unitaires :

2 2 2 2
(u+o]u—v) = [ul + (o] u) = u]0) = o]2 = u]2 = o> =1 -1 =0.
b) On a donc, compte tenu de la linéarité de f et de ’hypothese faite, pour tous vecteurs u, v unitaires :

(fluto)[f(u=20)) =0
donc
(f(u) + ()| () = f(@)) = [ F@)I* = [ f(@)|* = 0.
Ainsi, la valeur de ||f(u)]| est la méme pour tous les vecteurs unitaires. Notons 1a «.

) x . x N L
Si x est un vecteur non nul quelconque, le vecteur u = Tl est unitaire donc f (M) =« d’ol1 par linéarité

IIf (x)]| = a||x]|, et cela reste évidemment vrai pour x = 0.
¢) — Sia estnul, alors f estl'application nulle, et la propriété demandée est vérifiée pour toute g € O(E).

1
— Sinon, l'application ¢ = " f vérifie ||g(x)|| = ||x|| pour tout x, ¢’est une isométrie.

Exercice 7: (xx)

Dans un espace euclidien E, soit f € L(E). Montrer que deux des trois propriétés suivantes
entrainent la troisieme :

(i) f est une isométrie vectorielle;
(i) f2=—ldg;
(iii) f(x) est orthogonal a x pour tout x.

Q Solution:

Dans tout le corrigé, on notera & = (ey,...,e,) une base orthonormée de E, A la matrice de f dans %, et si x
(resp. y) est un vecteur de E, on notera X (resp. Y) la matrice colonne de ses coordonnées dans %.

. (i) et (il) = (iii)
Supposons f isométrie telle que f2 = —Idg, cest-a-dire AT A = I,, et A> = —I,.Onadonc ATA = —A? et
puisque A est inversible, en simplifiantona AT = —A.
On en déduit, pour tous x,y € E :

(Fx)|y) = (AX[Y) = (AX)'Y = XTATY = X" AY = — (x| f())
et, en particulier : (f(x) |x) = — (x| f(x)) d’ou (f(x)|x) =0.
. (ii) et (iil) = (1)
Déja, on remarque que si (iii) est vérifié alors, pour tous x,y € E, (f(x+y)|x+y) =0 donc:
) +fW)x+y) = &) [0) +{FW) [0+ (f@) |y) + fy)|y) =0
=0 -0
d’ott
(fy) ==l fw)

) == (e

est antisymétrique, et puisque A2 = —I,, on en déduit A" A = I, donc f est une isométrie.

En particulier, pour tous i,j € [1;n] ona a;; = <f(ei

f(ej)> = —ajj c'est-a-dire que la matrice A

. (iii) et (i) = (ii) Méme principe que ci-dessus.
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Exercice 8: (x%x)

Soient (x1,xy,...,%;) € R", muni de sa structure euclidienne canonique. A 1'aide de la méthode de
Schmidt, prouver que : |det(xq,x2,...,xu)| < [|x1|.][x2]-- .. || xn]|. Cas d’égalité?

Q Solution:

Si la famille (xq,xp,...,x,) est liée, le résultat est immédiat.

Sinon, soit B’ = (x1,x2,...,%,) ; &' est une base, que 1'on peut orthonormaliser en une base %’ par le procédé
de Schmidt. En notant % la base canonique de R”, on a

detyz B’ = dety B .detg: B' = +detgn B

puisque les deux bases Z et %’ sont des bases orthonormées.

!
Pr la matrice de passage P%, eest triangulaire supérieure, et les coefficients diagonaux sont (avec des notations
évidentes), les (x; |e/"). Il ne reste plus qu’a utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Il y a égalité si et seulement si il y a égalité dans les inégalités précédentes, c’est-a-dire si et seulement si chaque
x; est colinéaire a e;’ , ce qui équivaut a dire que la famile (xy,...,x,) est orthogonale.

Exercice 9: (x%*)

Soit A € M,(RR). Montrer qu’il existe une matrice orthogonale P telles que : AAT = P(ATA)P~1.

Q Solution:

On a déja vu dans la feuille précédente que :

XATA:XAAT.

Les deux matrices, qui sont symétriques réelles, ont donc mémes valeurs propres avec les mémes ordres de
multiplicité donc d’apres le théoreme spectral elles sont orthogonalement semblables a la méme matrice diagonale.
D’ot1 le résultat par transitivité.

Exercice 10: Matrices et déterminants de Gramm. (x**)

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 7. Etant donnés p vecteurs vy,...,v, de E, on
définit leur matrice de Gramm G(vy,...,v,) par:

V(i,j) € [1;p)*, Gij = (v ]v))
(ainsi, G(vy, ..., vp) est une matrice carrée symétrique d’ordre p).

a) Montrer que le rang et le déterminant de G(vy,...,vp) ne changent pas si I'on ajoute & un des
vecteurs une combinaison linéaire des autres.
En déduire que le rang de G(vy,...,v,) est égal au rang de la famille (vq,...,vp).

b) On supposeici p = n. Exprimer det G(vy,...,v,) en fonction du déterminant de (vy,...,vp) dans
une base orthonormée de E.

¢) Application : Montrer que si A est une matrice réelle carrée d’ordre 1, ona: rg(A' A) =rg A.

d) Application : Soit F un sous-espace vectoriel de E, et (vy,...,vp) une base de F. Exprimer, pour
tout vecteur a de E, le déterminant de G(a,vq, .. .,vp) en fonction de la distance de a a F, et
en déduire une expression de cette distance (on pourra remarquer que l'on ne change pas ce
déterminant en remplagant a par a — p(a), ou p est la projection orthogonale sur F).

Q Solution:

a) e Pour répondre a la question, il suffit de montrer que le rang et le déterminant de G(vy,...,vp) ne changent
pas si l'on ajoute & v; le vecteur Av; (en effet, les v; jouent tous le méme role, et en réitérant I’opération,
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n
on pourra remplacer vy par v; + Y, A;v;). Or:
i=2

(v +Avp |vg +Avp) (v +Avp|vp) ... (01 +Ava|o)
(v1 + Avy | v2) (vg | v2) ... (02 | vn)
G(v1 + Avp,vg,...,00) = ) X

(01 + Avp |og) (On | on)
(v +Avy o) (vr|v2) ... (v1]|on)
(01 +Ava[v2)  (v2]02) (v2 |on)

Li+Li—AL, : : :

(01 +Avy o) (vp|vw) ... (Un|vn)

~ G(vl,vz,...,vn).
Cchlf/\Cz

Les matrices G(vy + Avp, vy, ...,vn) et G(vy,0,...,0,) se déduisant l'une de 'autre par des opérations
élémentaires, elles ont méme rang et méme déterminant.

e Soit 7 le rang de la famille (vq,...,vp) (on suppose bien str r > 1. Sans perte de généralité, on peut
supposer que la famille (vy,...,v,) est libre, et que les vecteurs Uy41,.--,0p en sont des combinaisons

linéaires. En soustrayant alors a chacun de ces vecteurs leur combinaison linéaire des r premiers, on obtient,
compte tenu de la question précédente :

G(vy,...,0r) 0
g (G(vy,...,vp)) =18 (G(v1,...,0,,0,...,0)) =rg =rg (G(v1,...,vr)).

0 0,

De plus, si l’on se donne une base orthonormée de E et sil’on note Vi la matrice colonne des coordonnées
de v; dans 4, on a <vi

les colonnes sont V7, ..., V,. Cette matrice étant inversible puisque (vy,...,v,) est libre, il en est de méme
de G(vy,...,v;) donc G(vy,...,vr) estde rang r, d’ott le résultat.

v]-> = ViTV]-, donc G(vy,...,v;) = AT A olt A est la matrice carrée d’ordre r dont

b) D’apres le calcul ci-dessus, si A est la matrice de (vy,...,v,) dans une base orthonormée de E, on a
G(vq,...,04) = AT A donc det (G(vy,...,v,)) = (det A)2.

c) Découle directement de la question a).

d) D’apres la question a), puisque p(a) est combinaison linéaire de vy, ...,vp, le déterminant de G(a,vy,...,vp)
est égal a celui de G(a — p(a),v1,...,vp).
Or le vecteur a — p(a) appartient a F- donc est orthogonal a vy, ...,0, donc

la—p@|* 0 ... 0
det(G(a—p(a),v1,...,0p)) = 0 (vl.\vﬁ - o ‘.Un> = |la — p(a)||* det ((G(v1,...,vp)).
6 (vn.\m) e {vn ivn>
Lorsque a n’appartient pas & F (sinon d(a,F) = 0), la famille (a,v1,...,vp) est libre donc la matrice

G(a,vy,...,vp) estinversible et I'on a:

2 _ det (G(a,v1,...,vp)) .

d(a,F) det (G(vy,...,vp))

Exercice 11: (¥*x%)

_ , . L P(H)Q()
On munit R, [X] du produit scalaire (P |Q) = / —Z=_dt.
-1 V112

Vérifier qu’il s’agit bien d"un produit scalaire.
Montrer que u : P+ (X? —1)P” + XP' est un endomorphisme auto-adjoint pour ce produit scalaire.
Déterminer ses éléments propres.

X Solution:

o II faut déja vérifier que la définition a bien un sens, c’est-a-dire que I'intégrale impropre écrite existe :
P(H)Q(t)
V1—t2

o (W) , donc le résultat s’ensuit par comparaison a une fonction de Riemann.

En effet, la fonction t — est continue sur |—1;1[, et au voisinage de 1 (par exemple), c’est un
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o Les propriétés qu’il faut vérifier pour montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sont assez triviales (on utilise
comme d’habitude le fait que si 'intégrale d"une fonction continue positive est nulle alors la fonction est nulle sur
I'intervalle d’intégration).

e On calcule : . .
WP Q) = [ (A= 0~ VI-2r0) et ar

et on remarque que l'expression entre parentheéses dans l'intégrale est égale, au signe pres, a la dérivée de
t— /1 —t2P'(t). Donc une intégration par parties (a justifier proprement) donne :

Q)= '/711 V1-£2P'(H)Q'(t) dt

et sous cette forme il est clair que u est auto-adjoint.

e Soit, pour p € N, Tj le polyndme de Tchebychev de lére espece définit par: V0 € R, Ty(cos8) = cos(ph).
En dérivant deux fois cette expression, il est facile de vérifier que u(T,) = p? Ty, donc Ty est un vecteur propre
de u pour la valeur propre p?. Et puisque les polyndmes Tp pour 0 < p < n forment une famille de polynomes

de degrés échelonnées de 0 & n, ils forment une base de R,;[X] donc on a bien tous les sous-espaces propres et
toues les valeurs propres.

On peut aussi s’amuser a vérifier que les polynomes T, et T; pour p # g sont bien orthogonaux entre eux, ce
que 'on savait d’apres le théoreme spectral.

Exercice 12: (%)

Soit E un espace euclidien de dimension 7 > 2, a un vecteur unitaire de E et k un réel avec k # —1.

a) Montrer que
f(x)=x+k(x|a)a

définit un endomorphisme symétrique de E.

b) Montrer que f est un automorphisme.

¢) Etudier les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

 Solution:

On n’oublie bien siir pas de vérifier rapidement que f est bien un endomorphisme...

Le reste de l’exercice est trivial, si I’'on pense a écrire la matrice de f dans une base orthonormée de la forme
(a,ep,...,n)...

Exercice 13: (%)

Soit A = (a;;) une matrice réelle symétrique d’ordre n. On note Aq,...,A,; ses valeurs propres

(distinctes ou non). Prouver que : 2 A= 2 Z aj;.

i=1 i=1j=1
X Solution:
A étant symétrique réelle est (ortho)diagonalisable : A = PDP~! avec P € Oy(R) et D = diag(Aq, ..., An).
On a alors :

Z Z a;; = HAH tr(AT )= ’EI‘(A2 =tr D2 ZAZ

i=1j=1

Exercice 14: (%)

Soit A = (a;;) une matrice réelle symétrique d’ordre n. Montrer que, s'il existe k € IN* tel que
Ak =1,, alors A2 = I,.

Q Solution:

A étant symétrique réelle est (ortho)diagonalisable : A = PDP~! avec P € Oy(R) et D = diag(Aq, ..., An).
On a alors AF = PD¥P~1 donc la relation A% = I, implique Dk = I,, donc )\5.‘ =1 pour tout i.

On en déduit, puisque les A; sont réels, A; = +1 pour tout i donc D? = I, puis A2 =1,.
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Exercice 15: (xx)
Soit A € M, (R) telle que : Sp(ATA — AAT) C R
Montrer que A et A" commutent.

Q Solution:

On remarque déja que la matrice ATA — AAT est symétrique (calculer sa transposée) réelle, donc toutes ses
valeurs propres Aq, ..., A, sont réelles. De plus elles sont positives par hypothese et

Ai=tr(ATA—AAT) =0.

n
=1

1

Il en résulte que tous les A; sont nuls. ATA — AAT étant diagonalisable, elle est semble a la matrice
diag(A1,...,An) donc a la matrice nulle donc ATA— AAT =0, cqfd.

Exercice 16: (xx)
11 11
10 01
Diagonaliser la matrice : A = :
10 01
11 11
& Solution:
A est symétrique réelle donc diagonalisable
rg(A) = 2 donc dim(KerA) = n —2, donc 0 est valeur propre d’ordre 2 (exactement puisque A est
diagonalisable.

On cherche alors les deux valeurs propres qui manquent en considérant tr(A) et tr(A?)...

Exercice 17: (%)

aq b] 0 0
C1 . ’
Soit A=1|¢og .. - - 0 € My (R) avec cxby > 0 pour tout k € [1;n—1].
P by 1
0 ... 0 «c¢y1 o4y

a) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D dont le premier coefficient diagonal vaut 1 telle
que D~'AD soit symétrique réelle.

b) En déduire que A est diagonalisable.

Exercice 18: Diagonalisation simultanée de deux endomorphismes symétriques. (x*)

Soient u et v deux endomorphismes symétriques d'un espace vectoriel euclidien E. Démontrer que
les quatre propositions suivantes sont équivalentes :

(i) uov estsymétrique.
(i) uov=vou.
(iii) il existe une base orthonormale B de E formée de vecteurs propres communs a u eta v.

(iv) Il existe une base orthonormale B de E telle que les matrices de u et v dans B soient
diagonales.

Q Solution:

o (i) — (ii)
Notons A (resp. B) la matrice de u (resp v) dans une base orthonormée % de E. Alors

(i) <= AB € S;(R) < (AB) = AB <= B'A" = AB <= BA = AB < (ii).
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o (iii) <= (iv) est immédiat puisque dans une base formée de vecteurs propres la matrice d’'un endomorphisme
est diagonale.

o (iv) = (ii) est immédiat, puisque deux matrices diagonales commutent entre elles.

o (i) = (iii)
Supposons que u et v sont deux endomorphismes symétriques qui commutent.
On sait que u est diagonalisable : E = EB Ex(u).

A€Sp(u)
Puisque v commute avec u, les sous-espaces vectoriels E, (1) sont stables par v, et puisque v est diagonali-
sable, l'endomorphisme induit par v sur chaque E,(u) est aussi diagonalisable. Cela signifie qu'il existe une
base %) de E,(u) formée de vecteurs propres de v. Mais ce sont aussi des vecteurs propres de u, puisqu’ils
appartiennent a E) (u) !
Finalement, chaque %, est une base de E, (1) formée de vecteurs propres propres communs a u et a v, puis
B = U est une base de E formée de vecteurs propres propres communs a u eta v.
A€Sp(u)

Exercice 19: Matrices symétriques positives, définies positives. (xxx)
a) Prouver que A € S,(RR) est positive si et seulement si il existe B € M,,(R) telle que A = B'B.

b) Montrer que, pour toute matrice A € S,/ (R), il existe une et une seule matrice B € S, (R) telle

que: B2 = A.
¢) Matrice de Hilbert : Soit n > 1, et H, la matrice carrée d’ordre n dont le terme d’indice (7,j) vaut
1
i+j—1

Montrer que : H, € ST (R).

R Solution:
a) e Si A=B'B alors pour tout X € M, 1(R) ona

X"AX = X"B"BX = (BX)' BX = ||BX|?

donc X' AX >0 d’ou A € S;f (R).

e Réciproquement, supposons A € S;f (R).
A étant symétrique réelle est (ortho)diagonalisable : A = PDPlavec P € O, (R) et D = diag(Ay,...,Au).
D’apres la question précédente, les A; sont des réels positifs, donc en posant A = diag(+/Ay,..., VA,) on
a D=A? etpuisque A" =A ona A=PAA'P" =B'B en posant B=A"P'.

On peut démontrer de la méme fagcon que A est définie positive si et seulement si il existe B € GLy(IR) telle que

A=B"B.

b) e En reprenant les notations ci-dessus, si A est symétrique positive , on a A = PA’P~! = B2 avec

B = PAP~!.
Puisque B = PAP', B est bien symétrique, et puisque ses valeurs propres sont les coefficients diagonaux
de A, qui sont positifs, elle est positive.

e Montrons que cette écriture est unique. Notons a (resp. b) I'endomorphisme de R" canoniquement associé
a A (resp. B).
a est diagonalisable (car symétrique), donc R" = EB E)(a). De plus a et b commutent (car

A€Sp(a)

AB = BA = B%), donc b laisse stable chaque sous-espace propre E,(a), et puisque b est diagonalisable,
I’endomorphisme induit par b sur chaque E,(a) est aussi diagonalisable.
Soit alors  une valeur propre de blg () : il existe x # 0, x € E,(, tel que b(x) = px donc
Ax = a(x) = b?(x) = u?x ,d’ott u> = A.
B étant positive, j est positif donc # = \/A. Ainsi, la seule valeur propre possible de b| Ea(a) €St VA, et
comme b|g, (,) est diagonalisable, cela signifie que b|g, () est 'homothétie de rapport VA.

La restriction de b a chaque sous-espace propre E,(a) est donc nécessairement I’homothétie de rapport
V/A, ce qui détermine b de facon unique puisque ces sous-espaces propres sont supplémentaires.

Remarque :

On peut conclure plus rapidement si I'on utilise le résultat de I'exercice 18 : en effet, si A = B2, alors A et B
commutent donc sont codiagonalisables : il existe P € GL,(IR) et D, A diagonales telles que A = PDP~! et
B = PAP~'. Donc A = B? <= D = A?, et il est facile de conclure.

D'ailleurs la démonstration ci-dessus ressemble fortement i celle de 'exercice 18...

Cours PSI* — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 9/10 22 mars 2023



EX. XIX - ENDOMORPHISMES D'UN E.V. EUCLIDIEN PSI* 22-23

¢) Notons H,, = (al-]-), de sorte que a;; = -

1 . T
m. Soit X € Mn,l(R)/ X = (X1 X2 ... xn) .

Alors XTHnX = Z u,-]-xixj.
(ij)elun]®

En < remarquant > alors que -
i

S
—_— = / #+1=2dt (astuce!) ona :
+j—-1 Jo

2
1 Lo 1 . . 1 .
X"H,X :/0 Y xixt T2 dt :/0 Y (it H (T :/0 (Zx,-tll> dt>0

ij ij i
Cela montre que la matrice H;, est symétrique positive. De plus, par stricte positivité de I'intégrale :

n .
X' HX=0s=Vte[0;1], L5t '=0 &= x=...=x,=0<=X=0

i=1 justifiez!

donc H; est définie positive.

Exercice 20: (xx)
Soit A une matrice réelle antisymétrique d’ordre n.
a) Montrer que les valeurs propres de A sont imaginaires pures.
b) Montrer que la matrice (I + A)(I — A)~! existe et est orthogonale.

¢) Montrer que det(I + A) > 0 (considérer l'application A — det(I + AA)).
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