INFORMATIQUE: EQUATIONS DIFFERENTIELLES. PSI* 20-21

Résolution approchée d’équations différentielles I

I. Principe général

Soit n € N* et U un ouvert de R x R™. Une équation différentielle d’ordre 1 (résolue) est une équation de la
forme

y'(t) = F(t,y(t)
ou F est une application continue sur U & valeurs dans R™ et ot la fonction inconnue y est de classe €' sur
un certain intervalle de R, & valeurs dans R"™.
Dans le cas ou n = 1, on parle d’'une équation différentielle scalaire; dans le cas général, on obtient un
systeme différentiel.

Si (to,yo) € U, résoudre le probléme de Cauchy en (to,yo), c’est trouver un couple (I,y) ou I est un intervalle
de R et ol y est une fonction de classe €' de I dans R™ tels que

y(to) =yo et Vtel, y'(t)=F(tyt)).

On peut démontrer (théoréme de Cauchy-Lipschitz) que si pour tout ¢ l'application y — F(t,y) est de classe
€' (c’est-a-dire si toutes ses dérivées partielles existent et sont continues), alors il existe une unique solution
maximale (I,y) au probleme de Cauchy.

Les méthodes les plus simples de résolution approchée d’une telle équation différentielle consistent a approcher
la solution y en un certain nombre de points de l'intervalle . Plus précisément, on se donne un pas h, on part
du point to (olt Pon connait la valeur de y, c’est g ), puis on calcule de proche en proche les valeurs de y aux
points t =to + kh (k € N) en utilisant la relation

tht1

y(tre1) = y(ty) + / o y'(u)du = y(tx) + / F(u,y(u))du.

tr 123
Suivant la méthode de calcul approché de I'intégrale ci-dessus, on obtient diverses méthodes.
Remarques
— On ne traitera ici que des méthodes les plus courantes.

— On ne s’intéressera ici qu’a la partie programmation, et on ne discutera pas des problemes posés par
ces méthodes dans certains cas (convergence, précision, stabilité). C’est un sujet intéressant, mais qui
prendrait beaucoup trop de temps.

II. Les équations scalaires d’ordre 1

I1.1. Les méthodes explicites

I1.1.1. La méthode d’Euler explicite

Cette méthode utilise la méthode des rectangles a gauche pour 'approximation de l'intégrale. Cela revient donc
a écrire, avec les notations ci-dessus :

Y(the) = ylts) + / P y(w) du~ y(te) + RE (e, y(t)

ty

(puisque tg41 —tg = h).
Dans le cas d’un équation différentielle scalaire, cela revient a faire une approximation de la courbe au point
d’abscisse t; par sa tangente en ce point. En effet ’équation de la tangente & la courbe au point d’abscisse t
est :

YV = (X —tr)y'(tx) + y(te)
Erreur commise : si 'on se place sur un intervalle [a;b] (avec a = to) subdivisé de fagon réguliére en n

b—a 1
intervalles, soit h = ——, lerreur commise est un O [ — |, soit O(h). La méthode d’Euler est dite d’ordre 1.
n n

& Démonstration:

Supposons F de classe €. Alors la solution y est de classe 2. L'erreur e;, commise a la k-iéme étape est :
ex = |y(thsr) = [y(te) + hF (b, y(t)] | = [y(thsr) — y(te) — by (1],

1
et d’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange : e;, < 5h2 lly”]] . Lerreur totale commise est alors :
oo
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n—1 1
n
=S aepel_-o(2):
2 0o n
k=0

fgler programme

1. Ferire une fonction Euler(F,a,b,y0,n) qui renvoie les deux listes formées des tj et des y(ty).

2. On fera ensuite un test avec I’équation différentielle y' = —y + ¢ et la condition initiale y(0) =1,
dont la solution exacte est t — 2e~¢ + ¢ — 1. Sur un méme graphique on représentera les solutions
obtenues sur l'intervalle [0, 1] avec successivement 20, 50 et 100 points, ainsi que la solution exacte.

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3  import math
4
5 def Euler(F, a, b, y_0, n):
6 pas = (b - a)/n
7 X = [a]
8 t=a
9 Y = [y_0]
10 y =y_0
11 for k in range(0, n):
12 y =y + pas * F(t, y)
13 t += pas
14 X.append (t)
15 Y.append(y)
16 return X, Y
17
18 if __name__ == "__main__":
19 F = lambda t, y: -y + t
20 a=20
21 b=1
22 y_0 =1
23 # tracés approchés
24 X, Y1 = Euler(F, a, b, y_0, 20)
25 plt.plot(X, Y1, color='red', linewidth = 1.5, linestyle = '--', label='Euler 20 points')
26 X, Y2 = Euler(F, a, b, y_0, 50)
27 plt.plot(X, Y2, color='green', linewidth = 1.5, linestyle = '-.', label='Euler 50 points')
28 X, Y3 = Euler(F, a, b, y_0, 100)
29 plt.plot(X, Y3, color='blue', 1linewidth = 1.5, linestyle = ':', 1label='Euler 100 points')
30 # tracé exact
31 X = np.linspace(a, b, 1000)
32 Z =2 x np.exp(-X) + X - 1
33 # calcul directement sur arrays; pour les listes il faudrait faire
34 # Z = list(map(lambda t: 2 * m.exp(-t) + t - 1, X))
35 plt.plot(X, Z, color='black', linewidth=2, label='Solution exacte')
36 # ornements
37 plt.xlim(a, b)
38 plt.legend(fontsize = 'medium', loc='upper right')
39 plt.title('Equation $y\'=-y+t$ avec $y(0)=1$ sur 1\'intervalle $[0,11$',\
40 fontsize='medium')
41
42 plt.show()
. J

Voici la figure obtenue :
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1.00 Equation i =—y +¢ avec y(0) =1 sur lintervalle [0,1]
k T T T T

- - Euler 20 points
- Euler 50 points
0.951 +++++ Euler 100 points |
— Solution exacte
0.90+
0.85F
0.80+
0.75F
0.70+
0.65 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

I1.2. La méthode du point milieu (ou méthode de Heun)

Cette méthode utilise la méthode des rectangles au point milieu pour I'approximation de I'intégrale. Cela revient
donc a écrire, avec les notations ci-dessus :

Pt ty +1 ty +t
)=o)+ [ ) dum gt 4 0r (B (BED )
tk

Mais & la k-iéme étape, on ne connait que la valeur approchée de y(t;) et non celle de y (%) ; on

approchera donc cette valeur a 'aide de la méthode d’Euler :

tp +t h
Yy (%) ~y(tk) + §F(tkay(tk))

ce qui donne finalement le schéma :
h h
itken) ~ ylt) 4 hF (1t o) avee au = y(6) + 5 F(ty(6).

Erreur commise : si Pon se place sur un intervalle [a,b] (avec a = ty) subdivisé de facon réguliére en n

b—a 1
intervalles, soit h = ——, l'erreur commise est un O —) , soit un O(h?). La méthode de Heun est dite
n

d’ordre 2.

& Démonstration:

n2

Supposons F' de classe €. Alors la solution y est de classe €3 . L'erreur e, commise & la k-iéme étape estici :
h h
ek = |y(tes1) —y(ty) — hd| avec dp =F (tk + 5 ute) + EF(tkyy(tk))) :
Puisque dy, est une approximation de g’ (t;c + %) ,on écrira plutét :

ek = ’y(tk+1) — y(tk) — hy' (tk + %)‘
=]y (s )

En utilisant la formule de Taylor-Young pour y a ’ordre 3 et v’ al’'ordre 2

o) = t) = b (114 3 ) = [otern) = (o) — o' @0)] = [of (0 + 5 ) = v/ (00)]

er < e; +eg avec {

h? h
- [71//(%) - 0<h3>] ~h[3v" ) + 00| = 00,
donc e}, = O(h3). D'autre part, en appliquant la formule des accroissements finis & la deuxiéme application partielle de F :

h h h h h
Y (tk + 5) — dg, F (tk +t 50y (tk + 5)) - F (tk + Evy(tk)+ EF(tkyy(tk)))’

= ’ [y (tk + g) —y(ty) — gF(tmy(tk))} Z—I; (tk + g,ck)’

h h oF
< ‘y (tk + 5) —y(ty) — EF(tkyy(tk))‘ Ha—H
y oo

h
oll ¢ appartient au segment |:y (t,C + %) Jy(te) + EF (tx, y(tk)):| . En utilisant encore la formule de Taylor-Young, on obtient

alors ‘y’ (t;c + %) - dk‘ = O(h?) et finalement e/ = O(h3).

1 1
On en déduit e, = O(h%) = O (—3) et l'erreur totale ¢ estbienun O (—2) .
n n
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ﬁ 2éme programie

$ Implémenter la méthode (il suffit de modifier légérement le programme précédent). Comparer.

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 import math
4

from P1EquationDifferentielleScalaireEuler import *

6

7 def Heun(F, a, b, y_0, n):
8 pas = (b - a)/n

9

X = [a]
10 t =a
11 Y = [y_0]
12 y =y.0
13 for k in range(0, n):
14 alpha = y + pas * F(t, y) / 2
15 y =y + pas * F(t+ pas / 2, alpha)
16 t += pas
17 X.append(t)
18 Y. append(y)
19 return X, Y
20
21 if __name__ == "__main__":
22 F = lambda t,y: -y + t
23 a=20
24 b=1
25 y_0 =1
26 X, Y1 = Euler(F, a, b, y_0, 50)
27 plt.plot(X, Y1, color='red', linewidth = 1.5, linestyle = '--', label=' Euler 50 points')
28 X, Y2 = Heun(F, a, b, y_0, 10)
29 plt.plot(X, Y2, color='green', linewidth = 1.5, linestyle = '-.', label='Heun 10 points')
30 X = np.linspace(a, b, 1000) # tracé ezact
31 Z =2 * np.exp(-X) + X - 1
32 plt.plot(X, Z, color='black', linewidth=2, label='Solution exacte')
33 plt.xlim(a, b)
34 plt.legend(loc="upper left')
35
36 plt.show()
S J

Ci-dessous la figure obtenue.

1.00 *\ —==- Euler 50 points

—-= Heun 10 points

—— Solution exacte
0.95 -
0.90 A
0.85 A
0.80 A
0.75 A
0.70

T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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11.3. Les méthodes implicites

I1.3.1. La méthode d’Euler implicite
Cette méthode utilise la méthode des rectangles a droite pour 'approximation de 'intégrale. Cela revient donc
a écrire, avec les notations ci-dessus :

tit1

Y(trr1) = y(te) + /t Fu,y(u)) du = y(ty) + hE (e, y(trer))

(puisque tgy1 —tp = h).
y(tg+1) est alors solution de I’équation G(z) =0 ol

G: x— y(tg) + hF(tg1,2) — .

On peut montrer que cette équation possede une unique solution pour h < assez petit >. On peut alors la
résoudre par la méthode de Newton, illustrée ci-dessous.

La suite correspondante est donnée par la relation de récurrence :

G(xn)

Tn+l = Tp — G/(ZL' ) .
n

G(zn + h) — G(zy)

G(xzn +h) — Gz, —

et 'on approchera : G'(z,,) ~ o

, ou mieux : G'(x,) ~

(je vous laisse

justifier a I'aide de la formule de Taylor).
Erreur commise : si 'on se place sur un intervalle [a;b] (avec a = to) subdivisé de fagon réguliére en n

. . a . 1 :
intervalles, soit h = —— , on montre que lerreur commise est encore un O [ — |, soit un O(h). L’avantage de
n n

la méthode par rapport a la méthode explicite est qu’elle est plus stable, c’est-a-dire risque moins de diverger.

fg 3éme programme

$ Implémenter la méthode, et comparer avec la méthode explicite.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import math

def Newton(G, x0, pas):
err = 1
eps = le-10
while err > eps:

W N o oA W N e
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9 Gprime = (G(x0 + pas) - G(x0))/pas
10 x1 = x0 - G(x0)/Gprime

11 err = abs(xl - x0)

12 x0 = x1

13 return x0

14

def EulerImplicite(F, a, b, y_0, n):

PSI* 20-21

16 pas = (b - a)/n

17 X = [al

18 t=a

19 Y = [y_0]

20 y =y_0

21 for k in range(0, n):

22 G = lambda x: y + pas * F( t + pas, x) - x

23 y = Newton(G, y, pas)

24 t += pas

25 X.append(t)

26 Y.append(y)

27 return X, Y

28

20 def EulerExplicite(F, a, b, y_0, n):

30 pas = (b - a)/n

31 X = [a]

32 t=a

33 Y = [y_0]

34 y =y_0

35 for k in range(0, n):

36 y =y + pas * F(t, y)

37 t += pas

38 X.append(t)

39 Y. append(y)

40 return X, Y

41

42 if __name__ == "__main__":

43 c =20

44 nbpoints = 50

45 plt.figure(1)

46 F = lambda t,y: - c*y

a7 a=0

48 b=3

49 y_0 =1

50 X, Y1 = EulerImplicite(F, a, b, y_O, nbpoints)

51 plt.plot(X, Y1, color='red', 1linewidth = 1.5, linestyle = '--', label='Euler Imp '+str(nbpoints)+' point|
52 X, Y2 = EulerExplicite(F, a, b, y_O, nbpoints)

53 plt.plot(X, Y2, color='green', linewidth = 1.5, linestyle = '-.', label='Euler Exp '+str(mbpoints)+' points')
54

55 X = np.linspace(a, b, 1000) # tracé ezact

56 Z = np.exp(-c*X)

57 plt.plot(X, Z, color='black', linewidth=2, label='Solution exacte')
58 plt.xlim(a, Db)

59 plt.legend(fontsize = 'medium', loc='upper right')
60 plt.title('Equation $y\'=-c*y$ avec $y(0)=1$ et $c =$'+str(c),\
61 fontsize='medium')

62 plt.show()

S

J

Les figures ci-dessous montrent bien que la méthode d’Euler explicite n’est pas stable (ce serait évidemment

meilleur avec plus de points!).
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Equationy’= —c*y avecy(0)=1letc=1

1.0 1 === Euler Imp 20 points
—-= Euler Exp 20 points
— Solution exacte

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Equationy’= —c*y avecy(0)=1letc=5

1.0 A === Euler Imp 20 points

—-= Euler Exp 20 points
= Solution exacte

0.8 A

0.6 1

0.4 1

0.2 A

0.0 A

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Equation y’= —c*y avec y(0) =1 et c =20

1.0049 l \ ' 1 | ! I 1 ! | l__- Euler Imp 50 points
| R i i ! ‘ ! | 1 —:- Euler Exp 50 points
0754 { i i | i 1 h: E | F— Solution exacte
NN R N )
'n-"i|!!ii!!ii!'-ii-!l"‘""'|l'|i"||"||'l
el N i i i g g :li
T N R N TR N TR [ T
0-25-i‘i|!!'1“"” il !!!ii!!ii!!=i|” “||“l||llIl
A R .|.l-I--|-|.|..-'|
O T T T T T T T T T
L b
—0-25'”il!,-i!!,'i!!jl'll:'u”u"ll',i!!ii!!ji!!ii!ii“
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sl
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_075“Ill||l|lllll|J|||J|||,“|||IL||IIIII|I|JIII|JI|||
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_1‘00.| 1 I [ T | 1 I ]
0 1 2 3 a 5

I1.3.2. La méthode de Crank-Nicolson

Cette méthode utilise la méthode des trapezes pour I'approximation de l'intégrale. Cela revient donc a écrire,
avec les notations ci-dessus :

tht1

Yltern) = y(ta) + / F(u,y(w)) du ~ y(t) +

) 5 (F(tr, y(tr)) + F(ter1, y(tet)) -

y(tr+1) est alors solution de I’équation G(x) =0 ou

G- s ylt) + 5 (Fltey(00) + Fltann, ) .
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que l'on résout encore par la méthode de Newton. On démontre qu’il s’agit d’'une méthode d’ordre 2.

ﬁ 4éme programme

$ Implémenter la méthode, et comparer avec la méthode précédente.

Corrigé :

Le seul changement dans le code est le suivant :
1 def Crank(F, a, b, y_0, n):

2 pas = (b - a)/n

3 X = [al

4 t =a

5 Y = [y_0]

6 y =y_0

7 for k in range(0, n):

8 G = lambda x: y + pas/2 * (F( t + pas, x) + F(t,y)) - x
9 y = Newton(G, y, pas)

10 t += pas

11 X.append(t)

12 Y.append(y)

13 return X, Y

Voici le résultat.

Equation y’ = —y + t avec y(0) = 1 sur l'intervalle [0, 1]

=== Euler Imp 20 points
2.0 —-= Crank Nicolson 10 points

----- Solution exacte

7
g /
1.8 ,.//
/4//
1.6 7
i
//‘//
1.4 7
7

1.2 4 7

//~/

//'/
1.0 1 7
> 2
™, el
Vs <7
0.8 1 RN P tte
el
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

ITI. Les équations vectorielles (systéemes différentiels)

Tous les algorithmes vus ci-dessus s’adaptent directement au cas ou la fonction F' est définie sur I x R™ et a
valeurs dans R™. La solution de ’équation différentielle est alors une fonction vectorielle y définie sur I et a
valeurs dans R™.

Pour la programmation, il suffira donc d’utiliser des variables de type array (module numpy).

IT1.1. Un exemple : équations de Lotka-Volterra (systéme proie-prédateur)

On s’intéresse a 1’évolution au cours du temps d’un systeme biologique composé de deux especes : des proies
(lapins ou sardines) et des prédateurs (renards ou requins, respectivement!).

Pour cela, on note x(t) et y(t) le nombre de proies et de prédateurs au temps ¢. Pour la suite, on fera I’hypothese
de supposer ces fonctions dérivables.

En labsence de prédateurs, les proies ont un taux de croissance constant (on suppose la nourriture abondante

x' (¢

et absence de compétition), c’est-a-dire que le taux d’accroissement de la population 2’(t) vérifie ((t)) =a
x

ou a représente la différence entre le taux de natalité et le taux de mortalité naturelle hors prédateurs (modele

de Malthus).
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De méme, les prédateurs ont tendance a disparaitre en ’absence de proies, faute de nourriture, de fagon

!/

t

proportionnelle & leur nombre donc on aura une relation de la forme i ((t)) =—c

Y
Il reste & prendre en compte les interactions entre les deux espéces : le taux de prédation (taux de décroissance
des proies dii aux prédateurs) est supposé proportionnel au nombre de prédateurs. De la méme facon, le taux de
variation du nombre de prédateurs est proportionnel a la quantité de nourriture a leur disposition, c¢’est-a-dire

au nombre de proies. Ces considérations nous conduisent aux équations suivantes :

/!

x_(f) =a—by

(1) a,b,e,d> 0.
y_(t) =—c+dzx

y(t)

On obtient donc un systeme différentiel ; les conditions initiales correspondent aux populations a l'instant ¢t = 0.

En notant Y (¢t) = (;8) , ce systéme peut aussi s’écrire sous la forme Y’/(t) = F(¢,Y) ou F est Papplication
de Ry x R? dans R? définie par F(t,Y) = (y?glc—i-bggz)) . Cette fonction F étant évidemment de classe €,
le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique et assure de l’existence et de 'unicité d’une solution.

ﬁ 5éme programme
Utiliser la méthode d’Euler pour résoudre le systéme différentiel précédent. Que constate-t-on ?
Utiliser alors la méthode de Heun.

Pour obtenir les figures ci-dessous, on pris les valeurs

a=1,b=0.005, c=15, d=0.01 et les conditions initiales xo = 100 , yo = 80.

1 import numpy as np )
2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 def Heun(F, a, b, y_0, n):

5 pas = (b - a)/n

6 X = [a]

7 t =a

8 Y = [y_0]

9 y =y_0

10 for k in range(0, n):

11 alpha = y + pas * F(t, y) / 2

12 y =y +pas * F(t + pas / 2, alpha)

13 t += pas

14 X.append (t)

15 Y.append (y)

16 return X, Y

17

18 if __name__ == "__main__":

19

20 def F(t,y):

21 # a,b,c,d icti variables locales

22 a=1

23 b = 0.005

24 c=1.5

25 d = 0.01

26 return np.array([ y[0] * (a - b * y[1]), y[1] * (d * y[0] - c)])
27

28 a=20

29 b = 30

30 y_0 = np.array([100, 801)

31 nb_points = 10000

32 X, Y = Heun(F, a, b, y_0, nb_points)

33

34 figl = plt.figure(figsize = (9,7), num = 1)

35 plt.subplots_adjust (hspace=0.5)

36 plt.subplot(2,1,1)

37 Y1 = [ Y[il[0] for i in range(0, nb_points+ 1)]
38 plt.plot(X, Y1, color='red', 1linestyle = '--', linewidth=2, label='proies')
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39 Y2 = [ Y[i][1] for i in range(O, nb_points+ 1)]

40 plt.plot(X, Y2, color='green', 1linestyle = '-.', linewidth=2, label='predateurs')
41 plt.xlim(a, b)

42 plt.ylim(0,500)

43 plt.legend(loc='upper left', fontsize = 'medium')

44 plt.title("Evolution de la population proies-prédateurs")

45 plt.xlabel('Temps')

46 plt.ylabel('Proies/Prédateurs')

a7

48 plt.subplot(2,1,2) # plan de phase

49 plt.title("Dans le plan de phase $(x,y)$")

50 plt.plot(Y1l, Y2)

51

52 plt.figure(2)

53 #portraits de phase pour différentes valeurs initiales

54 a=0

55 b = 20

56 nb_points=10000

57 # liste des wvaleurs initiales

58 liste=[ np.array([50,100]), np.array([100,80]), np.array([150,150]), np.array([200,120]), \
59 np.array([300,300]), np.array([400,500])]

60 for y_0 in liste:

61 X, Y = Heun(F, a, b, y_0, nb_points)

62 Y1 = [ Y[i][0] for i in range(0, nb_points+ 1)]

63 Y2 = [ Y[il[1] for i in range(0, nb_points+ 1)]

64 plt.plot(Y1,Y2, label="x0 = "+str(y_0[0])+" , yO = "+str(y_0[1]))
65 plt.title("Portraits de phase pour différentes valeurs initiales")
66 plt.legend(loc='upper right', fontsize='small')

67 plt.xlabel('Proies')

68 plt.ylabel('Prédateurs')

39 plt.show()

INFORMATIQUE: EQUATIONS DIFFERENTIELLES.
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Voici les figures obtenues.

500 T

Evolution de la polulation proies-prédateurs

= = proies
400 = -

predateurs .- o oo

300 o - .o -

200f ¢ 1Y

Proies/Prédateurs
~

ook o .“/ ; \ UM
SN . !
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Temps

450 Dans le plan de pha;e (z,y)

25 30

400
350
300F
250
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50

50 100 150 200

250 300
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Portraits de phase pour différentes valeurs initiales

800 T T
— x0=50,y0= 100
— x0=100,y0 = 80
700} — x0=150,y0= 150 |
— x0=200,y0 =120
— x0 = 300,y0 = 300
600 x0 = 400, y0 = 500
500 4
2
5
o
= 400 4
o
2
a
300} |
200} i
100 i
0 " " . .
0 100 200 300 400 500
Proies

ﬁ 6éme programme

S Ecrire une version qui n’utilise pas numpy, en gérant les deux coordonnées séparément.

1 import matplotlib.pyplot as plt

2

3 def Heun(f, g, t0, t1, x0, yO, n):

4 pas = (t1 - t0)/n

5 T = [t0]

6 t = t0

7 X = [x0]

8 x = x0

9 Y = [yo]

10 y = yo

11 for k in range(0, n):

12 alphal = x + pas * f(x, y) / 2
13 alpha2 = y + pas * g(x, y) / 2
14 x += pas * f(alphal, alpha2)
15 y += pas * g(alphal, alpha2)
16 X.append (x)

17 Y.append(y)

18 t += pas

19 T.append(t)

20 return T, X, Y

22 #a,b,c,d variables globales

23 a =1

24 b = 0.005

25 c=1.5

26 d = 0.01

27

28 def f(x, y): # 1ére équa diff ' = ...
29 return a*x - b*x*y

30 def g(x, y): #2éme équa diff y' = ...
31 return -c*y + dixx*y

32

33 x0 = 100

34 y0 = 80

35  t0 =0

36 t1 =30

37 nb_points = 10000
38 T, X, Y = Heun(f, g, tO, t1, x0, yO, nb_points)

40 figl = plt.figure(figsize = (9,7), num = 1)

41  plt.subplots_adjust(hspace=0.5)

42 plt.subplot(2,1,1)

43 plt.plot(T, X, color='red', 1linestyle = '--', linewidth=2, label='proies')
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44 plt.plot(T, Y, color='green', 1linestyle = '-.', linewidth=2, label='predateurs')
45 plt.x1lim(t0, t1)

46 plt.ylim(0,500)

47 plt.legend(loc='upper left', fontsize = 'medium')

48 plt.title("Evolution de la population proies-prédateurs")

49  plt.xlabel('Temps')

50 plt.ylabel('Proies/Prédateurs')

51 plt.subplot(2,1,2) # plan de phase

52 plt.title("Dans le plan de phase $(x,y)$")

53  plt.plot(X, Y)

55 plt.figure(2)

56  #portraits de phase pour différentes wvaleurs initiales

57 t0 =0

58 tl = 20

59 nb_points=10000

60 # liste des wvaleurs initiales

61 liste=[ [50,100], [100,80]1, [150,150], [200,120], [300,300], [400,500]]
62 for CondInit in liste:

63 x0, yO = CondInit
64 T, X, Y = Heun(f, g, tO, t1, %0, yO, nb_points)
65 plt.plot(X, Y, label="x0 = "+str(x0)+" , yO = "+str(y0))

66 plt.title("Portraits de phase pour différentes valeurs initiales")
67 plt.legend(loc='upper right', fontsize='small')

68 plt.xlabel('Proies')

69 plt.ylabel('Prédateurs')

70  plt.show()

I11.2. Equations différentielles scalaires du second ordre

IT11.2.1. Un peu de théorie générale :

Considérons une équation différentielle linéaire scalaire du second ordre, de la forme :
2" =a(t)x’ +b(t)x +c(t) (L)

ou a, b et ¢ sont des applications continues de I dans K.

Matriciellement, cette équation peut s’écrire :
2\ (0 1 x(t) n 0
2"(t)) — \b(t) alt)) \z'(t) ct))’

Y =AY + B

Y(U(;/((?)) , A(t)(b?t) C(lt)) et B(t)<08f)>

ou encore Y/ = F(t,Y) avec F(t,Y) = A(t).Y + B(t). Pour tout t, Papplication Y — A(t).Y + B(t) est de
classe €', donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique.

soit :

avec

Pour résoudre cette équation, on pourra la encore utiliser les programmes vus précédemment.

I11.2.2. Equations de Bessel

Les équations de Bessel sont des équations différentielles linéaires du second ordre de la forme

22" (t) + ta' (t) + (> — &®)x(t) =0 ol « est une constante.

Leurs solutions (fonctions de Bessel) interviennent dans de nombreux domaines en Physique comme :

— la propagation de la chaleur dans un cylindre;
— les ondes (électromagnétiques ou acoustiques) dans un guide cylindrique (antenne ou tuyau);

— les modes de vibration d’une fine membrane circulaire ou annulaire;

I’étude d’instruments optiques;

le pendule de Bessel;

— dans les phénomeénes de diffraction par une fente circulaire;
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x(t)

En posant Y (t) = (:C’(t)) , cette équation s’écrit aussi

fg 7éme programme
En utilisant la méthode de Heun, tracer plusieurs courbes intégrales de cette équation différentielle

correspondant a différentes conditions initiales, par exemple dans le cas a = 3

1 import numpy as np )
2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 from EquationDifferentielleVectorielle_Volterra import Heun

5

6 def F(t,y):

7 alpha = 0.5

8 return np.array([y[1], (alpha**2 / t**2 - 1) * y[0] - y[1] / t1)

9

10 a = 0.01 #problémes en 0

11 b =20

12 pas = 0.01

13 nb_points = int( (b - a) / pas)

14 # liste des wvaleurs initiales

15 liste = [ np.array([0, x]) for x in np.arange(-3, 3, 0.4) ]

16 for y_O in liste:

17 X, Y = Heun(F, a, b, y_0, nb_points)

18 Y1 = [ Y[i][0] for i in range(0, len(Y))]

19 plt.plot(X, Y1, color='black')

20

21 plt.xlim(a, b)

22 plt.ylim(-0.4, 0.4)

23 plt.title("Fonctions de Bessel : équation $t"2x''(t) + tx'(t) +(t72-0.25)x(t)=0%")
24 plt.xlabel('t')

25 plt.ylabel('x')

26 plt.show() )

On obtient le graphique suivant :

Fonctions de Bessel : équation ¢? z'(t) +tz/(t) +(t> —0.25)2(t) =0

-0.4 ‘ ‘ ‘
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I11.2.3. L’équation du pendule

On considere une masse m suspendue par un fil rigide de longueur ¢ et de masse négligeable. On désigne par
0 l'angle entre la verticale passant par le point O de suspension et la direction du fil, et g 'accélération de la
pesanteur;

De plus, on suppose que le pendule est soumis & un frottement visqueux (résistance de l'air) de coefficient k.
On montre alors (voir votre cours de physique) que la fonction 6 est solution de I’équation différentielle :

0" (t) + #9’@) + %sin (0(t)) =0.

En posant Y (t) = (99/((?)) , cette équation s’écrit aussi

Y'(t) = F(t,Y) avec F (t, (5)) = <_#y_y%sin(x)> .

Cette équation n’est pas linéaire,mais les mémes méthodes restent applicables.

fg 8éme programme

$ Obtenir des graphes semblables & ceux ci-dessous.

Pendule pesant amorti avec vitesse initiale
‘

9 T T
8
7
6
s 5
o]
S 4
3
2
1
0
t
g Espace des phases
6 i
41 i
Vﬁ 2, ,
°
< o} E
_2F i
— 4+ i
-6 I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
theta
) 7
1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3
4 def Euler(F, a, b, y_0, n):
5 pas = (b - a)/n
6 X = [a]
7 t =a
8 y = y_0
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9 Y = [y_0]

10 for k in range(0, n):

11 y =y + pas * F(t, y)

12 t =t + pas

13 X.append(t)

14 Y.append(y)

15 return X, Y

16

17 if __name__ == "__main__":

18

19 def F(t,y):

20 g = 10

21 m =1

22 k =0.2

23 1=1

24 return np.array([y[1], - g / 1 * np.sin(y[0]) - k / (m * 1**2) * y[1]])
25 a=20

26 b = 20

27 nb_points = 10000

28

29 y_0 = np.array([0, 7])

30

31 fig = plt.figure(figsize=(9,8))
32 plt.subplots_adjust (hspace=0.3)
33

34 plt.subplot(2,1,1)

35 X, Y = Euler(F, a, b, y_0, nb_points)
36 Y1 = [ y[0] for y in Y ]

37 plt.plot(X, Y1, color='black')
38 plt.xlim(a, b)

39

40 plt.title("Pendule pesant amorti avec vitesse initiale")
41 plt.xlabel('t"')

42 plt.ylabel('theta')

43

44 plt.subplot(2,1,2)

45 Y2 = [ y[1] for y in Y ]

46 plt.plot(Y1, Y2)

47 plt.title("Espace des phases")
48 plt.xlabel("theta")

49 plt.ylabel("theta'")

50 plt.show()

IV. La méthode des différences finies

IV.1. Approximation des dérivées

Soit f une application de classe €™ (avec n suffisamment grand) sur un intervalle I.
La formule de Taylor-Young en un point x € I donne :

hnfl
(n—1) K
o)+ O,
Cette formule, appliqué en des points convenables, permet de démontrer sans difficulté :
fl@+h)— f(z)
h

ce qui permet d’obtenir une approximation de f’(x) par différence finie décentrée (en avant ou en arriére)
d’ordre 1.

Pour améliorer la précision, on peut utiliser une différence finie centrée, qui sera d’ordre 2 :

On peut de la méme fagon obtenir des approximations de la dérivée seconde. On utilise le plus souvent les
différences finies centrées d’ordre 2 :

Fla+h) = @)+ hf(@)+ )+t

+O(h) ou fl(z)= flo)=fla=h) O(h)

/(@) = 7

f”(:c): f($+h)_2];(2$)+f(x_h)

Si 'on veut augmenter la précision, on peut utiliser des différences finies centrées a l'ordre 4 (démontrer les
égalités ci-dessous) :

+ O(h?).
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fl@—2h) —8f(x — h) + 8f(z + h) — f(x + 2h)

4
on + O(h%)

) =

et

" —f(x—=2h)+16f(x — h) — 30f(x) + 16f(z + h) — f(x + 2h)
fi(x) =

12h2
Notons enfin qu’on peut aussi obtenir, toujours a partir de la formule de Taylor, des approximations d’ordre 2
pour les dérivées troisieme, quatriéme etc.. si I'on a a résoudre des équations différentielles d’ordre supérieur.
Le principe exposé ci-apres reste valable pour ces équations, mais les calculs sont un peu plus compliqués.

+ O(h%).

IV.2. Cas d’une équation différentielle linéaire scalaire du second ordre

On considere une équation différentielle linéaire du second ordre, de la forme :

a(t)z” (t) + b(t)a'(t) + c(t)z(t) = d(t) (L)
ol a, b, c,d sont des applications continues définies sur un intervalle [a, 5] & valeurs dans R.
La discrétisation de cette équation consiste d’abord & considérer une subdivision réguliére (tg,t1,...,tn4+1) de

b—a
I'int 11 d h =
intervalle [a, 8], de pas I

. C’est le maillage.

On écrit alors I’équation (L) aux points ¢; pour ¢ € [1;n] en substituant aux dérivées les valeurs approchées
a Pordre 2 mentionnées au paragraphe précédent (on utilisera ici les différences centrées d’ordre 2, ce qui est le
choix le plus courant. Le principe est le méme mais les calculs sont un peu plus compliqués avec les différences
d’ordre 4).

On obtient donc le systeme d’équations suivant, ot I'on a noté pour simplifier ; = z(¢;) (donc z;—1 = z(t; —h)
et Tit1 = ZL'(tZ + h)) :

Tip1 — 2@ + x5

Vie[lin], alt;) Fo(t) T T () = d ()

. h? 2h
. vielin], {“}S’;i) _ ”S,?] i1+ {c(ti) - zaf(f;)] 2 + [“f(f;) + bé’z)} i1 =d(t) (1)

En considérant alors la matrice tridiagonale M, d’ordre n, telle que

a(t; b(t; )

}(L;) —% pour i € [2;n] M;;=c(t;)—2
a(t:) | b(ti)

h? 2h

(les autres coefficients étant nuls), les équations précédentes s’écrivent alors

a(ti)
h2

M, i1 = pour i € [1;n]

et M; ;1=

pour i € [2;n — 1]

VZ S [[2,7’1, — 1]] 5 Miﬁifll'ifl 4+ M171£CZ 4+ Mi,iJrl:CiJrl = d(tz) .

11 faut de plus connaitre les valeurs xg = z(tg) et Tp+1 = x(tn) ( la méthode des différences finies est donc
particulierement bien adapté aux problémes ou les conditions initiales sont les valeurs de la fonction aux bornes
de l'intervalle, contrairement aux méthodes précédentes ot il a fallu par exemple utiliser la méthode du tir).
En réécrivant alors (1) pour ¢ =1 et ¢ = n, on obtient les équations supplémentaires

a(ty) b(tl)] 20

Miix1 + My sxe = d(t1) — [

h2 2h
“ (ta) . blta)
al(ty, tn
Mn,nflzn71+Mn,nzn:d(tn)f |: 2 + oh :|:Cn+1-
a(tl) b(tl)
d(tl)_[ nr  on | MO
d(t2)
En notant alors B le vecteur colonne B = : et X le vecteur colonne
d(tn-1)
a(tn) b(tn)
aten) ~ | + 2

X =%xq,...,2,), le systéme précédent s’écrit : M X = B.
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Il ne reste plus ensuite qu’a résoudre ce systéme. Puisqu’il est tridiagonal, cela pourra se faire simplement en
deux étapes :

— on rend le systéme triangulaire supérieur par des combinaisons linéaires sur les lignes (méthode de Gauss)

— puis on résout le systeme obtenu < de proche en proche >.

Algorithme de Thomas (1949) pour la résolution d’un systéme tridiagonal :

Soit & résoudre un systeme M X = D écrit sous la forme

bl C1 0 0 T1 dl
ag b2 (6] 0 0 To d2
0 as bg C3 x3 dg
bn—l Crn—1 Tn—1 dn—l
0 an by, Tn, dy

Dans une premiere phase, on rend le systeme triangulaire supérieur :

pour k variant de 2 & n faire

puis on résout le systéme obtenu en commencant par la derniere équation :

Cet algorithme est de complexité O(n) (il y a 8n — 7 opérations en tout, faites le calcul...)

fg 8éme programme

% Ecrire une fonction TriDiag(A, B, C, D) qui renvoie la solution X du systeme.

Attention : on rappelle qu’en Python, les listes sont indicées a partir de 0 ...

ﬁ 9éme programme

Le probléme physique :

Considérons un fil élastique mono-dimensionnel dans le segment [0,1] maintenu en z =0 et en £ =1 &
laltitude 0 et soumis & un chargement f(x) perpendiculaire au segment, a 1’équilibre.

Notons wu(zx) Valtitude du fil & Pabscisse x. L’altitude du fil est solution du probléme

{ Vr € [0,1], —u"(z) + c(z)u(z) = f(z)

u(0)=u(1)=0
ou ¢(x) est donné par les caractéristiques du matériau qui constitue le fil (c’est le coefficient d’élasticité).
Tracer la solution obtenue par la méthode précédente, dans le cas c(x) = cste = 1 et
1 osize [051]
fle)=49% size]|

% ; %] (on comparera avec la solution exacte, que l'on aura calculée...)
-2 sizel3;l]

N

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

1

2

3

4 def TriDiag(a, b, c, d):

5 n = len(b)

6 for k in range(O,n-1):

7 m = alk] / blk]

8 blk+1] = bl[k+1] - m * c[k]
9 dlk+1] = d[k+1] - m * d[k]

10 x =n * [0]
11 x[n-1] = d[n-1] / b[n-1]
12 for k in range(n-2, -1, -1):
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x[k] = (d[k] - clk] * x[k+1])/b[k]

14
15 def f(t):

16 if t < 1/3:

17 return -1

18 elif t < 2/3:

19 return 0.5

20 else:

21 return -2

22

23 n = 10000

24 a=20

25 b =1

26 x0 = 0

27 x1 =0

28 h = (b-a)/ (n+1)

29

30 T = [i*h for i in range(0,n+2)]

31 # on pouvait aussi utiliser np.linspace, bien sdr
32 a = (n-1) * [-1/(h*h)]

33 ¢ = (n-1) * [-1/(h*h)]

3¢ b =mn* [1 + 2/(h*h)]

35 d = [f(i*h) for i in range(l, n+1)]
36

37 X = TriDiag(a,b,c,d)

38 X.append(x1)

39 X.insert(0,x0)

40 plt.plot(T,X)

\41 plt.show()

PSI* 20-21

Voici le résultat :

0.01 T T

0.00

-0.01

-0.02}

-0.031

-0.041

-0.051

-0.06

-0.07 - -

0.0 0.2 0.4
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