
TD d’Informatique PSI* 16-17

Calcul matriciel - Corrigé

1 from copy import *

2 eps = 1e-12 # valeur à partir de laquelle un terme sera considéré nul

3

4 # on crée ici une nouvelle exception pour gérer les erreurs sur les matrices

5 class ExceptionMatrices(Exception):

6 def __init__(self, raison):

7 self.raison = raison

8 def __str__(self):

9 return self.raison

10

11 def cree_matrice(p, q, valeur=0):

12 # crée une matrice de type (p,q)

13 # où chaque élément vaut valeur (0 par défaut)

14 M = [None] * p

15 for i in range(p):

16 # ligne i

17 M[i] = [valeur] * q

18 return M

19

20 def identite(n):

21 # matrice identité d'ordre n

22 M = cree_matrice(n, n, 0)

23 for i in range(n):

24 M[i][i] = 1

25 return M

26

27 def nblignes(M):

28 # renvoie le nombre de lignes de la matrice

29 return(len(M))

30

31 def nbcolonnes(M):

32 # renvoie le nombre de colonnes de la matrice

33 return(len(M[0]))

34

35 def dimensions(M):

36 # taille de la matrice

37 return (nblignes(M), nbcolonnes(M))

38

39 def ecrit_matrice(A):

40 # affichage de la matrice A

41 p, q = dimensions(A)

42 for i in range(p):

43 s = ''

44 for j in range(q):

45 if A[i][j] >=0:

46 s = s + ' '

47 s = s + '{:.3f}'.format(A[i][j])+'\t'

48 print(s)

49 print()

50

51 def transpose(M):

52 # retourne la transposée de M en utilisant

53 # la définition d'une liste par compréhension

54 p, q = dimensions(M)

55 return [[M[i][j] for i in range(p)] for j in range(q)]

56 # attention à l'ordre des indices!

57
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58 def transpose2(M):

59 # retourne la transposé, version plus élémentaire

60 p, q = dimensions(M)

61 T = cree_matrice(q, p, None)

62 for i in range(p):

63 for j in range(q):

64 T[j][i] = M[i][j]

65 return T

66

67 def prod_scal(k, M):

68 # produit de la matrice M par le scalaire k

69 p, q = dimensions(M)

70 return [[k * M[i][j] for j in range(q)] for i in range(p)]

71

72 def somme(A, B):

73 # somme de deux matrices

74 p, q = dimensions(A)

75 p1, q1 = dimensions(B)

76 if p != p1 or q != q1:

77 raise ExceptionMatrices('Tailles incompatibles dans la somme.')

78 return [[A[i][j] + B[i][j] for j in range(q)] for i in range(p)]

79

80 def prod(A, B):

81 # produit de deux matrices, version basique

82 p, q = dimensions(A)

83 q1, r = dimensions(A)

84 if q != q1:

85 raise ExceptionMatrices('Tailles incompatibles dans le produit.')

86 C = cree_matrice(p, r, 0)

87 for i in range(p):

88 for k in range(r):

89 for j in range(q):

90 C[i][k] += A[i][j] * B[j][k]

91 return C

92

93 def entre_systeme():

94 # entrée du système par l'utilisateur, présentation rudimentaire mais suffisante

95 # cette procédure renvoie la matrice complète du système, avec second membre

96 p = int(input("Nombre d'équations ?"))

97 q = int(input("Nombre d'inconnues ?"))

98 A = cree_matrice(p, q+1, 0)

99 for i in range(p):

100 if i == 0:

101 print('Entrée de la 1ère ligne de la matrice du système:')

102 else:

103 print('Entrée de la ',i+1, 'ème ligne de la matrice du système:')

104 for j in range(q):

105 print('A[{:d},{:d}]= '.format(i+1,j+1), end='')

106 A[i][j] = float(input())

107 print('Entrée du second membre:')

108 for i in range(p):

109 print('B[{:d}]= '.format(i+1), end='')

110 A[i][q] = float(input())

111 return A

112

113 def ecrit_systeme(A):

114 # affichage du système, présentation rudimentaire

115 p, q = dimensions(A)

116 for i in range(p):

117 for j in range(q-1):

118 print('\t{:+.3f}*x[{:d}]'.format(A[i][j],j+1),end='')
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119 if j == q-2:

120 print('\t=',A[i][q-1])

121 print()

122

123 def ligne_pivot(A, j):

124 # cas d'une matrice carrée

125 # renvoie le numéro de ligne où figure le pivot dans la jème colonne

126 # en dessous de la ligne numéro j

127 # renvoie -1 si pas trouvé: erreur, matrice non inversible

128 n = nblignes(A)

129 ligne = j # ligne du pivot provisoire

130 pivot = abs(A[j][j]) # maximum provisoire

131 if pivot == 1:

132 return ligne

133 # s'il vaut +-1, on le laisse

134 for k in range(j+1, n):

135 coeff = abs(A[k][j])

136 if coeff > pivot:

137 pivot = coeff

138 ligne = k

139 if pivot < eps:

140 return -1

141 else:

142 return ligne

143

144 def ligne_pivot2(A, i, j):

145 # cas d'une matrice quelconque

146 # renvoie le numéro de ligne où figure le pivot quand on est

147 # ligne i colonne j (en-dessous de la ligne i)

148 # renvoie -1 si pas trouvé

149 n = nblignes(A)

150 ligne = i # ligne du pivot provisoire

151 pivot = abs(A[i][j]) # maximum provisoire

152 if pivot == 1:

153 return ligne

154 for k in range(i+1, n):

155 coeff = abs(A[k][j])

156 if coeff > pivot:

157 pivot = coeff

158 ligne = k

159 if pivot < eps:

160 return -1

161 else:

162 return ligne

163

164 def echange_lignes(A, i, j):

165 # échange dans A les lignes de numéros i et j

166 # cette procédure ne renvoie rien, elle modifie A en place

167 A[i], A[j] = A[j], A[i]

168

169 def transvection(A, k, i, mu):

170 # fait dans A l'opération Lk <-- Lk + mu*Li

171 # cette procédure ne renvoie rien, elle modifie A en place

172 n = nbcolonnes(A)

173 for j in range(n):

174 A[k][j] += mu * A[i][j]

175 if abs(A[k][j]) < eps:

176 A[k][j] = 0

177

178 def mult_ligne(A, i, mu):

179 # multiplie la ligne Li par mu
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180 # cette procédure ne renvoie rien, elle modifie A en place

181 n = nbcolonnes(A)

182 for j in range(n):

183 A[i][j] *= mu

184

185 def triangularise(A):

186 # applique la méthode du pivot en utilisant les procédures précédentes

187 # pour rendre le système (carré) triangulaire

188 # cette procédure ne renvoie rien, elle modifie A en place

189 n = nblignes(A)

190 for i in range(n):

191 ligne = ligne_pivot(A, i)

192 if ligne == -1:

193 raise ExceptionMatrices('Matrice non inversible!')

194 if ligne != i:

195 echange_lignes(A, i, ligne)

196 for k in range(i+1, n):

197 coeff = -A[k][i] / A[i][i]

198 transvection(A, k, i, coeff)

199

200 def echelonne(A):

201 # applique la méthode du pivot en utilisant les procédures précédentes

202 # pour rendre le système echelonné (pivot total)

203 # cette procédure ne renvoie rien, elle modifie A en place

204 p, q = dimensions(A)

205 # attention: le nombre d'inconnues est q-1

206 # puisque dans la dernière colonne il y a le second membre

207 i = 0 # numéro de ligne en cours

208 j = 0 # numéro de colonne en cours

209 while i <= p-1 and j <= q-2:

210 ligne = ligne_pivot2(A, i, j)

211 if ligne == -1: # pas de pivot, on passse direct à la colonne suivante

212 j += 1

213 else:

214 if ligne != i:

215 echange_lignes(A, i, ligne)

216 mult_ligne(A, i, 1/A[i][j])

217 A[i][j] = 1 # pour éviter les erreurs d'arrondi

218 for k in range(p):

219 if k != i:

220 transvection(A, k, i, -A[k][j])

221 i += 1

222 j += 1

223

224 def resolution_Cramer(A):

225 # le système de matrice complète A étant supposé triangulaire,

226 # le résout et renvoie le vecteur solution

227 n = nblignes(A)

228 X = [None] * n

229 for i in range(n-1, -1, -1):

230 X[i] = (A[i][n] - sum(A[i][j] * X[j] for j in range(i+1, n)) )/ A[i][i]

231 return X

232

233 def resolution_systeme(A):

234 # le système de matrice complète A étant supposé échelonné,

235 # le résout et renvoie toutes les solutions

236 # Déjà on calcule le rang de la matrice du système

237 # (sans le second membre) i.e le nombre de lignes non nulles

238 p, q = dimensions(A)

239 rang = 0

240 i = 0
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241 j = 0

242 while i <= p-1 and j <= q-2:

243 if A[i][j] != 0:

244 rang += 1

245 i += 1

246 j += 1

247 else:

248 j += 1

249 print('Le rang de ce système est égal à ',rang)

250 # s'il y a des lignes nulles et que le second membre n'est pas nul

251 # le système est incompatible

252 for i in range(rang, p):

253 if A[i][q-1] != 0:

254 return("Le sysème n'a pas de solution.")

255 if rang == q-1:

256 print('Le système a une solution unique, donnée par:')

257 ecrit_systeme(A)

258 for i in range (q-1):

259 print('x[{:d}]={:.3f}'.format(i+1,A[i][q-1]))

260 else:

261 print('Le système est indéterminé')

262 print('Il admet une infinité de solutions données par:')

263 j = 0 # indice du premier terme non nul dans la ligne

264 for i in range (rang):

265 while j <= q-2 and abs(A[i][j])<eps:

266 j += 1

267 s = 'x[{:d}]'.format(i+1) + '={:.3f}'.format(A[i][q-1])

268 for k in range(j+1,q-1):

269 if abs(A[i][k]) > eps:

270 s = s + '{:+.3f}*x[{:d}]'.format(-A[i][k],k+1)

271 print(s)

272

273 def determinant(A):

274 # applique la méthode du pivot en utilisant les procédures précédentes

275 # pour rendre la matrice triangulaire puis calcule son déterminant

276 n, m = dimensions(A)

277 if n != m:

278 raise ExceptionMatrices("Vous cherchez le déterminant d'une matrice non carrée!")

279 det = 1

280 for i in range(n):

281 ligne = ligne_pivot(A, i)

282 if ligne == -1:

283 return 0

284 if ligne != i:

285 echange_lignes(A, i, ligne)

286 det = -det

287 for k in range(i+1, n):

288 coeff = -A[k][i] / A[i][i]

289 transvection(A, k, i, coeff)

290 for i in range(n):

291 det *= A[i][i]

292 return det

293

294 def mult_ligne(A, i, mu):

295 # multiplie la ligne Li par mu

296 # cette procédure ne renvoie rien, elle modifie A en place

297 n = nbcolonnes(A)

298 for j in range(n):

299 A[i][j] *= mu

300

301 def inverse(A0):
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302 A = deepcopy(A0)

303 n, m = dimensions(A)

304 if n != m:

305 raise ExceptionMatrices("Vous cherchez l'inverse d'une matrice non carrée!")

306 B = identite(n)

307 for i in range(n):

308 ligne = ligne_pivot(A, i)

309 if ligne == -1:

310 raise ExceptionMatrices('Matrice non inversible!')

311 if ligne != i:

312 echange_lignes(A, i, ligne)

313 echange_lignes(B, i, ligne)

314 coeff = 1/A[i][i]

315 mult_ligne(A, i, coeff)

316 mult_ligne(B, i, coeff)

317 A[i][i] = 1 # pour éviter les erreurs d'arrondi

318 for k in range(n):

319 if k != i:

320 coeff = -A[k][i]

321 transvection(A, k, i, coeff)

322 transvection(B, k, i, coeff)

323 return B

324

325 # Exemples d'éxécution

326 #A0 = entre_systeme()

327 A0 = [[2,2,-3,2],[-2,-1,-3,-5],[6,4,4,16]]

328 A = deepcopy(A0)

329 # on fait une copie pour ne pas modifier le système initial

330 triangularise(A)

331 X = resolution_Cramer(A)

332 print('Les solutions du système:, \n')

333 ecrit_systeme(A0)

334 print('sont:','\n')

335 for i in range (nblignes(X)):

336 print('x[{:d}]={:.3f}'.format(i+1,X[i]))

337 print()

338

339 # A0 = entre_systeme()

340 A0 = [[1,2,3,4], [5,6,7,8], [9,10,11,12], [13,14,15,16]]

341 A = deepcopy(A0)

342 print('Résolution du système:')

343 ecrit_systeme(A)

344 echelonne(A)

345 resolution_systeme(A)

346 print()

347

348 A = [[2,2,-3],[-2,-1,-3],[6,4,4]]

349 print('Le déterminant de la matrice: \n')

350 ecrit_matrice(A)

351 print('est égal à : ', determinant(A),'\n')

352

353 A = [[2,2,-3],[-2,-1,-3],[6,4,4]]

354 B = inverse(A)

355 print("L'inverse de la matrice A = \n")

356 ecrit_matrice(A)

357 print('est la matrice B = \n')

358 ecrit_matrice(B)

359 print('Vérification: le produit AB est égal à:')

360 C= prod(A, B)

361 ecrit_matrice(C)

362
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363 # ci dessous, exemple d'éxécution

Les solutions du système:,

+2.000*x[1] +2.000*x[2] -3.000*x[3] = 2

-2.000*x[1] -1.000*x[2] -3.000*x[3] = -5

+6.000*x[1] +4.000*x[2] +4.000*x[3] = 16

sont:

x[1]=-14.000

x[2]=21.000

x[3]=4.000

Résolution du système:

+1.000*x[1] +2.000*x[2] +3.000*x[3] = 4

+5.000*x[1] +6.000*x[2] +7.000*x[3] = 8

+9.000*x[1] +10.000*x[2] +11.000*x[3] = 12

+13.000*x[1] +14.000*x[2] +15.000*x[3] = 16

Le rang de ce système est égal à 2

Le système est indéterminé

Il admet une infinité de solutions données par:

x[1]=-2.000+1.000*x[3]

x[2]=3.000-2.000*x[3]

Le déterminant de la matrice:

2.000 2.000 -3.000

-2.000 -1.000 -3.000

6.000 4.000 4.000

est égal à : 1.9999999999999956

L'inverse de la matrice A =

2.000 2.000 -3.000

-2.000 -1.000 -3.000

6.000 4.000 4.000

est la matrice B =

4.000 -10.000 -4.500

-5.000 13.000 6.000

-1.000 2.000 1.000

Vérification: le produit AB est égal à:

1.000 -0.000 -0.000

-0.000 1.000 0.000

0.000 0.000 1.000
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