TD p’INFORMATIQUE PSI* 15-16

Calculs approchés d’intégrales I

I. Notations

Le but de ce TD est d’étudier certaines méthodes de calcul numérique approché d’une intégrale.

Dans toute la suite, f désignera une fonction définie sur un intervalle [a,b] (a < b), & valeurs dans IR. On
supposera f de classe €, avec n suffisamment grand.
b—a b—a
Pour tout n € N*, on posera h, = ——, et, pour tout k€ [0;n]], ay =a+k—.
n n

L’idée de base est de découper I'intégrale de f en n morceaux en écrivant

J;hf(t)dt - gﬂ“ F(1)dt

puis d’approcher chaque intégrale f f(t)dt en remplagant f par une fonction polynomiale “proche” de f
a
sur l'intervalle [ay, g1 ]-

II. Méthode des rectangles a gauche
Le principe de cette méthode consiste a remplacer f sur [ag,ax,1] par une fonction constante (autrement dit,

on approche f sur [4,b] par une fonction en escalier). On prendra pour cette fonction constante la valeur de
f en a; (on aurait pu prendre la valeur en ay,; ...).

(Théoréme 1: )
B n-1
On suppose f de classe ! sur [a,b]. Pour tout n € N*, posons R, (f) = — Zf(ak).
k=0
Alors :
f_Rn(f) <
L “ W,

IS Démonstration:

Af+1 Af+1 A1
f f(t)dt—hnfmk):f [f(t)—f(ak>1dt<j () flap)]dr

k k k
puis d’apres 1'inégalité des accroissements finis : |f(¢) — f(ax)| < |t — ag| ”f’”oo .Dou:

ks , e+ , — 2 , I’l%
[ soarnaraol <, [ =aae= e, S <), 2
ak ak

d’oti en additionnant ces inégalités (et en utilisant I'inégalité triangulaire) :

b n-1 h2 bh—
[ r-ratn] < Tl - 5
4 k=0

f! 1ére fonction

§ Ecrire une fonction Rectangle(f,a,b,n) qui calcule R,(f). Tester cette procédure avec la fonction

1
f S sur [1,2], et comparer avec la valeur exacte (In2).

ITII. Méthode des points milieux

Le principe est le méme que dans la méthode précédente, mais on considere ici la valeur de f au point

b
my = 2k +2ak+1 On approche donc f [ par M, (f - Zf k)
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(Théoréme 2: R
e
On suppose f de classe €2 sur [a,b]. Pour tout n € N*, posons M,,(f) = " a Zf(ak +2ak+1 )
k=0
Alors : ) X
(b —a ”
‘j f—Mn(f)‘<T2)'f 'w

. “ " J

I& Démonstration:
e On commence par démontrer le lemme suivant :
Si g est de classe €3 sur [a,b), il existe c €]a,b[ tel que

3
a+b)+ (b—a) 2(0)

g<h>:g<a>+<h—a>g’( =)+

b\ (b-a)?
(42 )+ (b=4) A (A existe, il est solution d"une simple équation

Dém : Soit A le réel tel que g(b) = g(a)+(b—a)g ( > 24

[a,b] — R
3

de degré 1). On considere alors @ : { ,fa+x ) (x—a)

x o gl -gla-(x-ag(SF)- T

A

On a alors ‘P'("):f’(x)—f’(”;x)_x_;“f"(¥)_ (x_ga)Z

Puisque ¢(a) = @(b)(= 0), il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) = 0 (Rolle), ce qui s’écrit

2
A

sy prfAtc) c—a ,,(a+c) (c—a)
- (55)- 50 -
La formule de Taylor-Lagrange, appliquée a f’ (qui est de classe €2) entre ¢ et a_;—c donne alors l’existence de d
tel que

sy erfaFC\ c—a ,,(a+c)il(c—a)2 m

F1o-(55)- S5 (55)=5:(52) 7@
ce qui donne A = f"”’(d)

e On applique alors le lemme précédent a une primitive de f sur chaque intervalle [ay,ax41] :

B+l ap +a Age1 —ag)® L,
El €]“k:“k+1“‘1j f(t)df=(ﬂk+1—ﬂk)f( £ 2k+1)+( k+124 k) (k)
g

donc

e

24n3

k1 ay + ag41

[ rrar-n (221 < O
a

et on obtient le résultat voulu en additionnant ces inégalités.

5 2éme fonction

Ecrire une fonction Milieux(f,a,b,n) qui calcule M, (f).
Comparer avec la précédente.

IV. Méthode des trapezes

Le principe consiste ici & approcher f sur [ag,ar,1] par la fonction affine ¢ qui coincide avec f en a; et aj,.

Ak+1
11 est facile de montrer que j @(t)dt est égale a M (faire un dessin, aire d’un trapeze...).
ag
b
On approche donc j f par T, ( a Zf o)+ akﬂ) . Un calcul simple montre alors que :

n

n—1
1) = O LT N
k=1
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(Théoreme 3: )
n—1
On suppose f de classe €2 sur [a,b]. Pour tout n € N*, posons T,,(f) = b ; oy~ fla +2f(ak+1) .
k=0
Alors : ) X
(b B a) ”
‘J f_Tn(f)‘ < W“f Il
L “ /

I& Démonstration:
e On commence par démontrer le lemme suivant :
Si g est de classe C3 sur [a,b], il existe c €]a,b] tel que

3
(¢'@)+8'(0) - 58"

Dem : Soit A le réel tel que g(b)—g(a)— g(g’(aﬂg’(b)) =1

(A existe, il est solution d'une simple équation de degré 1). On considere alors

[a,b] — R
@: —-a (x—a)3

x o gl —gla) - 5 (g() + g (x) - AT

En appliquant deux fois le th. de Rolle, on montre qu'il existe ¢ tel que ¢”(c) = 0, ce qui donne le résultat voulu.

e Pour en déduire I'inégalité, on proceéde de la méme maniere que dans le théoréme précédent.

g 3eme fonction

Ecrire une fonction Trapeze(f,a,b,n) qui calcule T,(f).
Comparer avec les précédentes.

V. Méthode de Simpson

Le principe consiste ici & approcher f sur [ag,ar,1] par la fonction polynomiale de degré 2 qui coincide avec
f aux points ay, my et ag,q.

[Prop 1: Formule des trois niveaux :

Pour tout polynéme P € IR3[X] et tous réels a,b,on a:

b
J P(t)dt = b;a[P(a)+4P(a;b)+P(b)]

I& Démonstration:

b
Le changement de variable u =t — % donne j
a

b (b—a)/2
P(t)dt:j P(u+m)du.Enposant Q(u):P(u+%) la
(a=b)/2 2

(b-a)/2 b-—a a-b b-a
L_M Q(u)du=T[Q(T)+4Q(0)+Q(T)]

formule a démontrer s’écrit

b-a
ou encore, en posant h = — :

w| =

h
YQ e Ry[X], th<u>du - M Qem +4Q(0) + Q).

Par linéarité, il suffit de la démontrer pour les polynémes 1,X,X2,X3 puisqu’ils forment une base de K[X], et c’est

immédiat.

En vertu de cette formule, si on approche f sur [a,a;,1] par la fonction polynomiale ¢ de degré 2 qui
Ayl Ak+1

coincide avec f aux points ay, my et ag,q,'intégrale f(t)dt sera approchée par j @(t)dt = %" (f(ag) +4f (my)+ f
ay ak
n—1

b—
L'intégrale de f sur [a,b] sera donc approchée par: S,(f) = 6na > [f(ak) +4f (%)+f(ak+l)].
k=0

La convergence de cette méthode est bien plus rapide que celle des précédentes méthodes, en vertu du
théoreme suivant :
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(Théoréme 4: )
On suppose f de classe %* sur [ab]. Pour tout un € IN*, posons
-1
b—aX g + g1
Sulf) =22 )| Flan) + 4F (L )+ fapan) | -Alors
k=0
b 5
(b—a) | c4
_s, ()< L=y
IL f=8alf)] < 720n4 ”f “oo
L (on peut en fait remplacer 720 par 2880, mais c’est plus difficile a démontrer) y
1 Démonstration:
On démontre le lemme suivant, par la méme méthode que dans le théoréme précédent :
Soit g de classe € sur [a,b), a valeurs dans R. Alors il existe ¢ €)a, b[ tel que :
_ b-a ’ ’ (b_a)z 7 ” (h_a)s (5)
g(b) = g(a)+ ——(g(@) +8'(0)) = 5 (8"(0) = 8"(@)) + =8P 0).
et on conclut de la méme fagon.
ﬁ 4éme fonction
Ecrire une fonction Simpson(f,a,b,n) qui calcule S,(f).
Comparer avec les précédentes.
N

20

21

22

23

24

23

26

27

28

29

30

31

33

import matplotlib.pyplot as plt
import math
from time import clock

# Cette version naive de la méthode des rectangles fait bien trop
# de calculs inutiles
def Rectangle_Mauvais(f, a, b, n):
S=o0
for k in range(o,n):
S =S5+ f(a + kx(b-a)/n)
return S * (b-a)/n

# ici, le pas n’est calculé qu’une fois et on évite les multiplications
def Rectangle(f, a, b , n):
pas = (b-a) / n

S=o0

ao = a

for k in range(o,n):
S += f(ao)
ao += pas

return pas * S

# on pourrait écrire pour profiter des fonctions Python:
# return pas * sum(f(x) for x in np.arange(a, b, pas))
# mais en essayant, c’est bien plus long!

def Milieux(f, a, b , n):
pas = (b-a) / n
S=o0
ao = a + pas/2
for k in range(o,n):

S += f(ao)
ao += pas
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return pas * S

def Trapeze(f, a, b , n):
pas = (b-a) / n
S=o0
ao = a + pas
for k in range(1,n):
S += f(ao)
ao += pas
return pas * (S + o.5+(f(a) + £(b)))

def Simpson(f, a, b, n):

pas = (b-a) / n
S1 =
S2 =
X = a
y = a + pas/2
for k in range(o, n):

S1 += f(x)

S2 += f(y)

X += pas

y += pas
return pas *( -f(a) + f(b) +2*S1 + 4%52)/6

(0]
(0]

# Valeur ’‘exacte’
Valeur_Exacte = math.log(2)

# la méthode des rectangles d’abord

nb_iter = 2000000

debut = clock()

Ro = Rectangle_Mauvais(lambda t: 1/t, 1, 2, nb_iter)
Temps_Rectangle_Mauvais = clock() - debut

ERo = abs(Valeur_Exacte - Ro)

debut = clock()

R1 = Rectangle(lambda t: 1/t, 1, 2, nb_iter)
Temps_Rectangle = clock() - debut

ER1 = abs(Valeur_Exacte - R1)

print("{:.<30} {:.15f} {} {:.5e} {} {:.5f} \n".format("Rectangles_Moche "+ str(nb_iter){

Ro, " Erreur ", ERo," Temps: ", Temps_Rectangle_Mauvais))

print("{:.<30} {:.15f} {} {:.5e} {} {:.5f} \n".format("Rectangles "+ str(nb_iter)+" poi
R1, " Erreur ", ER1," Temps: ", Temps_Rectangle))

# maintenant les méthodes en 1/n"2

nb_iter = 100000

debut = clock()

M1 = Milieux(lambda t: 1/t, 1, 2, nb_iter)

Temps_Milieux = clock() - debut

EM1 = abs(Valeur_Exacte - M1)

debut = clock()

T1 = Trapeze(lambda t: 1/t, 1, 2, nb_iter)

Temps_Trapeze = clock() - debut

ET1 = abs(Valeur_Exacte - T1)

print("{:.<30} {:.15f} {} {:.5e} {} {:.5f}\n".format("Trapezes "+ str(nb_iter)+" points

n

T1, " Erreur ", ET1, Temps: ", Temps_Trapeze))
print("{:.<30} {:.15f} {} {:.5e} {} {:.5f} \n".format("Milieux "+ str(nb_iter)+" points
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n

M1, " Erreur ", EM1, Temps: ", Temps_Milieux))

# Et enfin la méthode de Simpson

# on ne compare plus le temps ici

nb_iter = 500

debut = clock()

S1 = Simpson(lambda t: 1/t, 1, 2, nb_iter)

Temps_Simpson = clock() - debut

ES1 = abs(Valeur_Exacte - S1)

print("{:.<30} {:.15f} {} {:.5e} {} {:.5f} \n".format("Simpson "+ str(nb_iter)+"
S1, " Erreur ", ES1," Temps: ", Temps_Simpson))

points

n

print("{:.<30} {}".format("Valeur exacte ", Valeur_Exacte))

# Tracé des n"ixeps(n) ou eps(n) est 1’erreur en fonction de n

# avec i=1 2 ou 4 selon la méthode

# afin de verifier que 1°on a bien eps(n) = 0(1/n"i)

# ne pas prendre de trop grandes valeurs de n car alors les erreurs d’arrondi 1 emporte

X1 = range(500, 50000, 50)
Y1 =[]
for n in X1:
Y1.append(n+abs(Valeur_Exacte - Rectangle(lambda t: 1/t, 1, 2, n)))

plt.figure(1, figsize = (12,8))
plt.plot(X1, Y1)

plt.xlabel("Nombre de points")
plt.ylabel("nxeps(n)", labelpad = 30)
plt.title( Méthode des rectangles’)

X2 = range(10, 1000, 10)
Yo = []
for n in X2:
Y2.append(n+*n+abs(Valeur_Exacte - Milieux(lambda t: 1/t, 1, 2, n)))

plt.figure(2, figsize = (12,8))
plt.plot(X2, Y2)

plt.xlabel("Nombre de points")
plt.ylabel("'n"2xeps(n)", labelpad = 30)
plt.title(’Méthode des points milieux’)

X3 = range(2, 150)
Y3 = [1
for n in X3:
Y3.append(n*n*n+nxabs(Valeur_Exacte - Simpson(lambda t: 1/t, 1, 2, n)))

plt.figure(3, figsize = (12,8))
plt.plot(X3, Y3)

plt.xlabel("Nombre de points")
plt.ylabel("n"4*eps(n)", labelpad = 20)
plt.title(’Méthode de Simpson’)
#plt.show()

plt.close()

nt sue 1 er
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Rectangles_Moche 2000000 points: 0.693147305559908 Erreur 1.25000e-07 Temps: 0.54065
Rectangles 2000000 points: 0.693147305532963 Erreur 1.24973e-07 Temps: 0.38990
Trapezes 100000 points: ...... 0.693147180564929 Erreur 4.98324e-12 Temps: 0.01927
Milieux 100000 points: ....... 0.693147180555560 Erreur 4.38538e-12  Temps: 0.01940
Simpson 500 points: .......... 0.693147180559976 Erreur 3.07532e-14 Temps: 0.00020
Valeur exacte ................ 0.6931471805599453
N J
. . , . 1
Les graphiques ci-dessous montrent que l’erreur est bien un O(_k) avec k=1,2,4.
n
0.00024 +2:499e—1 Méthode des rectang!es
0.00022
0.00020 -
_ 0.00018 -
= 0.00016 -
0.00014
0.00012}
0.00010 - - - -
0 10000 20000 30000 40000 50000
Nombre de points
0.00009 £3:117e=2 Mé[}‘lode des points mil‘ieux
0.00008 -
0.00007 |
0.00006 -
§“ 0.00005 |
0.00004 -
0.00003 -
0.00002}
0.00001 . . L .
0 200 400 600 800 1000

Nombre de points
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0.00200 ‘ ‘ ‘ Méthode dg Simpson

0.00195F g

0.00190F g

0.00185F g

n”~4*eps(n)

0.00180F g

0.00175F g

0.00170 . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Nombre de points
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