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CORRIGE DU DS°1 I

EXERCICE 1 : (E3A PSI 2011)

1. Si a est racine de P alors P(a) =0. Avec (x), on a alors
P((a+1)>-1)=P(a)P(a+2)=0 et P((a—1)>—1)=P(a—2)P(a) =0
donc (a+1)?2—1 et (a—1)>—1 sont racines de P.

2. a) Ona a,, =(a,+1)*>—1 etsi a, est racine de P, la question précédente montre qu'il en est de
méme pour a,,.;. Comme on suppose que c’est le cas pour g;, une récurrence immeédiate
implique que tous les a, sont racines de P.

b) On a 4,.; qui est >0 quand g, l'est. Quand g, > 0, une récurrence immédiate donne alors
que tous les a, sont > 0. On a alors a,,; —a, = a2 +a, >0, et la suite (a,) croit strictement.

¢) Si P admet une racine ay > 0 alors, d’apres le résultat précédent, les a, forment une infinité
de racines distinctes pour P, ce qui contredit la non nullité du polyndme P (un polyndme
non nul n‘admet qu'un nombre fini de racines).

d) Si -1 est racine de P alors (-1-1)>—1 = 3 l'est aussi ce qui est impossible d’aprés la question
précédente. On a donc P(-1) = 0.

e) On prouve le résultat par récurrence sur n. Il est vrai pour n =0 (car il s'écrit ag+1 =ag+1!).
Si on le suppose vérifié aun rang n €IN , on a alors

n n+1
1+a,, =(1+a,)?=((1+ag)*)? = (1 +ap)?

ce qui montre le résultat au rang n+ 1 et acheve la récurrence.

3. Premiére solution :
Soit a une racine complexe de P. On a alors (a+1)>' -1 qui est, pour tout n, racine de P.

Si, par l'absurde, |a+ 1| < 1, la suite de terme général (a+ 1)%" est de limite nulle, donc la
suite (a,) a pour limite —1, et, P étant continue, on a alors P(-1)= lim P(a,) =0 ce qui est

n—+oo
faux. Ainsi, |[a+1|>1.
Si, par l'absurde, |a+1|>1 alors |1+ (a+1)%|>]a+1/*" =1 — +co et on a donc une suite de
racines de P de module de plus en plus grand et donc une infinité de racines ce qui contredit
P=#0.0On adonc aussi |a+1|<1.

Deuxiéme solution :

Puisque P n‘admet qu'un nombre fini de racines, la suite des nombres a, = (a+1)%" -1
ne prend quun nombre fini de valeurs. Il existe donc n,m entiers distincts tels que
(a+1)*" = (a+1)*". Si 'on suppose n > m par exemple, puisque a+1 = 0 d'aprés 2.d, on
en déduit (a+1)*""?" =1 donc a+1 est une racine de l'unité, et, en particulier, [a+1|=1.

N.B : La relation [a—1| =1 se démontre de la méme maniére, en considérant cette fois-ci la
suite (b,) définie par b, = a et par la relation b, ; = b2 - 2b,,.

4. On suppose P non constant. Il admet alors au moins une racine complexe, a. Son image dans le
plan complexe doit étre sur le cercle de centre (-1,0) de rayon 1 (car |a+ 1| =1)et sur le cercle
de centre (1,0) de rayon 1 (car |[a—1|=1).

On a donc nécessairement a = 0.

5. - Si P est constant et vérifie (), alors P=X€C et A\>=), dou P=0 (exclu) ou P=1.
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— Sinon, P est scindé sur C. D’apres la question précédente, les seules solution envisageables
sont les polynémes du type P = AX¢ avec d e N* et A =0.

Réciproquement, pour P = AX? avec A =0 et d € N*, P(X?-1) = P(X - 1)P(X + 1) s'’écrit
AMX2-1)% = A%(X?-1)4. Ceci n'a lieu (quand A = 0) que pour A =1.

— En conclusion, les solutions sont donc les mondmes X4, avec d € N.

EXERCICE 2 : (TPE MP 1985, épreuve pratique)

1. Posons a = a +ip et cherchons z réel racine de P. Il vient, en considérant les parties réelle et
imaginaire de I'équation P(z)=0 :

P+az?-az-1=0
B(z2+2z)=0

- Si B #0, puisque z =0 ne peut étre solution, on a nécessairement z = -1, et la premiére
relation impose a =1, soit a =1 +ip. U'équation P(z) =0 s'écrit alors

22+ (1+ip)z°—(1-ip)z—1=0 soit (z+1)(z>+ipz—1)=0.

L’équation z? + ipz—1 =0 ne peut avoir de solution réelle puisque = 0.
Ainsi, lorsque a =1+ip avec p = 0, I'é€quation possede une et une seule racine réelle.

~ Si B =0 cest-a-dire si a = a est réel, on trouve (z—1)(z2+(1+a)z+1) =0, soit la racine
réelle z =1 éventuellement accompagnée d'une ou deux racines réelles selon le signe du
discriminant (1+a)> -4 =(a—1)(a+ 3). Plus précisément :

si a€]-3,1[ alors z =1 est la seule racine réelle
si a = -3, alors z =1 est racine triple

sia=1, alors z =1 est racine double et z = -1 racine simple
. Va2 — . 7
siag[-3,1], z=1, z = -2t&VE+203 gont Jes racines réelles de P
— Conclusion : L'équation admet (au moins) une racine réelle si et seulement si le point A
appartient a la droite d'équation x =1 ou a l'axe réel. Le nombre de ces racines réelles est
précisé ci-dessus.

2. Premiére méthode :

Si a est réel, on a vu que z =1 est racine de P, donc P possede bien une racine de module

1. Sinon, posons a = pe'® avec p> 0 et ¢ € TZ, et cherchons z = ¢'% racine de P. En utilisant

. . i(atp) . . g ) rr .
la formule el® —ef =e™ 2 .2isin o‘Tﬁ la relation P(z) =0 s'écrit :

. sio[ . 30 ) 0
0=2ie2 [sm7+psm((p+§)].

Introduisons alors la fonction f(0) = sin% + psin(q) + %) Nous avons f(0) = psing et
f(2m) = —psing. Puisque psing = 0, f sannule pour 6 € ]0,21[ en raison du théoréme

des valeurs intermédiaires et P admet ¢ comme racine de module 1.
Seconde méthode :

Notons que
P(—l )_— —1 [1 +az—azz—z3] =—DP(z2)
z z° z° .

Si P n’a pas de racine de module 1, il a une racine z; et aussi la racine z, = — # z;, avec le
z

méme ordre de multiplicité (donc simple); I'une des deux (par exemple z;) est de module
strictement supérieur a 1 et l'autre de module strictement inférieur a 1. La derniére racine
z3 doit étre de module 1 car sinon elle serait accompagnée d'une autre.
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3. Pour a=0 le polyndme a pour racines 1,j,j> de module 1.
Autrement, supposons que z soit racine de P de module supérieur ou égal al +|a|. On a donc
z(z>2+az-d)=1,donc 1> (1+]a|) |z2 +az —E|. En utilisant I'inégalité triangulaire |x+y| > |x|-|y| on
obtient :
1> (1+1al)(Izl(|z| ~|al) ~ |al) > (1 +]al)(1 +|a| - |al) = 1 +1al

ce qui est impossible vu que a n’est pas nul.
, 1-7+2iN7  -3+iV7

4
puis a* = (a-2)>=a-2—-4a+4=2-3a.

D’autre part, a=1-a conduita 2> =-1-a4,a° =a—-3,a*=3a—1.

4. a) Nous calculons a = a—2.Ilvient ensuite 4> = a(a—2) = a-2-2a = -a-2,

b) Les calculs qui précédent permettent de poser explicitement la division euclidienne de P(X?)

par P.
X6 +aX* —(1-a)X? -1 | X3 +aX? —(1-a)X -1
—(X6 +aX® —(1-a)x* —x3) X3 —aX? +(a-1)X +1
—aX> +Xx4 +X3 —(1-a)X? -1
—( —aX?® —a’X*  +a(1-a)X3 +aX2)
(1+a®)X* +(1 —a+a*)X3 -X? -1
~—— ———
=a-1 =1
—((a—l)X4 +(a? - a)X? H(1-a)2X2 +(1 —a)X)
(~1+a-a>)X3 +(-(1-a)?-1)X% +@-1)X -1
— ~—
=1 —a
—(X3 1aX2 —(1-a)X —1)

0

On a donc la relation :
P(X?) = —P(X)P(-X).

¢) En conséquence, si \ est racine de P, A\? puis A\* le sont aussi.

On ne peut pas avoir A = A?, car cela donnerait A =0 ou A = 1, qui ne sont pas racines de P.
On n'aura pas davantage A\?> = A%, pour la méme raison. Enfin, A = A\* aménerait A = 0 (exclu)
ou A3 =1 qui obligerait a avoir a\?—a\ = aA—a\ = 0, soit z\ € IR. Mais alors @° = (a\)> =a—-3
serait réel, ce qui n'est pas.

Ainsij, les trois racines distinctes de P sont bien A, yp = A% et v =A%, Leur produit est 'opposé
du coefficient constant de P, soit A" =1.

2iTt . . . .
Posons alors w =e7 . Nous avons essentiellement deux choix possibles pour les racines de

P w,wz,w4 et w3, w’, w°.
1+iV7
2

Or, la somme des racines de P vaut —a = - , de partie imaginaire négative, et :

2 4 .2t 4w . 8w . 2m . 4m . W L 2m . . W
Im(w+w”+w*) =sin — +sin — +sin — =sin— +sin— —sin— >0 car sin— >sin—,
7 7 7 7 7 7 7 7

ce qui ne nous convient pas. Donc, A vaut w® =e7 , et les racines de P sont w3, w>, w®.
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5. Soit un polyndéme Q du troisiéme degré a coefficients complexes, unitaire, tel que Q(X?) soit
divisible par Q(X).
Si A est racine de Q, il en est donc de A?, puis de A* etc... Puisqu’il n’y a que trois racines,
on doit alors avoir soit A = A2 soit A = A* soit A = A%, ce qui donne comme possibilités

= {0,1,j,j2,w,wz,w3,w4,w5,w6}.

Avec les racines septiémes on obtient les polynomes P et P (les racines de P étant w3, w’ et w®

et celles de P en étant les conjuguées, c’est-a-dire w,w? et w*).

Autrement, avec la racine j vient toujours j? et vice-versa. On a alors les polyndomes (X—1)(X2+X+1) = X3-1
(convient car X°-1 = (X3-1)(X3+1)) et X(X?+X+1) (convient : P(X?) = X?(X*+2X%+1-X?) = X?(X?=X+1)(X*+
ainsi que les polyndmes comme (X—j)?(X—j2) : il ne convient pas car (X?—j)?(X2-j?) = (X?—j*)3(X?-j?) = (X~
n'a pas de racine double.

Il reste ensuite les polyndmes n‘ayant que 0 ou/et 1 comme racines : X(X-1)?, X?(X-1), X3 et
(X —1)3, qui conviennent bien comme on le vérifie facilement.

En conclusion :

Les polyndmes Q de degré 3, unitaires, tels que Q divise Q(X?) sont :

X3, (X-1)3, X3-1, X2+ X%+X, X(X-1)%, X3(X-1), P et P.

PROBLEME : Localisation des racines d'un polyndme

Question préliminaire :

e Il est facile de vérifier que, si z; = A;z, avec A; réel positif pour tout i, alors on a bien la relation
n n

Zzi = leil-

i=1 i=1

e Démontrons la réciproque par récurrence sur n.

* pour n =2, il s'agit d'un résultat classique de Sup. Redémontrons-le :

2
Supposons donc |z; +z,| = |21+ |zo] avec z, = 0. Alors : |z; +2,|* = [|zl| + |z2|] d’ou :

— 2 2
(z1 +22)(21 +22) = |z1|” + |22]" + 2|z1][22]
I 2 2 2
1211 + 2125 + 2125 +|22|” = |z1|” + |22 + 2|21 |22
Fe(2123) = |z1]1z2] = |21 23]

ce qui équivaut a: z1z; € R, . [l existe donc A réel positif tel que z12; = A, soit zy = = = — 2z, = pz,

P
|25]

S| >

avec p réel positif, ce qui établit le résultat.
+ Supposons donc le résultat démontré a 'ordre n, et soient zi,...,z,,2,,1 tels que z,,; =0 et

|21 + -+ zypp1| =21+ -+ +|zp4a |- Alors

o |zp -+ zyl =zl + 0zl 5
en effet, on a |z; +---+z,| <|z1|+---|z,] par l'inégalité triangulaire, et si on avait I'inégalité
stricte |z; +---+ z,,| <|z1|+ - -|z,,|, on aurait alors |zq + - + 2, 1| < |21 + - + Zy|+Hzp1 | < |zi |+ -+ zpea ]
ce qui est contraire a I'hypothése. Donc :
- Si zy,...,z, sont tous nuls, le résultat est acquis!

— Sinon, il existe au moins un des z; (1 <i <) qui est non nul. Supposons, quitte a changer
I'ordre des termes, qu'il s'agisse de z,. Alors, d’'aprés 'hypothése de récurrence, il existe
des réels positifs A; (1 <i<n-1) tels que z; = \;z, pour i€[1,n—1].
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o Onaaussi: |z7+ - +z,1]|=|z1 + -+ 24| +|z001l

en effet, on a déja I'inégalité large |z; +---+z,.1| <|z1 + -+ + z,| + |z41| par l'inégalité triangu-
laire, et si on avait I'inégalité stricte, on aurait |z; + -+ z,,,1| <|z1 + - + zu|+|zus1| = 1211+ - +H|zul+HZns1 |
ce qui est faux.

D’apres le résultat obtenu a l'ordre 2, il existe un réel u> 0 tel que z; +---+z, = puz,,1.

n-1
On a alors : |1+ ) Az, = pzyy; dou z, = %znﬂ et, pour i € [1,n-1],
- L+Y 50N
i=1 i=1 "M
————
réel >0
i
z; = + z,.1. Cela établit le résultat a I'ordre n+1, et acheve la récurrence.
————
réel >0
Probleme :
Partie A.

1. Exemple numérique

1.1 x est une racine réelle de P si et seulement si x> + (=2 + 3i)x? + (-3 = 5i)x + (6 — 2i) = 0. En
séparant les parties réelle et imaginaire de I'équation on obtient :

x3-2x>-3x+6=0
3x2-5x-2=0

La deuxiéeme équation admet comme racines 2 et —3 mais seul 2 est aussi racine de la
premiére.

La seule racine réelle de P est donc 2.

1.2 Cette équation du second degré a pour discriminant A = 3 —4i = (2—-i)?; on en déduit que
ses deux racines sont z; =-1-1 et z, =1 -2i.

1.3 La factorisation de P s'écrit : P = (X —2)(x% + 3iX — 3 +1). Les trois racines de P sont donc
2, —1-1i et 1-2i, de modules respectifs 2, V2 et V5. Ces trois valeurs sont bien toutes
inférieures & A =max lag|, 1 +a1], 1 +|asl} = max{2V10, 1+ V34,1 + \/13} =1+34.
2. Etude du cas général

2.1 Soit f l'application définie sur R} par :

R(x a,_ a,_ a a
Flx) = () _ Al _anol _  daal  laol
x" x x2 -l xn
Alors f est de classe €< sur R} et
Ay n—1)a nla
Vx>0, f'(x)= | ;le oot ( xn)l ! + xl+01| donc f’(x)>0.
a
est donc strictement croissante sur R’ . De plus, f(x) ~ — M donc lim f(x) = —oo, et
+ n 0
x—0t X x—0*
lim f(x)=1.On a donc le tableau de variations suivant :
X—>+00
x || O r +00

1
f(x) /0/
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Le théoréme de bijection assure alors l'existence et I'unicité d'une racine r de f sur R%, qui
est aussi celle de R.

De plus, puisque f et R sont de mémes signes, on obtient aussi le signe de R :

R(x)<0 sixe]0,r|
R(x)>0 six>r '

2.2 Par définition de A, on a |ap| < A et |a;/]<A-1 pour i€ [[1,n—1]. On en déduit :
Vx>0, Rx)2x"—(A-1)x" 1 —..c (A-1)x—A

et en particulier : R(A) > A" — (A - 1)[A”‘1 oot A] —-A.

Si A=1, on trouve bien R(A)> 0 et sinon :

A1

R(A) > A"—(A-D)A———

—A =0 (somme des termes d'une suite géométrique de raison A > 1)

Ainsi R(A) 2 0, d'ou r < A d’apres I'étude de signes précédente.

2.3 o |S(z)|= |z” ta,_ 12" T+ raz a0| > |z - |an_1z”_1

+eta z+ a0| (d’apres l'inégalité trian-
gulaire |x+y| > |x|— |y|)

Puisque |2, 12"+ +ayz+ag| <lay1||z]"" +++|ay||z] + |ao|, on en déduit
-1
1S(2)| > 2" = |ay_1||2]""" =+ = lay||z] = |ao]

c’est-a-dire : |S(z)| = R(|z]).

e Si z est racine de S, on a alors ,S(z) =0 d'ou R(|z|) < 0. L'étude du signe de R permet
alors d’en déduire : |z| <.

e Cela permet d'en déduire, puisque r < A, que les racines de S sont toutes situées dans le
disque de centre O et de rayon A.

2.4 e Soit z une racine de S telle que |z| =7 (sil en existe). On a alors S(z) = R(|z|) = 0 donc les
inégalités écrites ci-dessus sont en fait des égalités. On a donc en particulier :

|auo12" et arz 4 ag| = a2 + o+ g [l2] + ag

Puisque a,_; 20 et z= 0 (0 n'est pas racine de S puisque ay = 0 par hypothese), on déduit du
résultat de la question préliminaire qu'il existe des réels A; positifs tels que a;z' = \;a,_;2z""!
pour 1 <i<n-2.

Comme d’autre part z" = —a,_1z" ' —---—a;z—ay (puisque S(z)=0), on a:

n-2

n-2
Z" = —[1 + Z)\i]an_lz”‘l = —pan_lz”_l (en posant p=1+ Z)\Z-)
i=0 i=0

d'ott z = —pa,_ ; et puisque |z| =r et u>0, on a nécessairement y = d’oli nécessaire-

|an—1|
Ap-1 .
ment: z=-r , et z est donc unique.
|an—ﬂ
o Ce résultat peut tomber en défaut si 'on ne suppose plus 4,,_; = 0 : considérer par exemple
S(z)=2z"-1..
Partie B
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1. On calcule :

S = L(X_l)pzxnﬂ_MXn—l e L P00
a, a, a, ay,

+1
=X"—g,X"—.—a; X —ay

ou les a; sont tous >0 et ag=0.

En reprenant les notations précédentes (avec n+1 a la place de n), on a ici R =S, et puisque
1 est racine évidente de S, on a r =1 (car S admet une unique racine positive). Toute racine
complexe de P, étant racine de S, est donc de module inférieur ou égal a 1 d’aprés le résultat

obtenu a la question A.2.3.

De plus, si a,,_; <a,, on aura a, = 0, et d'aprés résultat obtenu a la question A.2.4, le polyndme
S possede au plus une racine complexe de module égal a 1; mais cette racine, c’est 1 ! Donc
les autres racines complexes de S, c’est-a-dire celles de P puisque P(1) = 0, ont un module

strictement inférieur a 1.

2. ¢ Q¥X) = a, X"+ a1 X" T +...+ ;X + g, avec a; = y'a; pour i€ [0,n]. Les a; sont bien des

. . s o s Ao
réels strictement positifs; de plus, pour i € [[1,1]], I'inégalité — L
‘ ‘ ai
définition de y), implique y'~'a;_; < y'a;, soit a;_; < a;.

<y (qui découle de la simple

On peut donc appliquer au polyndme Q(yX) les résultats de la question précédente : si z” est
une racine de ce polyndme, c’est-a-dire si Q(yz’) =0, on aura |z’| < 1. Dong, si z est une racine

de Q, en prenant z’ = % on en déduit % <1, soit: |z < y.

° X”Q(%) =, X"+ o, X" ..+ X +ag, avec ici a; = a,_;p" " pour i € [0,n]. Les «; sont
bien des réels strictement positifs; de plus, pour i € [1,#], I'inégalité f < Ani , qui résulte de
An—i+1

la définition de B, implique ﬁ”‘i+1an_i+1 < ﬁ”‘ian_i soit a;_1 < ;.

p

On peut donc appliquer au polyndme X"Q (X) les résultats de la question précédente : si z’

<1/

est une racine de ce polyndme, c’est-a-dire si Q (E,) =0 (z’ ne peut étre nul), on aura |z’| < 1.
z
Dong, si z est une racine de Q, en prenant z’ = E (z ne peut étre nul), on en déduit E
z z
soit : |z| > B.
Partie C

1
1. 1l suffit d’appliquer directement le résultat de la question A.2.1 au polyndme S=—P.
aTl

2. De méme, on applique ici le résultat de la question A.2.3.

3. 31 Ona:
P=0a,(X-0)(X=0p)... (X=Tp) = a,(X" =1 X" 1+ 0 X" 2 =+ (=1)"0,)

ou les o, sont les fonctions symétriques élémentaires des racines :

01=ili , 0= Z GG, o= Z GGGy 0, =010 Gy
i=1

1<i<j<n 1<y <ip<-<ip<n

n
Dans la somme définissant o, il y a (k) termes de la forme Ci,Ciy...Ci,, et Ton a

n
4G <16 don et < )il

Et puisque a; = (-1)"*a,0,_;, on en déduit :

_ n n—k _ 1 n—-k
—lgn—k|<(n_k)|(:n| —(k)l(:nl .

Ak

n
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n-1
3.2 Par définition, p(P) est solution de I'é¢quation Z|ak|xk =la,|x", donc :
k=0

—_
—_

=

p(P)" = @pw)" (”)|cn|" Fo(P)*.

a,| -

=

=~
Il
>~
1l

3.3 La formule du bindme donne alors directement :

P)" <[p(P)+ Ty~ p(P)"
d'ou .
20(P)" < [p(P)+ Ty ]~ p(P)"  puis  ¥2p(P) < p(P)+C,
soit enfin : |C,| > (\”/5— 1)p(P).

1
3.4 On vérifie facilement que P(X) = X”Q( ) Les racines de Q sont donc les C_ Puisque 0
n'est pas racine de P, le coefficient dominant de Q est ay = 0, donc on peut appliquer a Q le

résultat de la question précédente. Le plus grand des modules des racines de Q étant

il

on aura :

(V2-1)p(Q) < — < p(Q)

ce qui donne directement le résultat demandé.

. Dans le cas du polyndéme P = X3 +(-2+3i)X?+(-3-5i)X+(6-2i), p(P) est I'unique solution positive
de I'équation : x* —V13x?—V34x—-2vV10 = 0. MaPLE® donne p(P) ~ 5,019, et le plus grand module
des trois racines vaut V5 ~ 2,236 : cela illustre le résultat de la question C.2.

On a aussi (V2 - 1)p(P) ~ 1,304, ce qui illustre la question C.3.3.

Partie D
n-1
1. Par définition, p(P) est I'unique racine positive de la fonction f : x - |a,|x" - Zlaklxk, et nous
k=0
avons vu que f est négative sur [0, p(P)] et positive sur [p(P), +oo[.
n-2
Or p(P;) est solution de I'équation |a,|x" = Zlaklxk, donc f(p(Pl)) = —|a,_1|p(P})""! est négatif :
k=0
cela prouve que p(P;) < p(P).
. Si C est racine de P,ona:
n-2
a,C"+a, ==Y g,
k=0
donc :
n-2
|, 0"+ a1 O <)l
k=0
puis
n-2 1
@, C | < )l ——
i
Donc, si C n‘appartient pas a Dy, on a [C| > p(P;), d'ou
n-2 1 1 n-2
|a,C+ay| < ) lagl = laxl p(P1)* = lau| p(Py).
oot ) o S = et e "
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C+an__1
n

3. On en déduit que, si C est une racine de P qui n‘appartient pas a D, on a < p(Py),

c’est-a-dire que C appartient alors a D, .

4. Dans le cas du polyndme P = X3+ (=2+3i)X?+(=3-5i)X+(6-2i),on a P; = X3+ (-3 -5i)X +(6-2i)
et p(P;) est I'unique racine positive de l'équation x® = V34x — 24/10 = 0. MAPLE® donne :
p(P)~2,83881.On aici: Il _ 5, 3i, donc Dy est le disque de ventre O et de rayon p(P;) et

a

n
D, celui de centre le point de coordonnées (2,-3) et de méme rayon.

Sur la figure ci-dessous, nous avons représenté ces deux disques, ainsi que celui de centre O
et de rayon p(P) =~ 5,019 (en pointillés) donné par la question C.2. Nous avons également fait
figurer les images des racines z;,z, et z3.

A})

Vx
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