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CORRIGE : POLYNOMES A COEFFICIENTS +1. PAIRES DE RUDIN-SHAPIRO (X PC, 2006) I

Premiére partie : propriétés de &

1. — Pour { =2, la condition de corrélation s’écrit aga; + byb; = 0. Donc a =(1,1) et b =(1,—1) forment une paire

complémentaire et

— Pour ¢ = 3, les conditions de corrélation C; et C, sont respectivement
(a0+a2)a1 +(b0+b2)b1 =0 et a0a2+b0b2 =0.

Si by = b,, la deuxiéme égalité donne ay, = —a, ainsi (ag + a,)a; + (by + by)b; =2byb; #0.
Si by = —b,, la deuxiéme égalité donne a, = a, ainsi (ag + a,)a; + (by + by)b; =2aya; #0.

C; et C, ne peuvent étre vérifiées donc

2.a) * Ona Pg(x)Pg(x’l) ~ aga,_1x'~! lorsque x tend vers +oo (car aya,_; # 0).
Si a et b sont deux séquences de longueur différentes, la plus longue ayant une longueur ¢ > 1 , on obtient
lirf P,(x)P,(x™ 1)+ Py(x)P,(x™1) = +o0.
x—+00 — = = =

La fonction x — Pg(x)Pg(x_l) + Pé(x)Pé(x_l) n’est donc pas bornée sur ]0,+o00[.

* Ona:

_ 2 E : i—j E i—j
= a; + a;a;x + a;a;x

i=0 o<j<ist—1 0<i<j<t—1
1

=1 (t-1-k (=1 (t-1-k
= Zaiz+z ( Z aj+kaj) xk +Z ( Z al-ai+k) xk
i k=1 \| i=0
t—1-k
=» a+ ( Z aiai+k) (xk +x75)

i=0
en ayant posé k =i — j dans la premiere somme et k = j — i dans la seconde.
Ainsi pour deux séquences a et b de méme longueur £, on obtient

(=1-k

-1 (-1
P ()P, (x ™) + Py ()P (x ) =D (? + b))+ Y ( D aag+b m) (o +x75) ()
i=0 k=1

= i=0
Si a et b forment une paire complémentaire alors, pour tout x # 0,

-1
P, (x)P,(x ™) + Py (x)Py(x 1) = > (a? + b?) = 21.

i=0

Ainsi la fonction x — P, (x)P,(x ") + Py (x)P,(x ") est constante sur R*.

* Inversement supposons la fonction constante sur R\{0}. D’apres le début de cette question, a et b sont de méme
longueur £ (car la fonction est bornée) ; on peut donc reprendre le calcul précédent.
En multipliant (x) par x!~!, on obtient deux fonctions polynomiales égales pour tout x # 0. En identifiant les
e-1-k
coefficients de part et d’autre de 'égalité, on obtient Z a;a;1 + b;ib;y = 0 pour tout k € [1,n — 1], donc
i=0

la paire a, b est complémentaire.

2.b) — Si a est de longueur ¢, alors P (1) = £ — 2k ou k est le nombre de coefficients égaux a —1, donc P,(1) a méme
parité que £.
Il en résulte que si @ et b sont de méme longueur, alors | P,(1) et Py(1) sont des entiers de méme parité.

— Soient £ € £ et a, b une paire complémentaire de longueur £.
D’apreés les calculs précédents, P,(1)* 4 Py(1)* = 2a® + 23> = 2¢,

(Pa(1)+Pb(1))2 (Pa(n—Pb(l))z P,(1)+P,(1) P, (1)—P,(1)
dou { = = = + | = = avec — = = =

et entiers d’apres le résultat
2 2 2

précédent, donc‘ { peut s’écrire comme la somme de deux carrés d’entiers. ‘
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— Autre solution : Onnote [={itqa; =b;}, J={itqa; =-b;}, a:Zai et B:Zai.
el ieJ

OnaP,(1)=a+p et P,(1) = a—p donc P,(1)*+P,(1)* =2a* +2p* =2(....
Rem : on retrouve 3 ¢ <.
2.¢) Si m = 2k alors m? = 0(4) et si m = 2k + 1 alors alors m? = 1(4), ainsi pour tout { € £, ona £ =0+ 0(4) ou

£=0+14)oul=1+0(4)oul=1+1(4).
Lensemble infini des entiers congrus a 3 modulo 4 ne contient donc aucun élément de £ .

Ainsi ‘ le complémentaire de ¥ dans N est un ensemble infini. ‘

3.a) Soient a et b deux séquences de méme longueur et U= %(Pg+ Py)etV= %(Pg —P).

Un calcul rapide donne U(x)U(x 1) + V(x)V(x~!) = % (Pg(x)Pg(x_l) + Pé(x)Pé(x_l)) )

1l résulte directement de 2.a) que

a et b forment une paire complémentaire ssi la fonction x — U(x)U(x 1) + V(x)V(x 1) est constante sur R* | (cette
constante étant égale a £).

3.b) Pour les séquences a =(1,1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1) et b=(1,1,-1,1,1,1,1,1,—1,—1) de longueur 10, on a

Ux)=1+x—-x2+x3+x°
V(x)=—x*—x%—x7 + x84+ x% = —x*(1 + x% + x® — x* — x°)

Le calcul donne

1 1

1 1
UGOUGx D +V)Vxe™) = Q+x—x2+x3+x>)1+ = - S +t=+t=)
x x2 x® x
1 1 1 1
+(1+x2+x3—x4—x5)(1+—2+—3——4 - —5)
x2 x3 x* x

= 10.

Donc‘ a et b forment une paire complémentaire et 10 € £. ‘

4. Soit v une séquence de longueur paire 2m > 0 et n le nombre de coordonnées de v égales a —1.

2m—1 2my
Ona E v; = 2m — 2n, donc 'assertion (i) «4 divise la somme E v;» équivaut a m —n pair, c’est-a-dire 'assertion
i=0 i=0
(ii) «n a la méme parité que m».
2m—1 2my
On a | | v; = (—1)" donc l'assertion (ii) équivaut a P'assertion (iii) «| |v; = (—1)"».
i=0 i=0

5.a) Soit j un entier telque 1 <j<{—1.
La somme des coordonnées de la séquence (apa;,...,a;_1_;a,_1,bob
est nulle d’apres la j-iéme condition de corrélation.

ise-osbg_1-jby_1) de longueur paire 2(¢ — j)

Elle est donc divisible par 4 et il résulte de 'assertion (iii) de 4. que

—1-j

l_[ XeXpq = (1)
k=0

5.b) — D’apreés la relation précédente :
— pour j=£0—1: xpxp_1=-1;
— pour j={—2 (si £ =3): xoX;_sX1X,_; = (—1)?, doli, d’aprés la relation précédente x;x,_, = —1.
— pour j=0—3 (5i £ =4): XoXp_3X1Xp_pXX;_; = (=1 = =1, d’ott x,x;_3 =—1
— etc...

et finalement : ‘ Vie[0,6—11, xjx—-;=-1.

— Pour j = 1, la méme relation donne xx?...x7 ,x,_; = (—1)'"!, donc, sachant que x? = 1 et que xox;_; = —1,

ona (—1)'=—-1 donc
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Deuxieme partie : paires de Rudin-Shapiro

6.a) Le calcul donne P;(X)=1+X et Q;(X)=1—-X puis P,(X) =1+X+X2-X3 et Q,(X)=1+X-X2+X3.

6.b) Les premiers calculs donnent Py(1) = Qy(1) =Py(—1) =Qy(—1) =1,
PI(1)=Q(-1)=2et Q(1)=P,(-1)=0,
P,(1) =Qy(1) =P,(—1) =—Qy(-1) =2,
P3(1)=Q3(—1) =4 et Q3(1) =P3(—-1)=0,
P4(1) = Q4(1) = P4(_1) = _Q4(_1) =4.

Montrons par récurrence sur k > 1 que :

Pyic(1) = Qu(1) = Pyre(=1) = =Qui(—1) = 25, Pyye_1(1) = Qe (1) = 2% et Py (—=1) = Qp_1(1) = 0.
— Le résultat est vrai pour k =1 et k =2.

— On suppose le résultat vrai jusqu’a 'ordre k = 2.

On a Py (1) =Py(1) 4+ Qu(1) = 28 + 28 = 2K+ et Qppy (1) = Py (1) — Qi(1) =2k — 2k =0,
Pojer1(—1) = Py(—1) + Qui (1) = 25 = 26 = 0 et Qup1(—1) =Py (—1) — Qu(—1) = 28 + 2k = 2F+#!
ensuite Py 5(1) = Pyyq (1) + Qupp1 (1) = 271 + 0= 21 et Quyp(1) = Py (1) — Queyr (1) = 247,
Poria(—=1) = Pory1 (= 1) + Qupp1 (—1) = 0+ 281 = 2841 et Qpyp(—1) = Pyyy (—1) — Qupyy (—1) = =251,
le résultat est donc vrai a 'ordre k + 1.

7. ¢ On commence par démontrer par récurrence sur n € N que les degrés de P, et Q, sont égaux a 2" — 1.

* Cela permet de montrer ensuite par récurrence que les coefficients de P, et Q, sont égaux a £1 (en effet, il n'y
aura pas de terme commun dans P, et X*'Q, par exemple).
* Montrons alors par récurrence sur n € N que P, et Q, forment une paire complémentaire de polynémes.
— DPar convention, c’est vrai pour n=0 car P =1 et Q,=1.
— On suppose le résultat vrai jusqu’a l'ordre n.
Ona

(Pa(x) + %% Qu())(Pr(x ™) + x7#Q(x ™M)
P, ()P, (x 1) + Qu(x)Qu(x ™) + X% Qu ()P, (x 1) + x 7P, (3)Qu (x 1.

Pn+l (X)Pn+1 (Xﬁl)

et

Qui1(X)Quir(x™) = (Py(x) = x¥ Q)P (x ™) — x ¥ Q,(x™1)
Pn(x)Pn(xil) + Qn(x)Qn(xil) - xann(x)Pn(xil) - x72Yan(x)Qn(x71)

ainsi
Pt (0P (X1 + Qg () Qe (71) = 2P, ()P, (x 1) +2Q, (3)Q, (x ™)
est constant. Le résultat est donc vrai a 'ordre n+ 1, d’aprés 1.2.a.

* Enfin, P, et Q, sont associés a des séquences de longueur 2%. On a donc| 2% € ¥ pour tout k €N.

8. Montrons par récurrence sur n > 0 que pour tout z € C*, on a Q,(z) = (=1)"z%' 1P, (—z71).
— Pour n =0 le résultat est trivial car Py =Q, =1
Pour n=1,o0na —2P;(—2 1) =—z+1=0Q,(2).
— On suppose I'égalité établie jusqu’a 'ordre n > 1.
Ona P, (-2 ) =P,(—27 ) +22Q,(—2") avec Q,(—z1) = (-1)""'z7*"*!P,(2)
ainsi P, (—27 1) =P, (-2~ 1) 4+ (—=1)"*1z"2"+1p (z)
et (—1)™12? 1P, (—27) = (1) 122 P (—27) 4+ P, (2).
Par ailleurs Q,;(2) = P,(z) — 22'Q,(2) = P, (z) + (—1)""22" 1P, (-2~ 1).
D’oti I'égalité a 'ordre n+ 1.

9.a) Soit T(X) =ty +t;X+...+t,X? € C[X] de degré d > 1. Montrons que toute racine z € C de T vérifie |z| <1+M
ou M= sup |t;/t4l.

0<i<d-1
Par 'absurde, supposons qu'’il existe une racine z de T telle que |z| > M + 1, soit 2 =1 <1.
o —

d to ty tg—1 d-1 d d-1 . £ 1.

Onazg?= - t—z — t—z donc |z|* < M(1+ |z|+...4|2|*""). Puisque |z| # 1 on en déduit
d d d

2|4 < 2] 1(|z|d —1) < |z|* =1, d’ot1 la contradiction.

2| —
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9.b) — Soit z une racine (complexe) du polynéme P,Q, pour n = 1. Alors z est racine de P, oude Q, et z #0.
Comme les coefficients de P, ou Q, valent +1, on obtient, d’apres 9.a) |z| < 2.

D’apres 8., on a Q,(z) = (—1)"2*'P,(—z~1) donc P,(z) = (=1)"'2%'71Q, (=2~ ') ainsi —z~! est racine de P,
ou de Q, donc, pour la méme raison, |z~}| < 2. Finalement

1
—<|z| <2
2

— Si on regarde la démonstration de 9.a), il est facile de voir que I'inégalité obtenue est stricte! (c’est presque la
méme démonstration, il faut juste traiter a part le cas M = 0). Donc | les deux inégalités sont strictes.

o0
10.a) P, estla partie de P, tronquée au degré 2" — 1, il existe donc une série entiere, S(z) = Zupzp , dont les P, sont

p=0
des sommes partielles.

Comme |u,z?| = |2”| pour tout p,

le rayon de convergence est égal a 1. ‘

1
10.b) Supposons que la somme de la série S ait un zéro z, tel que |z,| < 5

S |
On a alors uy = — E u,z; , d'olt }uo} E |zg}—7 <1
p=1 )Z|

d’ol1 contradiction.
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