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Durée : 4 heures

MATHEMATIQUES 2 Options Metp

L’objectif du probléme est d'étudier certains endomorphismes de I'espace vectoriel
des matrices carrées d'ordre 2 a coefficients complexes.

La partie IV peut étre traitée indépendamment des autres parties.

Préliminaires

/4 désigne I'espace vectoriel sur C des matrices carrées dordre 2 a coefficients
complexes. On considére les matrices :

~ (10 (00 1 00 10
E4 =(00j, E, :MO)' Ej =(goj, E4 :(01) I désigne la matrice [01).

L2 désigne 'ensemble des endomorphismes de /..

Si U;, Uy, Us, Uy sont 4 matrices de /4, on considére la matrice bloc carrée d'ordre 4 :

Donner la valeur du déterminant de M en fonction des déterminants des U; lorsque U,
est la matrice nulle. On notera dét(A) le déterminant d’'une matrice carrée A .

I - Soient A et B deux matrices données de 4.
On désigne par @ l'application de .# dans .# définie par: @ (X) = A.X.B pour toute
matrice X de .

1 - Montrer que ® appartient a £2.

2 - L'espace vectoriel .# étant rapporté a la base @ = (E,E, E3,E4), on désigne par
A-B la matrice carrée d'ordre 4 associée a ®dans la base @.

On pose B = ( 1 bﬂ . Montrer que 'ona : AoB = ( ~~~~~ o ;
\ba by ) \bz A bsA

3 - Montrer que si A, B, P, Q sont quatre éléments quelconques de 4, on a:
(P=Q).(A-B)=(P.A)~(B.Q).

4 - Calculer dét(Aol), dét(I-A) et dét(A-B) en fonction de dét(A) et det(B).

Il - 1 - Soient Aq, Ay... Ag, By, By... By, des matrices non nulles de .#. On leur associe
k
Papplication H de # dans _# définie par : ¥ Xe .#, H(X) =D A;-X-B;.
i=1
Vérifier que : He L.

A
Soit H la matrice associée a H dans labase @& .



-
A U1:U3) (b(.li):bg)) .
Onnote H = (—-—»——- et Bj=| —w5-r-#& [pour 1<i<K.
Gz U ) P 60 T
Exprimer les matrices U; a l'aide des matrices A; et des éléments des matrices
B;. ‘
J

2 - On suppose que les matrices A j (1<j<k) constituent dans # un systéme libre

et que les matrices B4, By, ... By, B'1, 82 ,B'k de # sont telles que pour toute
k k
matrice X de ., Y, A;-X-B; =Y, A;-X-Bj.
i=1 i=1
Montrer alors que : B;= B; pour tout ie{1, 2 k}
Peut-on en déduire des propriétés analogues pour les matrices
A; et A; (ie{1,...,k}) forsque les matrices B;(1<i<k) constituent dans A4 un
systéme libre ?

3 - Soit L € .2 de matrice associée L = (———h—-) relativement a &, la base de &«

définie précédemment. &¥ L %+ O

Montrer quil existe un entier Be{1234} et des matrices
C4,C2.....Cp. Dy, D2.,..., Dy veérifiant pour toute matrice X de 4 la relation

p
(1) © LX) = D Ci-X-D; ou, de fagon équivalente, la relation
i=1

(1) : L=

M=

CioD;. On dira que (1) définit une décomposition de L de

n
ey

fongueur B.
Montrer que si B a la plus petite valeur non nulle possible dans toutes les
décompositions de L, élément de 2, alors les familles (C4,C,.....Cp) et

(D1,D,, ...,Dp) constituent des familles libres de % Jfo

4 - a - Soit T la transformation qui associe a toute matrice X de #, la matrice

T(X)= X ('X désigne la matrice transposée de X). Donner 'expression de
T(X.Y) en fonction de T(X) et T(Y), pour tout couple (X, Y) de matrices de /.

A
Prouver que T € .2. Quelle est la matrice T associée a T dans la base & ?

b - Montrer que la longueur de toute décomposition de T est 4.

A

4
¢ - Déterminer D4, Do, D3, D4, quatre matrices de .# tellesque: T= Z Ei=D;.
i=1

I - Dans ce paragraphe, on désigne par I' un élément de .2 vérifiant les propriétés
suivantes :
(1) T est bijective
2) Y (X, Y)e 4% T(X.Y)=[(X).I(Y).
On se propose de déterminer I'expression de I (X).



1 - Question préliminaire :
Soit n un entier strictement positif, soit ¢’ un espace vectoriel de dimension n
sur C et f un endomorphisme de #’représenté par la méme matrice dans toutes
les bases de ¢’. Montrer qu'il existe A € C, tel que vV V ¢ 7, f(V) =1V
J. Que peut-on dire d'une matrice X carrée
d'ordre n a coefficients complexes telle que sXS'=x pour toute matrice S
carrée d'ordre n , a coefficients complexes et inversible ?

2 - Montrer que [ verifie les proprietés suivantes : .

a- I'(Xg)=1=> Xo=1.
b- Xestinversible < I'(X) est inversible.

3 - On considére une décomposition de I" de longueur minimale B (1<B<4) notée :
p
T(X)=Y A.X.B; (3) pour toute matrice X de .
i=1

. Exprimant sur cette décomposition la propriété (2), montrer que I'on a :
Vie{l..B}, ¥ Ye.Z Y.B =B..I(Y) et A;.Y =T(Y).A;.

4 - Calculer, pour toute matrice Y inversible de ./, le produit :
r(Y™").A.B;.T(Y), 1<i<p, 4d<j<B.
Montrer que toutes les matrices A;.B; sont scalaires.
Montrer que, si toutes les matrices A;.B; étaient nulles, I' ne serait pas bijective.
Donner la valeur de B et la forme générale de I'.

IV - A toute matrice X de _#, on associe son déterminant A(X)=dét(X) ; A est une {

application de ./ dans C.

1 - Montrer que A est une forme quadratique sur .
Quelle est la matrice de A relativement a la base & ?

Quel est le rang de cette matrice ? Soit A la forme bilinéaire symeétrique
associe’;g a la forme quadratique A.
Ecrire A(X, Y) en fonction des coefficients des matrices X et Y, éléments de ..

2 -0Onse propose de déterminer les formes quadratiques non nulles ® sur /£ qui
vérifient : ¥ (X, Y) € 42, &(X,Y) = D(X).D(Y) .

Démontrer les propriétés suivantes :

a- o(I)=1.

b- Si X est inversible, alors ®(X) = 0.

c- SiX est noninversible, alors ®(X) = 0.

On pourra démontrer que si le rang de X est 1, alors¥P, Q) ¢ %/ 2 pXaQs= Es.

d - En considérant les deux équations en A : A(X+Al) = 0 et ®(X+Al) = O,

montrer que 'ona & = A.

S



