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MATHEMATIQUES 2 Options M et p Durée :4 heures

l'espace vectorielL'objectif du problème est d'étudier certains endomorphismes de
des matrices carrées d'ordre 2 à coefficients complexes.

La partie IV peut être traitée indépendamment des autres parties'

Préliminaires

II dêsigne l'espace vectoriel sur C des matrices carrées d'ordre 2 à cqgfficients

complexes. On considère les matrices :

;=(13) ,Ez=(?!) =, =(3;), E4 =i!,o) r désisneramatrice lll
€ désigne I'ensemble des endomorphismes de -'l[.

Si Ut,Uz,U3,U4 sont 4 matrices de if,, on considère la matrice bloc carrée d'ordre 4:
,'Un lU.\'

"=[u;-ir;j
Donner la valeur du déterminant de M en fonction des déterminants des U1 lorsque U2

est la matrice nulle. On notera dét(A) le déterminant d'une matrice carrée A.

l - Soient A et B deux matrices données de .,0f,.

On désigne par O l'application de il dans -4[ définie par: <D(X) = A.X.B pour toute

matrice Xde iî.

1 - Montrer que O appartient à€.

2 - L'espace vectoriel If êlanl rapporté à la base Q = (Et,Ez,Es,Ea ), on désigne par

A"B la matrice canée d'ordre 4 associée à Odans labase Q.
(b^bo\ fhA ib?A)

Onpose t= lo, uo.j.trlontrerque 
I'on a :A"B = |. o;o iii oJ

3 - Montrer que si A, B, P, Q sont quatre éléments quelcongues de 'ff , on a :

(P"Q). {A"B)=(P.A)"( B.Q).

4 - Calculer dé(A"I), dé(I"A) et dét(A"B) en fonction de dét(A) et dét(B).

il - 1 - Soient Ar,Az...Ar.,Br, BZ...Br, des matrices non nulles de ",/1. On leur associe
k

I'application Hde -,//dans 'l[définiepar:VXe -,rf ,H(X)=I Ai'X'Bi.
i=1

Vérifierque: He-P.

Soit H la matrice associée à H dans labase Q .



^ ru4ruâ\ fulDio9')
on note t = [ u;iU; J 

et Bi = 
[;-E'-i;È-J 

oour 1< i< k.

Exprimer les matrices U; à I'aide des matrices A; et des éléments des matrices

Bj.

2-Onsupposeque les matrices A; (1s j<k) constituent dans ,/ï un système libre

et que les matrices Br,Bz, Bx,Br,B'2.. ,e1 Oe i{, sonl telles que pour toute
kk

matrice X de id ,I ni .X.Bi = I n, .X.B;.
i=1 i=1

Montrer alors que : B,= 6l pour tout i e {t, e ...,t<} .

Peut-on en déduire des propriétés analogues pour les matrices

A; et Ai 1i={t,...,X}) torsqu* les matrices B;(1<isk) constituent dans id un

système libre ?

3-Soit Legdematriceassociée t = [-;;-if )reutivementà 
6,hbase de.,td

définie précédemment. ù L* a

Montrer qu'il existe un entier p ell,Z,Z,n| "t des matrices

Ct,Cz....,Cp, Dr,Dz,... , Dp vérifiant pour toute matrice X de i4 la relation
p

(1) : L(X) = I C,.X.Di ou, de façon équivalente, la relation
i=1

^p(1') : L=l C'"O'. On dira que (1) définit une décomposition de L de
i=1

longueur p.

Montrer que si 0 a la plus petite valeur non nulle possible dans toutes les
décompositions de L, élément de Q, alors les familles (Cr,Cz,.. ,Cp) et

(Dr,Dz,...,Dp) constituent des familles libres deXUtO

4 - a - Soit T la transformation qui associe à toute matrice X de if,. la matrice

T(X) = 
tX 1tX Oésigne la matrice transposée de X). Donner I'expression de

T(X.Y) en fonction de T(X) et T(Y), Pour tout couple (X, Y) de matrices de i/.
Prouver que T e €. Quelle est la matrice î associée à T dans labase 6 ?

b - Montrer que la longueur de toute décomposilion de T est 4.

c - Déterminer D1, D2, D3, D4, quatre matrices & -/td telles que . + = Ê Ei.Di.
i=1

III - Dans ce paragraphe, on désigne par f un élément de C vérifiant les propriétés
suivantes :

(1) I- est bijective
(2) v (X, Y) e 'u2, r(X. Y) = f(X) . f(Y).

On se propose de déterminer l'expression de | (X).



-

1 - Question préliminaire :

Soit n un entier strictement positif, soit 7'un espace vectoriel de dimension n
sur C et f un endomorphisme de '/reprêsenté par la même matrice dans toutes

les bases de f,'. Montrer qu'il existe l. e C, tel que V V e 1'', f(V)=)ç.\1

1. Que peut-on dire d'une matrice X carrée

d'ordre n à coefficients complexes telle que S.X.S-t = X pour toute matrice S
earrée d'ordre n , à coefficients complexes et inversible ?

2 - Montrer que f vérifie les propriétés suivantes : .

a- f(Xo) =l= Xs=l'
b - X est inversible <+ f(X) est inversible.

3 - On considère une décomposition de f de longueur minimale P (1<P<4) irotée :

tJ

f (X)= f n,.X.e' (3) pourtoute matrice Xde -,ff.
i=1

. Exprimant sur cette décomposition la propriété (2), montrer que I'on a :

v i e {1,..., 9}, " 
Y e./r, Y. Bi = Bi.r(Y) et A;.Y = r(Y).Ai.

4 - Calculer, pour toute matrice Y inversible de -,/tr,|e produit :

rff-l).Ai.Bj .r(Y), 1< i< 0, 7.:,i<9.
Montrer que toutes les matrices A;.81 sont scalaires.

Montrer que, si toutes les matrices Ai.B; étaient nulles, f ne serait pas bijective.

Donner la valeur de B et la forme générale de f.

IV - A toute matrice X de -/I, on associe son déterminant l1x;=dét(X) ; Â est une

application de -l[ dans C.

1 - Montrer que À est une forme quadratique sur 17.

Quelle est la matrice de Â relativement à la base I ?

Quel est le rang de cette matrice ? Soit Â la forme bilinéaire symétrique
associée à la forme quadratique 

^.Écrire ÂlX, Vl en fonction des coefficients des matrices X et Y, éléments de -,btr,

- On se propose de déterminer les formes quadratiques non nulles O sur -,1[ qui

vérifient : v (X, Yl e -,t{2, o(XrY) = o(X).O(Y) .

Démontrer les propriétés suivantes :

a- <D(11= 1.

b - SiX est inversible, alors O(X) * 0.

c - SiX est non inversible, alors <D(X) = g. 
J

On Dourra démontrer que si le rang de X est t, alorsl\P. Q) c .'ffz , P.X.Q = Ez.

d - En considérant les deux équations en lv: A(X+l't) = 0 et <D{X+}'11 = g,

montrer que l'on a <D = Â.

*H}",^.
rl.


