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CORRIGE : NORMES MATRICIELLES - CCP PC 2002 I

Partie I

.1 a) Soit M eM;4+(C) . Notons Xy =det(M —XI,+1) le polyndme caractéristique de M. X est de degré
n+1=1,donc admet au moins une racine dans C , donc M admet au moins une valeur propre A .

b) Soit u 'endomorphisme de C"*! canoniquement associé a M.

Soit V; un vecteur propre associé a A . D’apres le théoréeme de la base incomplete, il existe Vo, ..., V41
tels que B’ =(V1, Vs, ..., V,41) soit une base de C**! . Soit Q la matrice de passage de la base canonique

/ /
Aomy, e omyp g
5 ’ ’ , 0 mé,Z mé,n-ﬁ-l
a la base B’ et M/ = matg(u). On a : u(Vy) = AV; donc M’ =
/ /
0 My = Mypan
/ /
Myy 0 Mypn
Notons N = : : , N € My(C) et L = (m],,..m] 1), L € My(C) :
/ /
My, My1,n+1

AL

c¢) D’apres I'hypothese faite au début de la question , N est trigonalisable , donc : 3H € GL,(C) tq
S=H"INH soit triangulaire supérieure . Ona: N=HSH™! et S€T,(C)

1 01,

On,l H-!

d) Onpose R’ = ( ) :R'R=1I,41 ,donc: ReGL,1(C) et R"1 =R’

A LH

e) Soit M/ = R~!M'R . Posons P = QR : M” = P"IMP = 0 S
n,1

) ; S est triangulaire supérieure

donc M” aussi . En conclusion : M est trigonalisable .

I.2 Si n=1: toute matrice M € M, (C) est triangulaire , donc trigonalisable .
D’apres 1) , si toute matrice M € M,,(C) est trigonalisable , alors toute matrice M € M,4+;(C) est trigonali-
sable . On peut conclure a I'aide du principe de récurrence que :

toute matrice carrée complexe est trigonalisable
I3 a) Xg=det(G—XlI3)=(1—-X)3; 1 est valeur propre d’ordre 3 et G # I3 = dim [ker(G—13)] # 3 donc
G n’est pas diagonalisable .
b) rg(G—13) =2 donc dim [ker(G—13)] =1, engendre ker(G —I3) et tout autre vecteur
propre est de la forme au donc de premiere composante a7 1 .
det(u, es, e3)=1 donc B’ =(u, e, e3) est une base de C3 .

1 00 1 1 0 11
c) Q= 0 1 0 |etQ!GQ=| 0 -1 1 |.L=(1,0) eth( _4 3 ) . 1 est valeur propre
-1 0 1 0 —4 3
1 .. . 10 1 1
doublede N et ( 9 ) estvecteurpropreassoc1e.SmtH=( 2 1 ) ; S=HINH= ( 0 1 ) ; LH=(1,0);
1 00 1 10
P=QR= 0 1 0 |;PIGP=] 0 1 1
-1 2 1 0 0 1

I.4 2 matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique; les valeurs propres d’'une matrice triangu-
laire sont les termes de la diagonale . Donc si A € M,(C) est semblable aT € T, (C) , alors

les termes diagonaux de T sont les valeurs propres de A

I.5 a) Parhypothese: j<i=s;;j=1;;=0.S0it U=ST=(u;;): u;;j= ZZ:lsivktk,]' .Si i > j alors pour
k<i:sixr=0etpourk>i, k>j=1;=0donc u;;=0.
Donc STeT,(C) . Enfinsi i =j seul k=i donne untermenonnul: u;; =s;;t;;
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b) Onprend S=T:T2€&T,(C), de t. diagonaux (t;;)* . Par récurrence : si T? € T,(C) , de t. diagonaux
(t;/)" ,onprend S=TP d’ott TP*! €T,(C) , de t. diagonaux (z;,;)""" .

1.6 Soit A € M ,(C) . D’apres 2) , 3T € T,(C) , 3P € GL,(C) tq T = P71AP . D’apres 4) , les termes dia-

gonaux fj1,...,ty, de T sont les valeurs propres Aj,...,A, de A . D’apres 5) , les termes diagonaux

de Tk sont (M)F,..,(An)F; d’apres 4) et Tk = P-1AKP | ce sont les valeurs propres de A% . Donc

p(a8) = max{ |2, 1< i <0} = (maxiinil, 1< <

Conclusion :| p(A¥)= [p(A)]*

L7 VAeM,(C), P(A) existe et P(A)=0; P(A)=0=A=0,; VAeM,(C),VAeC, P(AA)=|A|P(A)
VA,BeM,(C), P(A+B) <P(A)+P(B) : Y est une norme sur M, (C)
Soit U € M,(C) tq Vi,j,u;; =1 : Pp(U) = 1, U? = nU donc Pp(U?) = n et si n>2 l'inégalité :
YU x U) <YP(U) x P(U) n'est pas vérifiée , donc P n'est pas une norme matricielle

1.8 Lanorme N et une norme matricielle ¢ sont équivalentes car M,,(C) est un EV de dim finie . Par définition :
da,p>01g9 VAeM,(C), ap(A) < NA) < Pep(A)
Alors VA, B&M,(C), N(AB) < Bp(AB) < Bp(A)p(B) < L N(AN(B)
1.9 Soit Vk, By =P 1A P et B=P~1AP . Vk, By —B=P (A — AP
Soit N une norme matricielle : 0 < N(Bx —B) < N(P~!)N(Ax —A)N(P) d’'ot1: N(Ax —A) — 0 gd k — +o0
= N(Br—-B)—0gd k — +oo
Réciproque : si (Bx) CVvers B , alors (PBxP~!) CVvers PBP~! d’ou1 (Ax) CV vers A
AR kR,
0 Ak

Vi, j, a(i’fj) —a;jqd k — +oo . Donc la suite (Tk) CV ssi les suites complexes (7\’“) et (k?ukflu) CV;

(

.10 a) VkeN* Tk= ( . Ay de terme général aifcj) CV vers A si et seulement si

ssi| [|A]| <1 (lalimite est alors 05)] ou [7\ =letu=0\Vk, Tk = Iz)}

. A0 e[ 0 - . .
b) 3P € GL,(C) tq P-!1AP=D = . Alors DF = .D’aprés 9) (AF) CV ssi

0 A 0 ()
|Ai| <1pouri=1et2 (limite 0,)
(Dk) CV. Les cas de CV sont : Ai=1let }Xj)<1pouri;éj
7\.1=7\.2=1

c) Si A n'est pas diagonalisable , nécéssairement ses valeurs propres sont égales . D’apres 2) elle est

trigonalisable : 3P € GL,(C) tq P"!AP=T= et u#0 (sinon A serait diagonalisable) . Donc

u
0 A
d’apres a) , la suite (T’C) CVssi [A| <1 et d’apres 9) , (Ak) CV ssi (T’C) CV . Ici p(A) = |A| . Donc
(Ak) CVssi p(A) <1 etlalimite est 0,

d) D’apres b) , si A est diagonalisable : (Ak) CV vers 02 ssi (JA1] <1 et |A] <1),ssip(A)<1.En

conclusion de b) et c) : (A") CVvers 0, ssi p(A)<1

Partie II

1.1 a) Posons Y=AX:Vi,y; 227:1 aijxj . vj, {xj} <Noo(X) = |yl~{ < (Z;lzl |ai’jD Noo(X) < MaN(X) donc
Noo(AX) < MaNo(X)
b) C” estun EV de dim finie donc toute norme N sur C" est équivalente a la norme N :
Jda,p>0tg VXeC", aNx(X) < N(X) < BN (X)
N(AX) < BNoo(AX) < BMANo(X) < BMa IN(X) < CAN(X) en posant Ca = EM,

c) VX#0, % < Ca . Lensemble {% , XeCr — {0}} est une partie non vide et majorée de R donc

admet une borne supérieure .

d) Cette borne sup est le plus petit majorant et Ca est un majorant donc N(A) < C, . Dans le cas de la

norme Ny , on peut prendre Cy =M, donc: NOO(A) <M, |.
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1 0
e Xo=| -1 |=GXo=[ 3 |.Ona:Nu(Xo)=1,Nuo(GXo)=10 d'ott =F =10 = Ny (G) > 10 .
1 10

De plus Mg =10 donc Neo(G) <10 . Conclusion : | Noo(G) =Mg = 10

n
$Zj:l}aij|$MA

n
=|u|.Donc z;, = j:1|a,-0,j|:MA

12 Vj, |yj|=1=Nu(¥)=1. Soit Z:AY.Vi,Izilz’Z;lzlai,jyj

Sia;,j=0alors a;,;y; =0= |ai0,j} ,sinon a;, jy; = {a,-o,j| car VueC*, u ‘u‘

. Noo(Z)=Mp => N‘”(AY) =M, =| Noo(A) =M, |. En utilisant 1)d) on peut conclure : | Noo(A) =My
Nool¥) P

L3 a) N(A)—0<:>VX7é0 N(AX) =0 VX #0,AX =0 VX, AX=0<A=0,

b) VX#£0,N N(X )—WN(AX)<|)\|N(A) donc N(AA) < |\ N(A)

o Sia£0: N@A)=NEra) < |[£|Na)= nN@a) <N@A) dot [AN(A)=N(A)
Si A =0 on a égalité car les 2 membres sont nuls .

d) VX #0,N[(A+B)X] = N(AX + BX) < N(AX) + N(BX) =
N+ B) < N(A)Jr N(B)

e) VX#0 ) < N(A) = N(AX) < N(A)N(X) et si X=0 les 2 membres sont nuls .

N[A+B)X] _ N(AX)

NBX) _ ~
N S N T < N(A)M+ N(B) donc

NX)

’ N(X)
f) On déduit de a),c),d) que N est une norme sur M,(C) . De plus :
VA,BeM,(C), VX< C", N(ABX) < N(AN(BX) < N(A)N(B)N(X) d’otr : N(AB) < N(A)N(B)

Conclusion :| N est une norme matricielle sur M, (C) | (ce qui en prouve I’existence)

II.4 a) Soit A € Sp(A) et X un vecteur propre associé : X# 0 et AX=AX= 1\1]\%3) =|A| donc |A| < N(A) . En

particulier pour A telle que [A|=p(A) . Donc| p(A) < N(A)

b) SiA=1,:p(A)=1 et VX, AX=X donc N@A)=1: on a égalité .

¢) Si A#0, alors N(A)# 0 d’apreés 3)a) . Si de plus A est nilpotente , sa seule valeur propre est 0 donc
p(A)=0 et: p(A) <N(A)

II.5 Si (Ak) converge vers 0,, alors N(AF) — 0 qd k — +00 . [p(A)]* = p(AF) < N(A*) donc [p(A)]F — 0gd k — 400
.D’out:| p(A) <1 |. (Réciproque admise)

II.6 a) Del'inégalité vue en 5) on déduit pour k €N* : p(A) < [N(Ak )] k
b) AeSp(A) < aleSp(aA) donc p(aA)=|a|p(A)

c) Onprend a = — W

A)+ p(A)+e
D’apres le résultat admis de 5) , (A¢)¥ CV vers 0 donc 3k tq Vk > ke, N ((Ag)’“) <1

(Ae)F = oAk = N ((A0)F) = aFN(AF) Donc a*N(AF) < 1= N(AF) < (p(a)+¢)”

<lcare>0

(a>0) eton applique a) : p(As) =ap(A)=

1

~ 1 ~ 1
d) Vk=ke,p(A)< [N(Ak)] k¥ <p(A)+e:cestla définition de : limy_, o [N(Ak)] F=p(A)

Partie II1

0 1
II1.1 Az( 0 0 ) vérifie A>0, A#0 maispas A>0

ITI.2 a) Soit U=AA’; V=BB'.Vi,j, Uj,j =ZZ 14, kd;” s Vij _ZZ:I bi,kb;c,j .Parhyp:Vi,j,0< ai;< b,‘yj
et 0<al] <b’ donc Vi,j, 0< u;;j <v;j:0<AA’<BB
b) On prend A’ —A et B’=B et on procede par récurrence .
¢©) Rappelons que Ny (A) = M, . Or Vi ,Z}Ll |al-,j‘ = Z]’.’Zl aij < Z;’Zl b;j d’ou en passant au sup :
Ma < Mg donc Ny(A) < Neo(B)

1 1
d) D’aprésb)etc): Yk, 0 <AF < Bk = N (AF) < Nyo(BF) = [NOO(A")] k [Noo(Bk)] ¥ d’oli en passant ala
limite : p(A) < p(B)
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e) Parhyp:Vi,j,0<a;;<b;;j.Si A#0, ,soit c = supl-,j{%} . On a un nombre fini de termes tous
strictement inférieurs 21 et non tous nuls donc ¢ <1 et ¢ >0 .Si A= 0, tout ¢ €]0,1[ convient .
Vi, a;j<ch;j donc A<cB
D’apres d) et II 6)b) : p(A) < cp(B) . Enfin B admet au moins une valeur propre non nulle car
Tr(B) = Z?:l bi; >0 et Tr(B) estla somme des valeurs propres de B . Donc p(B) >0 et ¢ <1 donc
cp(B) < p(B) et en conclusion : p(A) < p(B)

III.3 Soit Ve C" tq Vi, vi=1.AV=a0aV donc| a€Sp(A) | (et a = 0) . On en déduit que : a < p(A) . Pour
cette matrice on a : My = a et d’aprés II 2) : Noo(A) = My = a; d’aprés II 4)a) p(A) < Nuo(A) donc :

Noo(A) =p(A) =
III.4 Si o =0 l'inégalité a < p(A) est évidente . Si a >0 ,on a Vi ,Z}lew = O%Z]'.l:l a;j = o B vérifie les

hypotheses de 3) donc p(B)=o . De plus Vi,j, 0<b;j<a;; donc 0<SB<A etd’apres 2)d) : p(B)<p(A) .
Donc a < p(A) et a—m1n1<,<nz. LA

< — = ..
On a déja vu que p(A) <M, et My = 121,25,(121 1|aw| 1@,25,(121 @i

IL.5 Soit U=AD, :Vi,j, u;j =xja;;.SoitV= D‘lU VL), v = xi uij= %ai,j .Aet V sont semblables
donc p(A)=p(V) . Notons Y=AX: Z L Vij= Z]n XA =;’—i donc d’apres 4) : mini)yc—z $p(V)<miax%

d’ou1:| min; (AX)’ <pA) < max (AX)’

III.6 Si X est vecteur propre strictement positif de A : AX = AX et on peut appliquer 5) : Vi, % = A donc

14

A < p(A) £ A donc| A=p(A) |; les ensembles {mlnl (AX.)’ X> 0} et {max (AX)‘ X>O} admettent p(A)

pour respectivement maximum et minimum .
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