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DM N°9 ( pour le 17/02/2012) I

On se propose d’étudier quelques propriétés des applications linéaires inversibles de R" dans R" ainsi
que de leurs matrices.

Dans tout ce qui suit, R" (n € N*) est supposé muni de sa base canonique ordonnée %, = (eq,...,e,),
e;=(8},...,8)), & désignant le symbole de Kronecker (5] =1 si i=j et & =0 si i#j).
n

1/2
On choisit sur R" la norme euclidienne usuelle : ||x||, = (Z xlz) ,avee X = (xq,...,X,).
i=1

Z(R™) est ’'ensemble des applications linéaires de R" dans R" et .#,,(R) est 'ensemble des matrices
carrées réelles d’ordre n.

Alors, A : £(R") — #,(R) défini par : « .#(f) est la matrice de f relativement a 93, », est un
isomorphisme d’algébre de (Z(R"),+,.,0) sur (A, (R),+,.,%), ot + désigne l'addition, . désigne la
multiplication par les scalaires, o la composition des applications et X le produit matriciel.

Si f € L(RY),
on notera aussi || || la norme transportée sur #,(R) par .#, cest-a-dire que |[[M| = ||//l _1(M)|
(M e #,(R)).

On rappelle que ((Z(R™),+,.,0),[ ) et ((A,(R),+,.,x),|l|l) sont des algebres de Banach
unitaires,! et que .4 est un isomorphisme isométrique? de la premiere algebre sur la seconde : de
ce fait toutes les propriétés établies dans le texte sur £ (R") se transposent immédiatement sur ,(R).

On notera I,, 'élément neutre de (£ (R"),0) et J, celui de (,(R), %) 3.

On pose det : Z(R") — R et Det : #,(R) — R, ou det(f) désigne le déterminant de f et
Det(M) = det (//l_l(M)) est le déterminant de M.

}f” = sup{”f(x)”2 ey < 1} sera la norme subordonnée de f associée a || ||,

Soit M € #,(R), M = (a; ;) signifie que a; ; est le réel situé sur la i®me Jigne et la ™ colonne de

M, a;; est une « entrée » de la '™ ligne et de la j'™¢ colonne de M.

Pour k € {1,...,n} on définit L, : #4,(R) — R" par L;(M) = (am, ceo ak’n) si M= (a; ;).
Si L, (M)#(O0,...,0) on notera p(k) = min {j e{l,...,n}: ak,ﬂéo} et on dira que oy (k) est « 'entrée
principale » de L;(M).

Dans tout le probléme, on appelle « groupe linéaire d’ordre n », et on note GL(R™), ’ensemble suivant :
GLR") = {f e 2R :(3g) ((gec L@®R") et (gof =1,))}, (le. f € GL(R") si et seulement si f
posséde une « inverse linéaire a gauche ») ; de méme GL,(R) = . (GL(R")) sera le « groupe matriciel
d’ordre n ».

La partie II est autonome ; la partie III peut se traiter en admettant 11.3.4.

I. On se propose, dans cette partie, d’établir les résultats de base relatifs aux groupes linéaires et
matriciels.

1) Montrer que f € GL(IR™) si et seulement si f est une bijection linéaire de R" sur R", (donc
GL,(R) n’est autre que I'ensemble des matrices inversibles d’ordre n) et que (GL(R"),0) et
(GL,(R), x) sont bien des groupes; si f € GL(R") et si M € GL,(R) on notera f ! et M~}
leurs inverses dans ces groupes.

2) Soit f € £(R"), on définit (fP),ey : N — L(R") par f0=1,, fP*' =fPof .

1. Une algebre de Banach (A,+,-,%,]|| ||) sur le corps K =R ou C est une K-algeébre, munie d'une norme telle que
V(a,b) € A% |lax b|| < |la|l - ||b|| et telle que I'espace vectoriel normé sous-jacent soit en outre un espace de Banach (i.e.
un espace vectoriel normé complet). Elle est de plus dite unitaire si son élément neutre 1, pour X vérifie ”1 AH =1

2. Clest-a-dire qui conserve la norme, soit ||.#(M)|| = ||[M]||

3. Des notations pour le moins curieuses...

Problémes — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 1/5 24 janvier 2012



— DM N°9 - PSI* 11-12

o0
2.1. Démontrer que si Hf” <1,alors I, — f € GL(R™) et (I,— f)"1= > L.
i=0

2.2. Soit p € N*, soit (fy,...,f,) € (Z(R™))’ montrer que : Hf1 o...opr < Hf1|| pr” et
en déduire que (fy,...,f,) — f10...0f, est continue (donc (Ml,...,Mp) — M; X...xM,
est continue avec (Ml,...,Mp) € (M, (R))F.
2.3. a) Soit f € GL(R™), montrer que si g € Z(R") vérifie ||g|| < Hf_lh_l, ona:
f + g €GL(R") (on aura intérét a écrire: f +g=fo (In +f 1o g) ).
b) Montrer que : (f +g) ' —f ! = ((In + 1 Og)_1 —In) o f~! et en déduire que

f — f~1 est continue (donc M+~ M™! est continue).
3) 3.1. Montrer que Det est une application continue ; en déduire qu’il en est de méme pour det.
3.2. On définit GL,(R"), GL_(R"), GL,(R), GL,_(R) comme suit :
GL,(RM) ={f e Z(R") : det(f) >0}, GL_(R™)={f € L(R"):0>det(f)}
GL,+(R") = {M € .#(R) : Det(M) > 0}, GL,_(R") ={M & #(R): 0 > Det(M)}.
Montrer que GL(R") = GL, (R") UGL_(R") (donc GL,(R) = GL,,(R)UGL,_(R)).
Montrer que GL, (R"), GL_(R") sont ouverts (donc GL,,(R) et GL,_(R) sont ouverts).
4) Montrer que (GL, (R"),0) et (GL,(R), x) sont des sous-groupes de (GL(R"),0) et (GL,(R), x).
Qu’en est-il de GL_(R") et GL,_(R) ?
5) Soit f € Z(R"), on définit u: R — R par : u(t) =det(f + t.I,).
5.1. Montrer que u est une fonction polynomiale de degré n.

5.2. Montrer qu’il existe a € R, o > 0 tel que l'on ait : {f +¢t.I,: t €]0,a[} € GL(R"). En
déduire que GL(R™) est dense dans £ (R") (donc GL,(R) est dense dans .#,(R)).

II. Dans cette partie, on montre comment on peut calculer 'inverse d'un élément de GL,(R) en utilisant
des « transformations élémentaires » sur les lignes des matrices.

Définitions et notations :

1- Soit M = (a; ;) € #,(R) ; on dira que M est « L - réduite » si et seulement si :

- soit M est la matrice nulle (notée 0 -/ﬂn)’

n
- soit, pour tout k € {1,...,n} tel que L;(M)#(0,...,0) alors a; ) =1 et > |aj7p(k)| =1
j=1

(ol oy ,(k) est « entrée principale » de L (M)).

(1 0 ... ... ... i ... 0)
0 1 0 :
0 . 0
. 0 1 0
2- &h(n) = U A} csta® ot A= | :
(k,2)E{1,...,n} xR* : 0O A O
0 1 0
: 0 . 0
\0 ... e i e . O 1)

A étant a la k™€ ligne et la k*™¢ colonne.
autrement dit : (L;(Ay ;) = e;) si ik, Li(Agx2) = Ae.
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3- &ly(n)= U {Az’k%;\} C Mp(R) ol Ay s'écrit :
((k,p)J»)E( {U }({i}x({l ~~~~~ n}\{i})))ER
ie{l,...,n
0 1 O
0 1
0
A k = . . >
2,k,p, A : 0 .

A0 0O 1 O

0
\0 0 1)

A étant 4 la k™€ ligne et la p'*™¢ colonne.

autrement dit : (L;(Ag p2) = e;) si i£k, L(Agr pa) = ex + Ae,

(1 0 o ... ... 0 0\

0 1 o ... ... 0 0

0O O 0 1 0
4- &ly(n) = U {Ag’k7p}c-%n(R) avec Az , = .
(k,p)E{l,...,n}? :

0 0o 1 0 0

\0 ... ... 0 ... ... 0 ... 1)

autrement dit : L;(Azx ,) = e; si i & {k,p}, Li(Agxp) = e, Ly(Agx ) = ex.

On définit alors &l(n)= |J &l;(n), un élément de &l(n) s’appelle une matrice élémentaire
i€{1,2,3}
d’ordre n, de type i s'il appartient a &1;(n)

5- On appelle opération élémentaire de type 1, 2 ou 3 sur #,(R) et on note 7 x5, Tospn>
T3 kp> ((k,p) ef{l,..,n}} e ]R) toute application (de #,(R) dans .#,(R)) du type :
TipnM) =Aq ) XM Toppa(M)=Agp 0 XM 5y (M) =Ag , XM
avec Ay ;5 € E11(n), Agyp € Ely(n) et Agy , € El3(n).
On définit alors :
0(n) = { T Arp € LM}, O ={ Tk pi : Agipr € EL(N},
et O3(n) = {Tp : Agp € EL3(M)} 5

o(n)= |J ¢(n) estl'ensemble des opérations élémentaires sur .4, (R)).
ie{1,2,3}

6- Soit (M,N) € (//ln(]R))z, on dira que N est « L. - équivalente » a M ¢'il existe ¢ € N* et
(7®,...,7@) e (0(n) tels que : N= (T 0 TP 0.0 7@) (M).
Questions :

1) Soit M= (a; ;) € M,(R), calculer T ;5 (M), Ty, 2 (M), T3 ,(M) et donner une interpréta-
tion simple des opérations élémentaires sur .#,(R).
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2) Calculer Det(Aq k. 5), Det(Agy 1), Det(Asy ,) et montrer que &l(n) C GL,(R).

-1 -1 -1

Calculer (A1,k,x) , (Az,k,p,x) , (Ag)k’p) et en déduire que la « L - équivalence » est bien
une relation d’équivalence sur .#,(R). Montrer que si M € GL,(R) et si N € .#,(R) est « L -
équivalente » a M, alors N € GL,(R).

3) On se propose de montrer que tout élément de .#,(R) est « L - équivalent » a une matrice « L
- réduite » et ce, en utilisant uniquement des opérations élémentaires de type 1 ou 2.
Soit M = (aiJ) € M,(R) (on suppose que M#0_, ), on suppose que pour k donné,
ke {1,...,n}, ona pu trouver (9(1), . .,9(‘1("))) e (a(n)u ﬁz(n))q(k) tel que
My = (9(1) 0...0 9(‘1("))) M) = (agﬁ)) vérifie la propriété (P(k)).

(k)

) =1
J5P(i)

(08

n
(P(k)) : pour tout i € {1,...,k}, soit L;(My,)) = (0,...,0), soit ag’kp)(i) =1et 21
]:

((OH('I;)(-)) étant « 'entrée principale » de L;(M)).
Sipour tout i € {k+1,...,n} ona L;(My,)) = (0,...,0) alors M, est « L - réduite », de méme
si k =n ; de plus M et M, sont « L - équivalentes » par des opérations élémentaires de type 1
ou 2. Si My, est « L - réduite » c’est fini, sinon soit m(k) = min {i efk+1,..,n}:L; (M(k)) #(0,...
1 , . k
3.1. Montrer qu'il existe F; k)5 € 01(n) tel que 'on ait : F; ;)2 (M(k)) = MEk) = (a;,j )
g / (k) _ N (k) > . P
vérifie (/P(k)) et A pmk) = 1 (ou Uk p(mky)  OSt < I’entrée principale » de
Lm(k)(M(k)))-

3.2. Soit {iy,...,i,_1} ={1,...,n} \ {m(k)}, montrer qu’il existe (%,ij,m(k),x.,) ( } tel
Y jG 1,..., l'n,1

que l'on ait : M) = %,il,m(k),hl o “'%:inflrm(k)g‘in,l(MEk)) vérifie (P(m(k))). Montrer

que ceci établit le résultat énoncé au début du II.3.

3.3. On s’intéresse a l'algorithme permettant de calculer les entrées de M) a partir de la
donnée de celles de M. On pose, pour simplifier I'écriture 4 My = (a;;), m(k) = m,
M) = (b ;) ; expliciter les formules permettant le calcul des b; ; a partir des a; ;.

3.4. Soit M € GL,(R), montrer que, si M est « L - réduite », il existe ¢ € N* et

.....

M € GL,(R) si et seulement si M est un produit d’éléments de &Il(n).

II. Nous allons montrer que GL,, (R),GL,_(R), GL,(R"), GL, (R") sont connexes par arcs°. Il s'agit
d’un résultat important et non évident, bien qu’élémentaire °.

.....

M=B; xBy X...xB,,.
1) Montrer que {i € {1,...,m} : B; € GL,_(R)} posséde un nombre pair d’éléments.
2) 2.1. Soit Aq i € 1;(n) N GL,(R), soit ¢ : [0,1] = A, (R), 9(t) = Aq j (1—e)p+e -
Montrer que y est continue, que ¢([0,1]) € GL,,(R) et calculer ¢(0) et ¢(1).

2.2. Soit Ay i) € 81;(n) NGL,_(R), soit P : [0,1] = A, (R), P(t) = Aq k 1—e)p—t -
Montrer que 1 est continue, que P([0,1]) € GL,_(R) et calculer P(0) et p(1).

3) Soit Ay . € ELy(n), soit 1 : [0,1] = Ay(R), 1(0) = Ag 1o
Montrer que y est continue, que x([0,1]) € GL,,(R), et calculer x(0) et x(1).

4. 1l est temps !..
5. Une partie A d’un espace vectoriel normé E est dite connexe par arcs si et seulement si pour tous x,y € A, il existe un
chemin continu qui relie x & y, c’est-a-dire une application continue vy : [0,1] — E telle que y(0)=x et y(1)=y.

6. non évident, mais cependant élémentaire ? ? ?
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4) Soit Az , € &l3(n), (k#p), soit w : [0,1] — #,(R) définie par :
Li(w(t)) =e; sii¢ {k,p}
[m T
Li(w(t)) = —sin (Et) .e; +cos (Et) -€p

' '
L,(w(t)) =sin (Et) ., + cos (Et) e
Montrer que « est continue, que w ([0,1]) € GL,_(R), et calculer w(0) et w(1).

5) En utilisant ce qui précéde, montrer qu'il existe o, o : [0,1] — GL,,(R), o continue, telle
que lon ait : 0(0) =M et L; (0(1)) = ¢;.¢;, &; € {—1,1} et {i €{1,...,n} : ¢; = —1} posséde
un nombre pair d’éléments.

6) Soit {p,k} C{1,...,n}, p#k, soit Ny, ;) € #,(R) avec :

L; (N(p’k)) =e; sii¢{p,k}
Ly (N(p,k)) = —eg,
L, (M(p,k)) ="%%:

Soit p : [0,1] — #,(R),avec :
L (p(t)) =e; sii¢ {p,k}
L (p(t)) = —cos(mt).e +sin(mt).e,
L, (p(t)) = —cos(mt).e, —sin(mt).e,

Montrer que p est continue, que p ([0,1]) € GL,,(R), et calculer p(0) et p(1).

7) En utilisant III.A.5 et III.A.6, montrer qu’il existe w, w : [0,1] — GL,,(R), u continue, telle

que l'on ait w(0) = M, w(1l) =J,. Déduire de ceci que GL,,(R) est connexe par arcs (donc
GL,(R") est connexe par arcs).

B. Soit M € GL,_(R), montrer, en s’inspirant de III.A qu’il existe v, v : [0,1] — GL,_(R), v
continue, telle que 'on ait v(0) =M, v(1)=A;; _;.

Déduire de ceci que GL,_(R) est connexe par arcs (donc GL_(R") est connexe par arcs).
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