PST* 08-09

CORRIGE DS N°3

Idéaux de M, (R). Bases stables de M, (R)
d’aprées ESIM 2002 (parties I a V) et ENSAE 1983 (partie VI.)

I) Résultats préliminaires.

Rem : 1l s’agissait ici de questions de cours, que l'on demandait explicitement de (re)démontrer.
Pour cette raison, les démonstrations suivantes seront un peu abrégées...

17) a) Il s’agit ici du théoréme de la base incompléte (apres avoir noté que dim Keru = n — r).

b) Il s’agit ici du théoreme d’isomorphisme : la restriction de u a tout supplémentaire du
noyau réalise un isomorphisme de ce supplémentaire sur Imu.

c) (u(er),u(es),...,u(e.)) est une base de Imu donc une famille libre de R", que I'on peut

compléter en une base de R"; notons-la B’ = (u(e1), u(ez), ..., ule,), e/ q,...,¢€,).

La matrice de u dans les bases B = (ey,eq,...,e,) et B’ est { ér 8 } ; si B, est la base

canonique de R", P la matrice de passage de B. a B et Q celle de B, a B’ , on a alors,

0 } = Q7 'AP, donc A est bien équivalente a [ L0 }

d’apres le cours : [ 0 0 0 0

2°) a) Si A est équivalente a B, rg(A) = rg(B) car le rang d’une matrice est inchangé lorsqu’on
la multiplie par une matrice inversible.
L. : Lo | L0
Réciproquement, si rg(A) = rg(B), A et B sont toutes deux équivalentes a [ Or 0 }
d’apres la question précédente donc équivalentes entre elles par transitivité.

b) Découle de ce qui précede, car rg(D) = r = rg(A).

IT) Application.

1) Ona:vVAe M,(R), f(A) = f(A.L)) = f(A)f(I,). f n’étant pas I'application nulle, il existe
A telle que f(A) # 0, donc on déduit de 1'égalité ci-dessus : f(1,) = 1.
Par suite, si A est inversible, 1 = f(I,) = f(A.A71) = f(A)f(A™1) donc f(A) # 0.

2°) a) On choisit pour 4; (1 < ¢ < r) une matrice diagonale dont les r 4+ 1 premiers éléments
diagonaux sont égaux a 1, a ’exception du i-eme, et dont tous les autres éléments diago-
naux sont nuls (c’est possible car r < n).
A; est de rang r donc équivalente a A ; puisque le produit de matrices diagonales est une
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les produits des éléments diagonaux
de ces matrices, on a bien Aj A, ... A1 = 0.

b) On a, pour toute A € M,(R) : f(0,) = f(A.0,) = f(A)f(0,). Puisqu’il existe A telle
que f(A) # 1, on en déduit f(0,) = 0.
D'ou f(A1As ... Ari1) = f(A1)f(A2) ... f(Ar41) = 0, donc 'un des f(A;) est nul; A étant
équivalente a A;, A = PA;Q avec P, (@ inversibles, d’ou f(A) = f(P)f(A:;)f(Q) = 0.
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3°) Facilement : f(A) #0 < A inversible.
Un exemple de telle application est le déterminant !

III) Idéaux bilatéres de M, (R).

1°) Si I, € J alors : VA e M,(R), A= A.I, € J donc M,(R) C J dou J = M,(R).

2°) Si J contient une matrice inversible A, il contient alors I,, = AA™! donc J = M, (R) d’apres
la question précédente.

I, 0
0 O
Or A € J et J est un idéal a droite donc AQ € J puis, étant aussi un idéal a gauche
PAQ € J. Finalement : J, € 7.

3°) a) A est équivalente a J, = , donc il existe P, () inversibles telles que J, = PAQ.

b) Pour tout i € [[1,n —r + 1], soit A; la matrice diagonale dont les r — 1 premiers termes
ainsi que le (r — 1 + 4)-eme sur la diagonale sont égaux a 1, les autres étant nuls.
Chaque A; est de rang r, donc équivalente a A, et A; + Ay + ...+ A,_,11 est une matrice
diagonale a éléments diagonaux non nuls, donc inversible.

4°) Soit J un idéal bilatere de M,,(R). Alors :
e soit J = {0}
e soit il existe dans 7 une matrice A de rang r > 1; on construit alors comme dans la question
précédente des matrices A;, équivalentes a A, telles que A; + Ay + ...+ A,,_,1 soit inversible.
Les A; étant équivalentes a A appartiennent a J (comme dans 3.a), et, (J,+) étant un sous-
groupe de (M, (R), +), leur somme appartient encore a J.
Ainsi, J contient une matrice inversible, donc est égal a M,,(R).

En conclusion, les seuls idéaux bilateres de M,,(R) sont : {0} et M,,(R).

IV) Idéaux a droite de M, (R).

1) e Jg est non vide car il contient la matrice nulle.
e Si A,B € Jg, alors A— B € Jg car Im(A — B) C Im(A) + Im(B) C FE (ainsi, Jg est un
sous-groupe de (M, (R), +)).
e Enfin, si M € M, (R) et A € Jg, alors Im(AM) C Im(A) C E donc AM € Jg.
Cela prouve que : Jg est un idéal a droite de M,,(R).

2°) a) Clest le théoreme d’isomorphisme (ici, sous forme matricielle)...

b) Pour tout i € [1,q], Be; € Im(B) C Im(A). D’apres la question précédente, il existe un
et un seul ¢; de S tel que Be; = ¢(g;) soit Ae; = Be;.

c) Pour tout i € [1,q], Be; = Ae; = A(Ce;) car Ce; représente la i-eme colonne de C| i.e g;.
D’ou B = AC.

3°) a) L’image d’une matrice est le sous-espace vectoriel engendré par ses colonnes. On a donc,
avec des notations évidentes :
Im(D) = Vect(Dl, sy DQn) = Vect(Al, e ,An, B17 e ey Bn)
= Vect(Ay,..., A,) + Vect(By, ..., B,) = Im(A) + Im(B).
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On peut aussi démontrer ce résultat en utilisant le produit par blocs :

X
|:A B] |:X;:| = AXl + BXQ, avec Xl,XQ € M(n,l)(R)

b) Puisque Im(C) C Im(A) 4+ Im(B) = Im(D), il suffit d’appliquer directement IV.2!

c) W € Mgpn)(R) s’écrit par blocs : W = {‘[ﬂ avec U,V € M, (R). L'égalité C' = DW
U

donne alors : C' = [AB] [V

}IAU—FBV

4°) a) L’ensemble des rangs des matrices M € J est un ensemble non vide d’entiers, majoré par
n; il admet donc un plus grand élément r, d’ou les résultats.

b) Soit F' = Im(M) + Im(My). On peut toujours trouver P € M,,(R) telle que Im(P) = F
(par exemple, une projection sur F'). On a alors : Im(P) = Im(M) + Im(M,) et, d’apres
la question précédente, il existe U,V € M,,(R) telles que P = MU + M,V
J étant un idéal a droite, MU € J et MyV € J donc P € J.
Or rg(P) = dim(F') = dim(Im(M)+Im(My)) > r puisque Im(M) n’est pas contenue dans
Im(My), ce qui contredit la définition de r.
En conclusion, pour tout M € J, Im(M) C Im(My), soit T C Tim(me)

5°) Réciproquement, si M € Jim(my,), on a Im(M) C Im(M,). D’apres IV.2, il existe C' € M, (R)
telle que M = MyC'. Puisque My € J et que J est un idéal a droite, on a M € J, soit
I'inclusion inverse et finalement : J = Jim(mo)-

6°) Conclusion : les idéaux a droite de M, (R) sont les parties de la forme :
Je ={ A e M,(R)/ E contient Im(A)}.
ol E est un sous-espace vectoriel quelconque de M, 1y(R) (pour E = {0}, Jg = {0} et, pour
E = Mg@Epn(R), Jg = M, (R) : cest le cas des idéaux bilateres).

V) Idéaux a gauche de M, (R).

1°) e Kr # () car la matrice nulle appartient & Kr.
e Si A, B € Kp, A— B € Ky puisque F C Ker(A) et E C Ker(B) impliquent facilement
E C Ker(A — B). Ainsi, Kr est un sous-groupe de (M, (R), +).
e Enfin, si M € M, (R) et A € Kp, Ker(A) C Ker(MA) donc MA € K.
Cela prouve que : Kp est un idéal a gauche de M, (R).

2°) a) Soir r =rg(u) et s = rg(v). Puisque Ker(u) C Ker(v), on a r > s.
Soit (€11, €42, ..., e,) une base de Ker(u), que I’'on compléte en une base (€511, ..., €m11,...,€,)
de Ker(v), que I'on complete ensuite en une base (ey, ..., e,) de R™.
On sait que (u(e1),u(es),...,u(e,)) est une base de Im(u) (cf. I.1); on la complete alors
en une base (u(e;),...,u(e,), €. ,y,...,e,) de RP.
On sait alors que 'on peut définir une application linéaire w de RP dans R? par :
{ Vi€ [1,r] , wlu(e;)] = v(e;)
Vie[r+1,p] , w())=0

On a alors :

Vie [1,7] , wou(e;) =v(e;)

Vie[r+1,n] , wou(e) =w(0)=0=wv(e;) (car alorse; € Ker(u) C Ker(v) )
On en déduit : wou = v.
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b) Il s’agit de la traduction matricielle du résultat précédent !

3°) Soit D = [g} € Mann)(R), et X € M, 1y(R). Alors :
A AX
DX =0« B X=0& BY =0 AX =BX =0« X € Ker(A) NKer(B).

Donc Ker(D) C Ker(C). D’apres la question précédente, il existe W € M, 20)(R) telle que
C' =WD. En écrivant W = [U V] avec U,V € M,(R), on obtient :

C=[UV] [g} —UA+VB

4%) Il n’y avait plus ici d’indications; il fallait donc s’inspirer de la méthode utilisée dans la partie
précédente.
e Soit K un idéal a gauche de M,,(R). Soit r la plus petite des dimensions des Ker(M) lorsque
M décrit IC, et My € K tel que dim(Ker(My)) = r.
Soit M € K. Montrons que Ker(M;,) C Ker(M). Par I’absurde, si on n’a pas cette inclusion,
alors Ker(M)NKer(M)) est inclus strictement dans Ker(M;), donc de dimension < 7 ; soit alors
P € M,(R) dont le noyau est Ker(M) N Ker(My) (par exemple, le noyau d’une projection).
Puisque Ker(P) = Ker(M) N Ker(M,), il existe U,V € M, (R) telles que P = UM + V M,
d’apres la question précédente. M et M, étant éléments de IC, idéal a gauche, on en déduit
P € K. Mais dim(Ker(P)) < r, ce qui contredit le choix de r.

Ainsi : VM € K, Ker(My) C Ker(M) soit K C Kker(ny)-

e Réciproquement, si M € Kker(a), alors Ker(My) C Ker(M), donc, d’apres V.2.b, il existe
C € M,(R) telle que M = CM,. K étant un idéal a gauche, on a M € K d’ou l'inclusion
inverse : Kger(as,) C K.

e Conclusion : Les idéaux a gauche de M,,(R) sont les parties de la forme :

Kg ={ M € M,(R)/ Ker(M) contient F}.
olt F' est un sous-espace vectoriel quelconque de M, 1y(R) (pour F' = {0}, Kr = M,(R) et,
pour F' = M, 1)(R), Kp = {0} : c’est le cas des idéaux bilateres).

Remarque (pour les 5/2) : En fait, tous les résultats du V. peuvent se déduire presque
immédiatement de ceux du IV.

En effet, lorsqu’on munit R™ de sa structure euclidienne canonique, si A est la matrice canoni-
quement associée a I'endomorphisme a, soit A* celle canoniquement associée a l’adjoint a* de
a. A tout idéal & gauche K de M, (R), on peut associer la partie K* = {M*, M e K}. I est
alors facile de vérifier que K* est un idéal a droite (car (M A)* = A*M*). On a alors, puisque
Im(A)* = Ker(A4*) et Im(A) C E < E+ C Ker(A*), Jg = K}, ete...

5°) e Soit M € Ky N Jg; alors F C Ker(M) et Im(M) C E. Soit u ’endomorphisme canonique-
ment associé a M. En identifiant R™ et M, 1)(R), si p = dim(F) et ¢ = dim(F), on peut
trouver une base B = (ey,...,e,) de R” telle que (ey,...,e,) soit une base de F' et une base
B' = (€),...,e;,) de R" telle que (€], ..., e} ) soit une base de E. La matrice de u dans les bases
B et B est alors de la forme [8 ?] olt B € Mgn—p)(R).

Réciproquement, si u a une matrice de cette forme dans les bases B et ', il est facile de vérifier

que F' C Ker(u) et Im(u) C E. L’application qui, & tout endomorphisme u de R™ associe sa

matrice dans les bases B et B’ étant un isomorphisme d’espaces vectoriels, on en déduit que

Kr N Jg est isomorphe au sous-espace vectoriel de M, (R) formé des matrices de la forme

0 B| . <

[O ol ou B € M(gn—p)(R), donc a Mg n—p)(R).

Ainsi : dim(Kr N Jg) = ¢(n — p) = dim(E) x (n — dim(F)).

Corrigés de problemes T.LEGAY Lycée d’Arsonval 4 / 7 3 novembre 2008



e Si J est un idéal bilatere de M,,(R), il existe E et F' sous-espaces vectoriels de M, 1)(R)
tels que J = Kr = Jg.

Or, dans le cas particulier F' = {0}, on a Kr = M,,(R) ce qui donne dim(Jg) = ndim(E£).
On a donc ici : Kp N Jg = Jg d'ou dim(E) x (n — dim(F)) = ndim(E) d’ou £ = {0} ou
F = {0}. On obtient donc J = M,,(R) ou J = {0}.

VI) Application : bases stables de M, (R).

1°) Un exemple de base stable est évidemment la base canonique de M,,(R) (car E;; Ey = §;xEu).

2°) a) e Soient B € B et A € B'. Ker(A) C Ker(BA) donc, d’apres le théoreme du rang,
rg(A) > rg(BA), soit rg(BA) < r. Puisque BA € B, on a donc, par définition de r :
BA=0ouBAecbB .
e Soient B € Bet A € B'. Im(AB) C Im(A) donc rg(AB) < rg(A) = r, et, puisque
ABe B, AB=0ou AB€ B .

b) Notons B' = (Fy,...,FEs) et B = (Ey,...,E.;) (s < n* = dim(M,(R))). Notons J =
Vect(B').
J est un sous-espace vectoriel de M,,(R), donc, en particulier, (7, +) est un sous-groupe
de (M, (R),+).
S TL2
Soit M ¢ J, M = Z)‘ZE”“ et soit A € M,(R) , A = Zu]Ej. On a: MA =

i=1 j=1
2 2

ZZ)\iquiEj et AM = ZZ)‘i”jEjEi . Or, pour i € [1,s] et j € [1,n?], E;E; et
i=1 j=1 i=1 j=1

E;E; appartiennent a B’ U {0} d’apres la question précédente, donc AM et M A appar-
tiennent a Vect(B') = J.

Ainsi, J est un idéal bilatere de M,,(R), non réduit a {0}. D’apres I111.4, 7 = M,,(R),
d’ou Vect(B') = M, (R).

e B3’ est donc une base de M,,(R), donc card(B') = n? = card(B) d’'ou B = B.

3°) a) Cela a déja été fait en classe, de plusieurs maniéres... C’était aussi dans le DS précédent...
Je rappelle ici, brievement, la démonstration matricielle : Si M vérifie la relation de
I’énoncé, alors, pour tout (4,7) € [1,n]* , ME;; = E;;M (ou (E;;) est la base canonique

de M, (R)). En écrivant M = kazEkz, on obtient : ME;; = kaiEkj et B M =
k.l k=1

> “mjEy d'ott I'on déduit M scalaire...
1=1

b) Si on avait r = n, toutes les matrices de B seraient inversibles. Donc, si A, B € B, on a
AB € B (le cas AB = 0 étant impossible).
L’application B — AB est injective de B dans B (car AB = AB' = A'AB = A'AB' =
B = B'); B étant de cardinal fini, cette application est bijective de B dans B . On a donc :
MB = (ZA)B =3 4B=3"C =M, et, de méme, BM = M.

AeB AeB ceB

c) Conclusion : B étant une base de M,,(R), on aurait alors : VN € M,(R), MN = NM.
D’apres 3.a, il existe A € R tel que M = A, d’ou, d’apres 3.b, VB € B, A\B = \I,,.
Or, on ne peut avoir A = 0, car B est libre, donc ZA # 0. On en déduit B = {I,}, ce
AeB
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qui est impossible puisque 1'on a supposé n > 2.
Ainsi : r < n.

4°) a) e Si A€ Bg, Im(A) = FE donc A € Jg et, par suite, Vect(Bg) C Jg.
D’autre part, soit A € Bg, et M € Jg. Puisque Im(M) C E = Im(A), il existe C' € M,,(R)
telle que M = AC (d’apres IV.2.c).
Puisque B est une base de M,,(R), on peut écrire C' = Z ApB. On a alors, pour B € B,

BeB
soit AB = 0, soit AB € B et dans ce cas rg(AB) = r = dim(F) = dim(ImA) d’ou

Im(AB) = Im(A) = E et AB € Bg. Donc M = AC = Z ApAB appartient en fait a

BeB
Vect(Bg), ce qui démontre l'inclusion réciproque : Jg C Vect(Bg).

e Je vous laisse le soin de démontrer de fagon tout a fait similaire (on utilise ici V.2b)
que : Vect(BY) = Kp

b) Il est clair que (Bg)ges est une partition de B.
Donc M,,(R) = Vect(B) = @Vect(BE) = @ T

Eeg Eeg

c) On peut donc écrire : I, = ZME avec Mg € Jg. Donc, pour tout X € M, 1)(R),

Ee€
X = ZMEX, et MpX € Im(Mg) C E, donc X € ZE donc M, n(R) = ZE _
E€€ o i~
De plus, dim(M,,(R)) =n? = > dim(Js) = Y _ ndim(E) (cf. V.5) done n = dim(M, 1 (R)) =
Eeg EcE
Z dim(F), ce qui prouve que la somme est directe et : M(n,1)<R) = EB E .
E€€ Pt

5°) a) (Bg)gee étant une partition de B, (Br N BY)gee est une partition de BY qui est une base
de Kr (libre, car incluse dans B, et génératrice d’apres VI.4.a), d’ou le résultat.

b) Notons déja, d’apres VI.4.a : Vect(Bg N BY) C Kr N Jg.
D’autre part, la somme des Kr N Jg, lorsque E décrit £, est directe puisque la somme des
Jg Vest, et elle est évidemment incluse dans K, ce qui donne I'inégalité :

Eeg
On a donc finalement, en utilisant le résultat de la question précédente :

dim(Kp) = ) dim(Vect(Bg N BY)) < > dim(Ky N Ji) < dim(Kp)

Ee& Eeg
donc toutes ces inégalités sont en fait des égalités, soit :

dim(Kr N Jg) = dim(Vect(Bg N BY)), puis finalement I’égalité de ces deux sous-espaces
vectoriels .

6°) a) Soit A € BgNBY. On a donc : soit A% = 0, soit A% € B, et dans ce dernier cas, rg(A?) =
r =rg(A), ce qui donne facilement £ = Im(A) = Im(A?) et F = Ker(A) = Ker(A4?) d’ou
A? S BE N BF.

b) e Remarquons d’abord que € Bg N B est non vide, puisque cette partie engendre Ky N Jg
qui est de dimension dim(FE)(n — dim(F)) = r? # 0.
e On peut donc trouver A € By N BY. On a alors :
o soit A% =0 d’out Im(A) C Ker(A) soit F C F.
o soit A% € BgNBF. Dans ce cas, soit X € ENF = Im(A)NKer(A); alors X = AY et
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AX = 0 impliquent A?Y =0 d’ou Y € Ker(A?) = F = Ker(A4) d'ot X = AY = 0. Ainsi,
la somme E+F est directe, et puisque dim(E)—l—dim( ) = dim(Im(A))+dim(Ker(A)) = n;
on a bien £ ® F = M, 1)(R).

c) Soit F' € F. S’il n’existait pas de £ € £ tel que E® F = M, 1)(R), alors, d’apres la

question précédente, on aurait , pour tout F € £, E C F, d'ott M, 1)(R) = @ E serait

Eeg
inclus, donc égal, a F', donc il existerait A € B tel que Ker(A) = M, 1y(R) soit A =0 ce

qui est impossible.

7°) a) e Notons d’abord que la définition de 1’énoncé a bien un sens, puisque, si A € Kg N Jg,
on a Im(A) C E.
e La linéarité de 'application A +— A ne pose pas de probleme.
e On a : dim(Kr N Jg) = r? = dim(M,(R)), donc, pour prouver que cette application est
un isomorphisme d’espaces vectoriels, il suffit de prouver son injectivité.
e Or,sionaA =0, alors Ae; = 0 pour tout i € [[1,7] donc la restriction de A & E est
nulle; puisque A € Kp, la restriction de A a F est nulle également, donc A = 0 puisque
FE et I sont supplémentaires. Ainsi, le noyau de 'application A — A est réduit a {0} et
cette application est bien injective.

b) L’image par cet isomorphisme de Bg N BY, qui est une base de Ky N Jg, est donc une base
de M,.(R). De plus, si A, B appartiennent a Bg N BF, alors AB = 0 ou AB € Bg N BY

d’aprés VI.4.a, d’ou 'on déduit facilement (puisque AB = AB) qu’il s’agit d’une base
stable.

c) Si A € By N BF, alors Ker(A) = ENF = {0} donc rg(A) = dim(E) = r, ce qui n’est
possible, d’apres V1.3, que si r = 1.

d) On a déja vu : r? = dim(Kr N Jg) = card(Bg N BY) .
Donc card(Bg N BY) = 1, et, si A est I'unique élément de cet ensemble, on a vu que
A? € Bg N BY d’ott A2 = A, d’ott le résultat.
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