CORRIGE : SUITES CONVEXES ET QUASI-CONVEXES (D’APRES CENTRALE 1979) PSI*10-111

CORRIGE : Suites convexes et quasi-convexes (d’apres CENTRALE 1979) ’

PRELIMINAIRES

N

0.1 Si (a,) est a variations bornés alors la série Z b, estabsolument convergente, donc convergente ; or Z b,=an—ay
n=1

donc’ la suite (a,) est convergente. ‘

0.2 On peut faire la démonstration par récurrence sur N ou, directement, en faisant apparaitre des sommes télescopiques
(c'est le principe de la transformation d’Abel!) :

N+1

—bu1)= an —Z(n—l)b
N
+Z(n—l)b Z(n—l)bn—NbN+1=an—NbN+1.
n=1 n=1

I MZ

i

PARTIE I

I.1 On a, pour toutentier n €N, d,, = b, — b, ce qui montre que

’ (a,) est convexe si et seulement si (b,,) est décroissante. ‘

1
1.2 d,=f(n—1)+ f(n+1)—2f(n) puis, on utilise 'égalité n = > ((n +1)+(n— 1)) et le fait que f est convexe!, d’ou,

avec A= %

fin)<= (f(n+l)+f(n— D).

Conclusion : (a,) est convexe. ‘

I.3 Onadonc (b,) et (—b,),en croissantes donc (b,) est une suite constante ; ainsi, pour tout n€N,ona a,_,—a, = by
d’ot1 on en déduit, par une récurrence immédiate, que

VneN a,=ag— nby.

La réciproque est immédiate.

’ Conclusion : les suites convexes et d’'opposé convexe sont les suites arithmétiques. ‘

I.4 Si a =1 alors, comme f:x— x% est convexe, a, =n® est convexe.
Cela ne suffit bien stir pas pour établir la réciproque ; en revanche, si 0 < a <1 alors f:x+— x® est strictement concave
(son opposé est strictement convexe) donc d, <0 pour tout n €N.

’ Conclusion : (n%),ey est convexe si et seulementsi o0 > 1. ‘

I.5 a) Avecla calculatrice, pour n =9, on calcule
ay=27 ag=|8%2]=122,63...|=22 a;0=[10%2|=|31,62..]=31
d'ou dg=-1.
11 fallait cependant prouver les valeurs de ag et ag.
On part donc de I'égalité entre entiers :

222 < 8 < 23%.
N
484 512 529

qui nous permet d’écrire que 22 < 82 <23, et donc de conclure que ag=22.
De méme, 31° < 10° < 322
. N
961 1000 1024
qui nous permet d’écrire que 31 < 102 < 32, et donc de conclure que ap=31.

Conclusion : dg=—1 < 0 donc la suite (a,) n'est pas convexe.

1. C'est-a-dire que, pour tout x et y dansle domaine de définition de f, et pour tout A €[0,1], on a

Fx+1=Ny) <A f)+1=N) ().
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b) Ona

(n+1)*-1<|(n+1)*]
(n—1)*-1<[(n—1)"]
—2n*<-2|n?%|

d’ol;, en additionnant ces inégalités, on trouve d,, = (n+1)*+(n—1)*—2n%—2.

Soit fix—(x+1)*+(x—1)*—2x*—2;

alors f(1)=2%—4>0 (car a > 2) puis f":x — af(x+ 1)1+ (x —1)*! —2x21} est a valeurs positives car
g :x — x*1 est convexe. Donc [ est croissante et, de la propriété f(1) > 0, on tire que f(n) est positif pour
nzl.

Conclusion : Pour a > 2, lasuite ([n®]), . est convexe. ‘

PARTIEII

II.1 » (b,) décroit et, puisque pour tout n € N, —A < a, <A,ona: b, = —2A. Toute suite décroissante et minorée

converge dans R, donc| (b,) converge.

» Supposons lim b, # 0, alors (a,) ne serait pas bornée; en effet, en supposant par exemple b = lim b,, > 0,
n—oo n—oo

S . b . .

il existe un entier n, tel que, pour tout n = ny, on a b, = 5 > 0, d'ou par une récurrence immeédiate,

n—ny . . ..
Vrn=zny, ap<an, — Tb, ce qui montre que nl_l)@@u,, = —00 : contradiction. «

(Rem : Plus rapidement, on pouvait utiliser le lemme de I'escalier, si b, =a,-; —a, converge vers b non nul, alors a,
est équivalent, quand n tend vers +00 a —nb...)

Conclusion : lim b, =0.
n—0o0

On remarquera que, la suite (b,) étant décroissante, on a également établique: YvneN b, >0.

N
II.2 On a an = ap— ay et comme (a,) est bornée, que b, = 0, on en déduit que la série positive an, ayant ses
n=1
sommes partielles majorées, converge ; par conséquent, la suite (a,) est convergente.

Autre solution : puisque b, = 0 pour tout n €N, la suite (a,) est décroissante ; puisqu’elle est minorée, elle converge
donc.

I1.3 On écrit

ap—a,= Z by

k=p+1
= (n—p)by(car (b,) décroit)

n
bp(car —p = —5 et b,=0)

donc 0<nb,<2(a,—a,).

Notamment, pour tout 7 €N, ona
0<2nby, <2az,—a,) et 0<(2n+1)baptr <2(azns1 —an)

et ce deuxiéme membre tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

On adonc montré| lim nb, =0.

n—o0

Linégalité VneN 0<nb,4; <(n+1)b,4; suffit alors pour conclure que| lim nb,4; =0.

n—o00

1.4 Tout d’abord, notons que, puisque (a,) converge, la série Y_b, converge. On utilise I'égalité de la question 0.2 et

+00 +00
comme 1\lIim Nbnt1 =0, lasérie D nd, converge puis, par passage a lalimite, on obtient la relation Z nd,= Z b,
—00
n=1 n=1

PARTIE III
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III.1 En utilisant I'inégalité de I'indication et 'inégalité triangulaire, et on fait la somme sur 7, on obtient

N N n—1
D Ipal< D ba
n=1 =1
N
<) b
n=1

p N—lN_p
a) lﬁ)b,,—bp+1|+;T{bp—bp+l\

n p=

)

ol on a utilisé le fait que |b,, — b,,H{ intervient N — p fois dans la premiere somme, p fois dans la deuxiéme, d’olt

%{bp —byl- (p(N=p)+(N-p)p)

N
+2,
n=1
N-1
+2
p=1

N N N-1
Z|bn| < an +22p )bp - hp+1| (en majorant N — p par N)
n=1 n=1 p=1

N

On a donc l'inégalité demandée (p et n sont des variables muettes) ; on en déduit que Z |b,| est majorée donc la
n=1

série Y b, estabsolument convergente :

’ Conclusion : (a,) est a variations bornées. ‘ (et donc convergente.)

II1.2 La premiére inégalité est évidente car la série Y b, est convergente. La deuxieéme est tout aussi évidente car

N
ap—an= Z b, eten passant a la limite dans I'inégalité précédente, on peut conclure.
n=1

III.3 En utilisant I'égalité de la question 0.2, on a

N N-1
Nbyi = by— ndy
n=1 n=1

donc (Nby+1)nen @ une limite et cette limite ne peut étre que 0 (sinon Y b, divergerait) d’oli, quand N — +oo

+00 +00
D ndy=>by.
n=1 n=1

PARTIE IV

n n
IV.1 On sait (question O.2) que Z m(am—am+1) = Z am,m —nan+ (enremplagcant b par a et N par n). Or

m=1 m=1

n n+1 n
n(n+1)(cn—cn+1)=(n+1)zam—nzam=zam—nan+1
m=1 m=1 m=1
d’olt
1 L i ( ) en divisant (n+1) et t ! ! L
Ch—Cpr1=|—— m(a,—a en divisant par n(n et en remarquantque — = — — ——,
T n+1 e m Gml p 4 4 nn+1) n n+l
Ensuite,
N N 1 1 n
Slen=cral <Y (3= ) 2 mlan = amnl
n=1 n=1 m=1
N N 1 1
< mla,—a —— en permutant les sommes
> mlan—annl Y- (5~ 737) €np )
m=1 n=m
-
1 1 1
= <—
m N+1 m
N N
etdonc Zlcn_cn+1|$2|am_am+l .
n=1 m=1
IV.2 On écrit
n n—1
n(n+1(can = ca)== Y m(@m—ams)=—n(@n—ann)= Y m(@m—ams)
m=1 m=1

=—n(an—aps1)+n(n—1)(c,—cp-1)
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V.4

IV.5
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d’ou, en écrivant que ¢;—1+ Cpt1 —2¢n =—(¢n — Cn—1) +(Cnt1 —Cn),

1
Cn1tCpy1— 20, = n_-l—l((an+l —anp)—2(ch— Cnfl))-

On a alors

N N
n
nzzzn |1+ Cnt1—2¢yl gz n+1(|an+1 —an|+2|cy —cpal)

N

n=2
<
=2

N-1
|Gps1— an| +ZZ |G ps1 — ay| (relation du IV.1)
n=1

BN

N
$32|an+1 —an|

n=1

dong, la série Z n|c,—1+ cp1 — 2c,| converge, (c,) est quasi-convexe et, par passage a la limite, on a

~+00 +00
D nlen+cnn =26, <3 lani —anl.
n=2 n=1

Comme (a,) est bornée, (c,) est bornée, or, dans la partie III, on a vu qu’'une suite quasi-convexe et bornée était a
variations bornées donc (c,,) est a variations bornées. On utilise ensuite la relation de la question IV.2 :

(n+ 1)(Cn—l +Cnt1 _ch) +2(ch —cn-1)=an+1—an

d'ou |ay1—anl<(n+1)|ch1+ Cnr1 —2¢u|+2|cn — Cp1l,

et par conséquent’ (a,) estavariations bornées et convergente. ‘

1
Onab, =0, Z b, peut étre considéré comme la somme de deux séries Z — et Z
n#2pP p
La suite (a,) est donc a variations bornées. Vu la question IV.2, la suite (¢, ) est quasi-convexe.

1
o qui convergent toutes deux.

On utilise a nouveau I'égalité préliminaire 0.2 ; comme (N bn+1)nen D'a pas de limite, Z nd, diverge:

’ On ne peut donc avoir 1’égalité proposée. ‘

An+1
m est absolument convergente, alors
n

lenl (L2 L Vi stani< (2= ) (o lan)
—_ = — = a cetanl < | —— a a
n+1 n n+l ! " n n+l ! "

(i)=>(ii) Supposons que la série Y_

d’out
N N n
[chl 1 1
< — = a
; n+1 ; n n+l Zl d
= = p=1
N N
= Z |a,| Z l - L (en permutant les sommes)
- P —\n n+1
p=1 n=p
N N
1 1 lapl
Sl (3= hy) <21
= p N+1 = r
c
donc >’ P, _: . est absolument convergente.

.. A . . N . c
(ii)= (i) Etudions maintenant le cas ol1 la série Z "

est absolument convergente.
n+1

Comme a,.1=(n+1)c 1 —nc, =(n+1)cpy1 —cn)+c, alors

a
"*L est absolument convergente.
n+1

et, vu que (c,) est a variations bornées, on en déduit que Z

PARTIEV
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V.1 On compare une somme et une intégrale par les techniques habituelles de monotonie :

21 P dr
—< | —=lnp,
Lt

m=2 m

2
1
ce qui donne — <1+Inp.

Ensuite, gracea |la| —|b||<|a—b| ona

1 a
‘Iaplnp—apﬂ In(p+1)|—lap—apullnp ‘ <lapslln (1+;) < [apl ’;“',

V.2 (i) = (ii) On suppose que la suite (a,lnn),en converge vers 0 et que la série Y (dp+1 — dnt2)In(n + 1) est
absolument convergente. On a alors

N |a | N
n

2o
n=1 h

S|~

N-1
(Z|ap—ap+1|+|aN|)

p=n

I
—_

N- Py N

<D lap—apal Dy~ +lan Y~
p=1 n=1 n=1
N-1

<) lap—apnl(1+Inp)+lan|(1+InN)
p=1

a a
ce qui permet de dire que Y % converge, et il en est de méme de > % . On utilise alors la deuxiéme relation de

la partie V qui donne

|ap+1|
lapInp —apIn(p+1)|<|ap —ap|lnp+ T

et on peut conclure que Y a,Inp —ap.11In(p +1) converge.

a
(ii) => (i) Supposons que les séries Y. et > (anlnn — a,yIn(n+ 1)) sont absolument convergentes. Alors, en
n

utilisant la deuxieme inégalité ci-dessus, on a

|ap+1|

lap —apwllnp < +lapInp —apIn(p +1)|

donc Z(a p — @p+1)Inp est absolument convergente.
Puis, la convergence de Z(a pIlnp —ap11In(p +1) entraine la convergence de la suite (a,Inn). Si cette limite ¢ est

a
lle al - di ~—), iesti ible.
non nuiie alors Z p 1verge (an n lnn ) ce qlll es lIIlpOSSl e

Conclusion: ) (a, — a,+1)Inp est absolument convergente et lim a,Inn=0.
n—0o0

1
V.3 ago=0eta,=—.(oubien a, =0 pour tout n €N, mais ce n'est pas un exemple intéressant!)
n
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