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DS°7 (le 13/03/2011)'

UN probléme au choix ...

Probléme 1 : E3A PSI 2002) |

Les calculatrices sont interdites.
Dans tout le probleme, a et b désignent deux réels positifs tels que : 0 <a < b.

Préliminaire.
+00 1
Déterminer 'ensemble de définition de la fonction { qui & x € R associe {(x) = E —-
n
n=1

2
'
On admettra dans tout le probléeme que {(2) = <

Partie 1.

Pour tout n € N*, on définit la fonction u,, de R’ dans R par :
x X
Vx>0, un(x):——ln(1+—).
n n

Question 1.

1.1. Vérifier que Vn e N*, Vx>0, u,(x) > 0.

1.2. Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur ]0,+oo[.
+00
Dans toute la suite du probléme, Zun est notée S et y désigne la valeur de S(1).

n=1
Question 2.

2.1. Prouver que S est dérivable sur [a, b].

2.2. En déduire que S est dérivable sur ]0,+oo[ et que :

ds X1 1
Vx>0, E(X)—Z(E—n+x)

n=1
Question 3.
21
Soit p € N*. Montrer que lorsque p tend vers l'infini : Z —=Inp+y+o0(1).
n
n=1
Question 4.

4.1. Prouver que :

P P
Z (un(x +1)— un(x)) = Z % +In(1+x)—In(p+1+x).
n=1 n=1

4.2. En déduire que :
Vx>0, S(x+1)=S(x)+ vy +1In(1+ x).

Question 5.

Soit ¢ la fonction définie de R’ dans R telle que :

1
Vx>0, o(x)= ~exp (—yx +S(x)) .
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5.1. Montrer que Vx >0, ¢(x+ 1) =x¢(x).
5.2. Vérifier que ¢ est dérivable sur ]0,+o0o[.

dy dy
Calculer —(x) pour x > 0. Que vaut —(1) ?
dx dx
Question 6.
Pour n = 1, soit ¢, la fonction de R’ dans R telle que :

n*n!

Vx>0, g,(x)= x(x+1)...(x+n)

Montrer que Yx >0, In (¢, (x)) tend vers S(x) — xy —Inx quand n tend vers +oo.

X
p exp| —
. n
On note T, = —

n=1 1+ —
n

Question 7.

(p entier naturel > 0).

7.1. Prouver la convergence de la suite (7,),>; vers une limite L(x).

L(x
7.2. En déduire que : Vx >0, p(x) = Q exp(—xy).
x

Partie 2.

+00

Soit T" la fonction de la variable réelle x définie par : I'(x) = f t* Lexp(—t)dt.
0

Question 1.

1.1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction I'.
1.2. Calculer I"(1).
1.3. Montrer que Vx >0, I'(x +1) = xT'(x).

Question 2.

Pour n entier naturel > 1, on définit la fonction g, de R} dans R par :

t n
1—-— si0<t<n,
t— n
0 sit=n

2.1. Prouver que: Vt >0, exp(—t) > 1—t.
En déduire que : Vt >0, Vn=>1, 0 < g,(t) <exp(—t).
2.2. Montrer alors que :

n t n
Vx>0, lim J (1——) t*tde =T (x).
0 n

n—-+oo

Question 3.

Pour tout entier naturel n > 1, on définit la fonction I,, de R dans R par :

1
I,(x)= f (1—t)"t*dt.
0

3.1. Déterminer 'ensemble de définition de la fonction I,,.
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3.2. Prouver que :
n

Vx>O,Vn21,J
n

0

t n
(1 — —) t*7rdt = n*L,(x).
3.3. Trouver une relation entre I,(x) et I,_;(x + 1) et en déduire que :

Vx>0, I'(x)=y(x).

Partie 3.

Dans toute cette partie, x € ]0,1[.

Question 1.
+00
Vérifier 'existence de j exp(—t)In?tdt.

Question 2.

Soit n € N. On définit les fonctions :
n

x

v, de R’ dans R par: Vt >0, v,(t) = o exp(—t)(Int)"

et T, de ]1,+o00[ dans R par: Vu>1, T,(u) :J v,(t)dt.
1/u

2.1. Pour u > 1 donné, montrer que la série de fonctions de terme général v, converge normalement sur
1
[_’ u} .
u
+00 u +00
2.2. Justifier que : YVu>1, ZTn(u) = f (Z vn(t)) dt.
n=0 1/u \(\n=0
Question 3.

On pose, pour n €N :

n 1 n +o00o
x x
a, = —f exp(—t)|Int|"dt et b,= —f exp(—t)(Int)" dt.
n! J, n! J,

3.1. Montrer que :

p +00
Vp=0, Z(an+bn)<f exp(—t + x|Int|)dt.
n=0 0

3.2. En déduire que la série de fonctions de terme général T, converge normalement sur ]1,+oo[.

Question 4.

+00 (400 X
4.1. Vérifier que Vx €]0,1[ , I'(1+x) = [ (Z - exp(—t)(In t)") dt.
n

n=0 "°

4.2. Prouver alors que :

|
—0 n:

+00 _.n +00
Vxe]0,1[, T1+x)= Y — U exp(—t)(lnt)”dt).
0

Question 5.
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5.1. Al'aide des parties 1 et 2, vérifier que :

dr
AL ol C
I'(x) x “Z\n n+x)

dr
—(X) +00 +00 k+1
. dx _ 1 (_1) k
puis que T(x) __Y_;+;(;Wx .

5.2. En admettant que 'on peut intervertir dans la formule précédente les deux sommations, prouver que :

+00 k
Vxe€]0,1[, T'(1+x)=exp (—Yx + Z(—l)k%l(k)) .
k=2

+o00 2

T
5.3. Démontrer alors le résultat : J exp(—t)In?t dt =y2 + e
0

Problémes — © TLEGAY - Lycée d’Arsonval 4/9 11 mars 2011



- DS N°7 - PSI* 10-11

| Probléme 2 : CENTRALE MP 2009) |

Notations

On note E lespace vectoriel normé des applications continues du segment [0,1] dans C muni de la
norme f — H f H = sup , et Z(E) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans
o<t

<t<l1

lui-méme.

Soit v un élément de £ (E), et f un élément de E ; 'image de f par v est notée vf . L'espace Z(E) est

muni de la norme v — |||v]|| = sup HVf”
flls1

Le probleme se propose d’étudier quelques propriétés d’'un opérateur appliquant E dans lui-méme qui est
introduit dans la troisiéme partie. Pour ce faire, on met en place dans les deux premiéres parties des outils
nécessaires a cette étude.

Rappels

La deuxieme fonction eulérienne notée I' est la fonction réelle définie sur lintervalle ]0,+oo[ par la
formule suivante :

+00
Vx €]0,+o0[ , TI'(x)= f e X lde
0

Cette fonction est indéfiniment dérivable sur l'intervalle ]0,4+oo[ et, pour tout entier naturel k et tout
nombre réel x >0 :

+00
r®(x) = f (Int)ke te*1de
0
De plus, pour tout x > 0, cette fonction vérifie I’équation
I'(x+1)=xIT(x)
Comme I'(1) =1, il en découle que, pour tout entier naturel n,

I'ln+1)=n!

Partie I : Questions préliminaires

I.1) Montrer qu’il existe un réel ¢ de l'intervalle ]1,2[ tel que I"(c)=0
1.2) En déduire que la fonction I' est strictement croissante sur l'intervalle [2,+o0o[ .

1.3) Montrer que, pour tout nombre réel v >0 ,

v* =o(I'(x)) au voisinage de + oo

Partie II : Comportement asymptotique de la somme d’une série entiere au
voisinage de la borne supérieure de son intervalle de convergence

IL.A - Soit ¢ une application continue de l'intervalle [0,4o00[ dans R, intégrable sur I'intervalle [0,+4oo[.
On suppose de plus qu'il existe un nombre réel t, = 0 tel que la fonction ¢ soit décroissante sur l'intervalle
[to, +OO[ .

II.A.1) Etablir que la fonction ¢ est positive sur I'intervalle [t,, +0o[.
(on pourra raisonner par 'absurde).
I1.A.2) Soit h un réel strictement positif.
nh

a) Prouver que pour n suffisamment grand, 0 < h¢(nh) < f o(e)de .
(n—1)h
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+00

b) Montrer que la série Z hd(nh) converge.
n=0

11.A.3) (s)Prouver que
+00 +00

lim k> ¢(nh) =f $(t)de
n=0 0

h—0,h>0

(On pourra introduire un nombre réel a suffisamment grand et écrire :

oo [+] oo
D h(nh) =D he(nh)+ > hd(nh)
n=0 n=0 n:[%]-i-l

a a
oll [E] désigne la partie entiere de o )

IL.B - Pour tout nombre réel a > 1, on note g, la fonction définie sur l'intervalle [0,+oo[ par la formule
g (t)=e o1,

I1.B.1) Vérifier que la fonction g, satisfait aux conditions du IL.A.
En déduire que

400
lim (— lnx)Z go(—nlnx)=T(a)
n=0

x—1,x<1

+00

I1.B.2) On consideére la série entiére Z n® Ixm .
n=0

a) Etablir que le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1. On note S, la somme de cette série
entiere.

b) Prouver que, lorsque x tend vers 1 avec x < 1, alors :

I'(a)

Sq(x) ~ a—x)r

Partie III : La premiere fonction eulérienne

III.A -
III.A.1) Etablir que, pour tout couple (a, ) de nombres réels strictement positifs, la fonction t — t*~1(1—¢t)F~1
est intégrable sur l'intervalle ]0,1[.

Pour tout couple (a,3) de nombres réels strictement positifs, on pose :

1
B(a,p) = f t* (1 - )P de
0

III.A.2) Prouver successivement pour tout couple (a,p) de nombres réels strictement positifs les relations
suivantes :

(i) B(a,p)=B(B, o)
+oo a—1

(ii) B(a,p) = J ——— dt (on pourra utiliser le changement de variable u =

o (L41)etP )

1—t°

(i) B(a+1,p)= OLL_’_[SB(G,[?))
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ITL.B - On se propose d’établir pour tout réel a > 0 et tout réel § > 0 la formule suivante :

I'(a)I(B)

)

II.B.1) A laide de la relation (iii) montrer qu’il suffit de prouver I'assertion lorsque les réels a et p sont
strictement supérieurs a 2.

II1.B.2) Soient a et 3 deux nombres réels strictement supérieurs a 2. Pour tout entier n strictement positif,

on pose 1 1 .
=S K\ B~
tp(a,B) =~ E (;) (1—;)

k=0
a) Etablir que la fonction Pop:t— t%~1(1 — t)P~1 est lipschitzienne sur le segment [0,1].

On note A, g un rapport de Lipschitz de cette fonction, c’est-a-dire que :

V0,y) €[0,11% ,  |bep(o) = $ap(y)| < Aap|x — ]
b) Prouver que, pour tout entier n strictement positif :

Ayp
2n

uy(a,B) = B(a,B)| <

¢) On reprend les notations de la question II.B.2.
Etablir que, pour tout nombre réel x de Iintervalle [0,1[ :

+00

Sa(x)Sp(x) = D Juy(at, B)n* e

n=0

Déduire de la question 2.b) que, pour toutréel x, 0 < x <1,

A
[Sax)Sp(x) — Ble B)Susp(x)] < 5" Saspa(x)
En utilisant le comportement des fonctions (S, ), au voisinage du point 1, conclure que :

I'(a)r(B) = B(a, p)I(a + )

ITII.C - Formule des compléments.
I11.C.1) Etablir que la fonction a — B(a, 1 — a) est continue sur lintervalle ]0,1[.

II1.C.2) Soient p et g deux entiers tels que 0 < p <q.

2p +1 2p+1 oo p2p
B 11— =2q —dt
2q 2q o 1+t

b) Pour tout entier k compris entre O et ¢ — 1, on note :

a) Vérifier que :

- 2k+1

zk:e 2q

Etablir que :
1

(%) &:_lq_ H2PT1 1
1+ X% 2q &K X—z. X+z

c) Apres avoir vérifié que, pour tout nombre complexe ¢ de partie imaginaire non nulle, la fonction

t 1ln((t Fec)? + (Im )2)+'A tan ‘ <
— — _
2 ¢ C rarcta gmec

) est une primitive sur R de la fonction
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1

—C

t— , prouver, en utilisant judicieusement la relation (x), que :

+
e m & 2p+1
2 I_Z
0 1+tq 2q

k=0

En conclure que :

too 42 T 1
T = T e
0 +t 9q sin (p—'ﬂ'.)
2q
I11.C.3) Déduire de II1.C.1 et III.C.2 que :

Vae€]0,1[ , B(o,1—a)=T(a)[(1—a)=

sin ma

Partie IV : D'opérateur d’Abel

Dans toute cette derniére partie, on suppose que o est un nombre réel appartenant a l'intervalle ]0,1[.

IVA -
IVA.1) Etablir que pour toute fonction f de E et pour tout réel x de lintervalle ]0,1], la fonction

t
i
(x—1)*
IVA.2) Pour tout élément f de E, on note A,f la fonction définie sur le segment [0,1] par les formules
suivantes :

est intégrable sur l'intervalle ]0, x| .

A f(x)=0 six=0
Aaf(x)zJ;) %dt si0<x<1

a) Vérifier que, pour tout f élément de E et tout réel x du segment [0,1],

1
— . 1-a f(Xt)
A f(x)=x . —(1—t)‘1 dt

b) Montrer que, pour tout élément f de E, la fonction A,f est une fonction continue sur le segment [0,1] .

¢) Etablir que I'application A, : f — A,f est un endomorphisme continu de I'espace vectoriel normé E et
que :

Al = A =
Al ||ff|1|21” of || = 1=

IVB - On définit la suite (A],),>( par la condition initiale Ag = idg (application identique de E) et, pour tout
n = 0, par la relation de récurrence suivante :

AZ+1 :Aa o A

(¢4
IVB.1) Onpose f=1—a.

a) Pour tout entier n = 1, pour tout f élément de E et pour tout x du segment [0, 1], établir I'inégalité

suivante :
X)) H H

[Acf 0] < r(1+

b) En déduire que, pour tout n = 1, A} est un endomorphisme continu de E et que :

()"

Alll € =———
I8 < e
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IVB.2) Pour tout nombre réel positif y, montrer que :
)
lim y'"————— =
n—oo = ['(1+4np)
On pourra utiliser le résultat de la question préliminaire I.3.

IVB.3) Soient A un nombre complexe non nul et f un élément de E.
+00
a) Prouver que la série de fonctions Z A"Al f converge uniformément sur le segment [0,1].
n=0
On note g la somme de cette série de fonctions.

b) Prouver que
(idg —AA)E = f

c) En déduire que, pour tout nombre complexe A non nul, 'opérateur id; — AA, est inversible et que :

+00
(idg — MAG) ™ =D A"AL

n=0
+00 +00
ou Z A"A7 désigne I'application f — Z AAL(f).
n=0 n=0

IV.C - Pour tout entier naturel n, on note e, la fonction monoémiale t — t" .
IV.C.1) Soit n un entier naturel.
a) Calculer Age,, .

b) En déduire que :
T €nt1

sinman+1

(Al—a o Aa)en =

IV.C.2) Ce résultat suggere d’'introduire 'opérateur P défini sur E par la formule suivante :

Vxe[o,1] , Pf(x)=J F(O)dt
0

Ainsi, avec cette notation, pour tout entier naturel n,

T
(Al—a ° Aa)en = sin ﬂapen
Etablir que, pour toute fonction polynémiale s,
I
(Al—a OA(x)ll) = sin o

IV.C.3 Formule d’inversion d’Abel.

a) Montrer que 'endomorphisme P est un endomorphisme continu de E tel que :

Pl = sup |[Pf||=1
GE!

b) On pose B, =A;_, ©A,. Montrer que :
T
B, = P
*  sinma

c) Soit D 'opérateur qui a toute application contintiment dérivable de [0,1] dans C associe sa dérivée.
Montrer que D o B, est bien défini et que :

DoB, =

—id,
S A

d) En déduire que 'opérateur A, est injectif.
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