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CORRIGE DM N°3 ( ESSEC 2008) I

Premiere partie

1. a) On vérifie aisément que A est bien une application de & dans & (pour tout polynéme P, A(P) est
bien un polyndme) et qu’elle est linéaire (V(P,Q) € #2, VA€ R, A(AP+ Q)= AA(P)+ A(Q)). Donc :

‘ A est un endomorphisme de & . ‘

.
b) Soit P & de degré r > 0. Il existe donc des réels ay,ay,...,q,, avec a, # 0, tels que P = Zakxk.
k=0
r r
On aura alors A(P) = Z a [(X+1DF=xK] = Zak [(X+ 1)* —x*], les termes constant se simplifiant.
k=0 k=1
< (K
Or, d’aprés la formule du bindme, pour tout k > 1, (X+ 1)k —xF = Z ( ,)X‘ est un polynéme de degré
; i
i=0
exactement k — 1. Puisque a, #0 :

‘ le degré de A(P) estdonc égala r—1. ‘

c¢) e Ilestclair que, si P est un polyndéme constant, A(P) =0, c'est-a-dire P € Ker A ;
o et, d’apres la question précédente, si P n’est pas constant (donc de degré r = 1), A(P) ne peut étre
nul (car de degré r —1).
En conclusion :

‘ Ker A est exactement I'ensemble des polynomes constants, &,. ‘

2. a) Onavuen l.aque,si P estdedegré d > 1, alors A(P) est de degré d —1 ; et si P est de degré 0 (donc
constant), alors A(P) =0 est de degré —oco.
Donc, si P € &., alors deg(P) < r et A(P) est de degré inférieur ou égal a r — 1. Ainsi,
A(P.) € P._; C P.; le sous-espace vectoriel &, étant stable par A, on peut donc considérer I'en-
domorphisme A, induit par A sur Z..

‘ A, est un endomorphisme de &..

b) De facon immédiate : Ker A, =Ker AN, =KerA =%,.
¢) On a déjavu ala question 2.a que ImA, C Z._;.
On vient aussi de voir que dimKer A, = dim %, = 1 ; d’apres le théoreme du rang, on aura donc

dimImA, =dim#,. —dimKerA, =(r+1)—1=r=dim%._;.

Les sous-espaces vectoriels ImA, et &,._; étant inclus 'un dans l'autre et de méme dimension, ils sont

égaux :

d) Soit Q un polyndéme quelconque.
e SiQ=0,ona Q=A(0);

e sinon, il existe r = 1 tel que Q € &._;. D’aprés la question précédente, Q appartient a 'image de
A,., cest-a-dire qu’il existe P € &. tel que Q = A,(P) = A(P).

Dans les deux cas, on a prouvé I'existence d’un antécédent a Q par A, donc :

A est surjective de & dans & . ‘
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3. Notons ¢ lapplication de & dans R qui a tout polynéme P associe sa valeur en 0, P(0).¢ est trivialement
une forme linéaire sur & . Lensemble & est alors 'ensemble des polynomes P tels que ¢(P) = 0 c’est-a-dire
le noyau de ¢.

Il en résulte que & est bien un sous-espace vectoriel de & (ce qui était admis par 'énoncé), mais surtout que
c’est un hyperplan de & . D’apres le cours, toute droite vectorielle qui n’est pas incluse dans cet hyperplan en
est un supplémentaire. C’est le cas de &, (ensemble des polynémes constants), donc on a

(ce résultat pouvait aussi se démontrer de maniére élémentaire en revenant a la définition de deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires).

Le résultat demandé est donc une simple conséquence du fait que ImA =% (car A surjective) et du célebre
théoréeme d’isomorphisme que je rappelle ci-dessous :

Soit u une application linéaire d'un K-espace vectoriel E dans un K-espace vectoriel F.

La restriction de u & tout supplémentaire de Keru est un isomorphisme de ce supplémentaire sur
Imu.

E — P

P — A(P) est un 1somor-

4. a) Notons u la restriction de A a &. On vient donc d’établir que u : {

phisme.
Soit n € N*. La propriété de I'énoncé : « N,(0) =0 et A(N,) =N,_; » est équivalente a : « N, € & et
u(N,) =N,_; ». ouencore a « N, est 'antécédent de N,,_; par u ».

La suite N,, est donc la suite définie par récurrence par

Ng=1 et VneN,6 N,=u'(N,_,).

b) Procédons par récurrence sur n.

e La formule de I'énoncé est vraie pour n = 1 : en effet, par définition, N; est un polynéme de
& tel que A(N;) = Ny = 1. D’apres les propriétés sur les degrés vues a la question 1, N; est
nécessairement de degré 1 ; puisque N;(0) = 0, il existe a réel tel que N; = aX. Enfin, la relation
N;(X+1) —N;(X) =1 implique a=1.

Donc N; =X, et la formule de I'énoncé est vraie au rang 1.

1 n—2
e Supposons dénontrée 'égalité au rang n —1 = 1, c’est-a-dire N,_; = m l_[(X —k).
n—1)!
k=0

n—1
Posons alors P, = = l_[(X — k). Pour montrer que N, = P,,, il suffit de démontrer, par unicité, que
n!
k=0
P, appartient bien a & et que AP, =N,_; :

— Le fait que P, € & est immédiat (P,(0) =0).

L. X(X-1)...(X—n+1)
— En ecrivant P, = | ona
n!

X+1)X(X-1)...X=n+2) 3 XX-1)...X=n+1)
n! n!

XX-1)...X—=n+2)
- n!

[(X+1)-X—-n+1)]

=n

_X(X-1)...(X—n+2) .
- (n—1)! Tl

On a donc bien N, =P,,, ce qui établit la formule a 'ordre n et acheve la démonstration.

c) e La famille de polynémes (N, ),c[o,] est une famille de polynomes de degrés distincts (puisque
deg(N,) = n pour tout n). D’apres un résultat du cours, elle est donc libre.

De plus, il s’agit d’'une famille de r +1 éléments de 'espace vectoriel &, qui est de dimension r+1.
Toujours d’apres le cours, on peut conclure :

La famille (N, ),e(o,,] €st une base de 2, .
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o La famille de polynémes (N, ),y est libre car formée de polynémes de degrés distincts.

De plus, si P est un polynéme quelconque de &, il existe r entier tel que P € &, . D’apres le résultat
précédent, P sera donc combinaison linéaire des N,, pour 0 < n < r, donc a fortiori des N,, pour
neN.

Cela signifie que la famille (N,,),cy est génératrice de & et par suite :

‘ (N,)pen est une base de & .

d) e Soit Q de degré < r. Puisque (N,),c[0,] €st une base de Z,, il existe des coefficients réels
r
ay,ay,---,d, tels que Q =ZanNn.
n=0

Pour tout entier k € [0, r] on aura alors, par linéarité

ANQ) =D a,a%N,) (1)
n=0

Mais A(Ny) =0 et A(N,)=N,_; si n=> 1, donc par une récurrence facile on a

N, sik<n

VkeN,Ak(Nn):{ .
0 sinon

En reportant dans (1) on obtient

r r
Ak(Q) = Z anank = Qg + Z anank .
n=k n=k+1

Puisque N;(0) =0 si i > 1, en appliquant cette derniére relation en 0 il vient : A¥(Q)(0) = a; donc
on a bien

VQe P, , Q=) AQ)ON,.

n=0

e Puisque A"(Q) =0 des que n est strictement supérieur au degré de Q, on pourra donc écrire :

+00
¥Qe® , Q=Y A"(Q)ON,
n=0

les termes de cette somme étant tous nuls a partir d’un certain rang.

+00
e) Soit Pe # ;onaaussi P= Z A"(P)(0)N,, donc

n=0
+00 Foo I
AP) =Y A'PIO)AN,) = Y A"P)ON, ;=Y A" (P)O)N,
n=0 car n=1 n=0

A(N)=0
La famille (N,,) étant libre, 'égalité A(P) = Q est donc équivalente a
VneN, A™(P)(0) = A"(Q)(0)

ou encore a
YneN*, AM(P)(0)= A" (Q)(0)

Les polynomes tels que A(P) = Q sont donc les polynémes de la forme

+00
P=aqa,+ Z A" Y(Q)(0)N, avec a, constante réelle quelconque.
n=1

f) e Si A(P)=0Q onaura

n

> QM) =[Pk +1) = P(k)] = P(n+1) - P(0).

n
k=0 k=0
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1
e On prend ici Q = X?. Puisque N; =X et N, = EX(X —1) on a Q = 2N, + N;. D’apreés les calculs

précédents, un polynéme P tel que A(P) = Q sera par exemple
1 1 1
P=2N;+N, = gX(X— DNX-2)+ EX(X_ 1)= EX(X_ 1(2xX-1).

On aura donc . .
1
D k2 =>"QUk)=P(n+1) —P(0) = zn(n+1)(2n+1).
k=0 k=0 6
(formule bien connue).
5. La formule demandée pouvait assez facilement s’établir par récurrence sur n, mais il y a une méthode plus
rapide et plus belle :

Notons T 'endomorphisme de & défini par
VPe® , T(P) =P(X+1)

de sorte que A =T —1Id (le fait que T soit un endomorphisme est immédiat).

Puisque les endomorphismes T et Id commutent, on peut appliquer la formule du bin6me dans I'anneau
£(2?) et on obtient

VneN, A"=(T—Id)" = Z (n) Ti(—Id)"
i=0 l

Par une récurrence immédiate, on a, pour tout Q € @ et tout entier i : T:(Q) = Q(X+1i). La relation précédente
appliquée a Q donne alors immédiatement :

VneN, A'(Q)= Z(—n”ﬂ' C) Q(X+1).
i=0

6. a) Notons tout d’abord qu’on vérifierait facilement que C(A,) est bien un sous-espace vectoriel de £ (2.).
L’énoncé ne le précise pas, mais parle ensuite de sa dimension...

i. Soient g,h € C(A,) tels que g(N,) =h(N,). Puisque g et h commutent avec A, on a
g0N, 1) =goA,(N)=A,0g(N,) = A, oh(N,) = ho A,(N,) = h(N, ;)
et par récurrence descendante on obtient
Vke[0,r], g(Ny)=h(N).

Ainsi g et h, endomorphismes de &, , coincident sur une base de &, donc

ii. immédiat, puisque (N,,),c[0,] €St une base de Z,.
.
iii. e Soit g € C(A,) et ay,ay,...,a, tels que g(N,) = ZanNn. Puisque, pour n € [0,r],

n=0

N, = AI(N,), ona g(N,) = (Z anA:-") (N,).

n=0

!
Or 'endomorphisme de &, défini par h = Z a,A;”" est élément de C(A,) (vérification facile).

n=0
.

Il résulte alors de la question 6.a.i que g =h c'est-a-dire g = ZanA;_”.
n=0
g est donc combinaison linéaire des A’r‘ pour O < k < r, Cest-a-dire que la famille (Af)ke[o,r]
est génératrice de C(A,).
e Montrons maintenant que cette famille est libre.
r
En effet, si on a ZakAlr‘ = 0, alors en appliquant cette égalité a N,, puisque A(N,) =0, on
k=0
obtient a, = 0, puis en I'appliquant & N;, puisque A(N;) =N, =1 et A%(N;) = 0 on trouve
a; = 0 etc... Ainsi, tous les a; sont nuls, ce qui prouve que la famille est libre.
En conclusion :
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(Af)ke[o,r] est une base de C(A,).

iv. Le fait que d et A commutent est immédiat.
;
Sl existait un entier r et des réels ay,ay,...,a, tels que d = ZakAk, on aurait en particulier

k=0
r r

N, =d(N, ;)= ZakAk(NrH) = ZakNrH_k. Mais tous les polynémes N, ;_, pour 0 <k <r
k=0 k=0

s’annulent en 0. On aurait donc N’r +1(0) =0 et O serait racine au moins double de N,,;, ce qui

n’est pas vrai (les racines de N,,; sont simples, ce sont les entiers 0,1,...,7).

On a donc obtenu une contradiction. Cet exemple montre en fait que le commutant de A n’est pas

réduit au sous-espace vectoriel engendré par les A¥, contrairement au commutant de A, .

b) Supposons qu’il existe g € £(Z,.) tel que go g =A,. On aurait alors
goA, =g’=A,0g
C’est-a-dire que g commute avec A,.

.
D’apres ce qui précéde, il existerait des réels ay, ay,...,a, telsque g = Z akAIr‘ =aold+a; A, +...+a, AL
k=0

-

On aurait alors go g = agld + 2apa1 A, + Z bkA’: ol les b, sont des réels dont la valeur importe peu.
k=2

Puisque la famille (Af)ke[o,r] est libre, cela implique a, = 0 et 2aya; = 1, ce qui est impossible. Il y a

donc contradiction et

‘ 1l n’existe pas d’endomorphisme g de &, telque gog =A,.

Seconde partie

1. Notons d’abord que les définitions de ’énoncé posent probleme lorsque n = 0. On supposera donc n = 1 pour
la suite.

On remarquera aussi que, puisque I’énoncé suppose x ¢ N, les N,,(x), donc les u,,, ne sont pas nuls.

2 Unir _ n+1 t}NnH(x)}: n+1 tlx—nlz n+1\!|x —n|
u, n N, () n n+1 n n

Pour n assez grand on aura n — x > 0 (x est fixé) donc
u, 1\ ! x
LIS (1 + —) (1 - —)
u, n n
Upiq 1 X t—1—x 1
v, =In —(t-Dn(1+- +ln(1——):7+o i
u, n n n n

On en déduit immédiatement :

t—1—x
o sit#1+4+x,v, ~ ——— :lasérie de terme général v, diverge.
n—+o00 n

puis

1
esit=1+x,v,=0 (—) et la série de terme général v, converge.

n2
n—1 n—1

b) Pour tout n € N*, ka = In(upy1) — In(uy) = In(u,) — In(u;) donc, compte tenu des résultats
k=1 k=1

précédents :
o Sit <14 x :]lasérie de terme général v, diverge et v, < 0 a partir d'un certain rang, donc
n—1
lim (ka) =—oo dot lim u,=0.
n—o00 n—+00
k=1
e Sit>1+4x :lasérie de terme général v, diverge et v, > 0 a partir d'un certain rang, donc

n—1
lim Z Vi | =400 dout lim u, =+oo0.
n—00 P n—+00

Corrigés de problemes — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 5/9 10 novembre 2011



— CORRIGE DM N°3 - ESSEC 2008 PSI* 11-12

e Si t =1+ x :lasérie de terme général v, converge , donc la suite (In(u,)) converge vers un certain
réel €, et (u,) converge vers un réel C(x) =efx > 0.

On a donc dans ce cas lim n'*™ Nn(x)| = C(x) soir
n—-+o0o

C(x)
NG| ~

Rem : les connaisseurs auront reconnu ici le critére de Duhamel-Raabe...

2. a) Sif(x)=>b"ona
I o\ .
— —1)nt bi=(p—=1)"
o= (})p ==
d’aprés la formule du binéme.

b) e SiQ= Z aiN;, Q est de degré <n et on avu dans 1.4.d que Q = ZAk(Q)(O)Nk.
k=0 k=0
La famille des polynomes (N, ) étant libre, on en déduit

vke[0,n] , a, = A*Q(0). |

e Soit R le polynoéme de degré n tel que R(i) = f(i) pour tout i € [0,n] (un tel polynéme existe
et est unique d’apres les résultats du cours sur les polynémes d’interpolation de Lagrange). D’apres

L4d,onaR= Z AFR)(O)N, et d’apreés 1.5,

. £ (K £ [k
24000 = 30 Jro =30t (s =

donc R =0Q.
Par définition de R on a donc bien

\ f(i)—Q(i) = f(i) —R(i) = 0 pour tout i € [0,n]. \

c¢) e Supposons dans un premier temps x ¢ [0,n].

Soit p : t— f(t)—Zaka(t) —N,1(£)A, ot A est le réel tel que ¢(x) =0 (A existe et est unique

k=0
n

puisque I'équation @(x) =0 équivaut a AN, ,(x) = f(x)— Z a; Ny (x) et que N,;(x) est non nul
k=0

ici).

Puisque N,,,(i) = 0 pour tout i € [0,n] et compte tenu du résultat de la question précédente,
la fonction ¢ s’annule en 0,1,...,n et en x, c’est-a-dire en n + 2 points distincts. Etant de classe
€ (car f est de classe ¥ par hypothése et les autres termes sont des fonctions polynomiales),
Papplication itérée du théoréme de Rolle montre qu'il existe un réel 8 tel que ¢+9(0)=0.

n
Mais Zaka est un polynéme de degré < n, donc sa dérivée (n+ 1)-iéme est nulle et puisque le

k=0
Xn+1

terme de plus haut degré de N, est m, ona Ngl’:jll) = 1. Ainsi, kp(”“)(t) :f(”“)(t) —A,et
n !

la relation ™*Y(0) =0 donne A = f*1(0).
En remplacant A par cette valeur dans la relation @(x)=0 on trouve bien

n

Vx>0, 30€R tq f(x)= Y qNp(x)+FOIN(x) (2).
k=0

o Enfin, cette propriété reste vraie lorsque x € [0,n] d’apres le résultat de la question IL.2.b et puisque
alors N, ;(x) =0 : il suffit de prendre 6 quelconque.

d) e Enreprenant les notations précédentes et compte tenu de 'hypothese faite ici, on aura
| £ D O)IN,, 1, ()| < Mn [N, ()|

. C(x) C(x)
Or, d’apres I.1.b, )Nnﬂ(x)) n—’::oo T n_f:m s donc n |Nn+1(x)

Pour x > 0 on en déduit liT f("“)(G)NnH(x) =0 et la relation (2) implique
n—-+oo

C(x)

~v
n—+oo n*
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+00

Vx>0, f(x)= Z aNi(x)

k=0

cette relation restant trivialement vraie pour x = 0 puisque a, = f(0) et N.(0)=0si k> 1.

k
(k
o Sionsuppose de plus f (i) = 0 pour tout entier i, alors pour tout k € N q; = Z(—l)k_‘ ( ‘)f(i) =0
. i
i=0
d’ou f(x)=0 pour tout x = 0.
3. a) Enreprenant le résultat de II.1.b, puisque x ¢ N :

T'l

BNy ()] ~ Cx)

x+1

doncsi |h| > 1, lim
n—-+o0o

h”Nn(x)| =400 (croissances comparées) d’ott

si |h| > 1, la série Zh”Nn(x) est grossiérement divergente.

b) On suppose ici |h| < 1.
i. e Si x =k eN alors N,(x) =0 dés que n = k+ 1, donc la série Zh"Nn(x) est convergente

n=0
(somme finie).
n

e Sinon, on a toujours I'équivalent h" )N (x)| ~ C(x) donc, toujours a l'aide des crois-

x+1°
. . . 20 . . o1n 1

sances comparées des suites usuelles, lim n°h Nn(x) =0. Ainsi, "N, (x) = o — |, et
n——+oo n—-+o0o n

d’aprés les théorémes de comparaison sur les séries a termes positifs, la série Zh”Nn(x) est
n=0
absolument convergente, donc convergente.

ii. e Lafonction f : h— (1+h)* estde classe ¥* sur ]—1,1[, on peut donc lui appliquer la formule
de Taylor avec reste intégrale a tout ordre n entre O et h :

A O ECEDS
_ k (n+1)
f(h)—k§=0h - +L ——f"D(0de (3)

(k) — —
f k'(h) _x(x 1)--1;'(X k+1)(1+ Yk =N, (x)(1+h)*k, cette derniére

égalité restant vraie pour k = 0 puisque N, = 1, de sorte que la relation (3) devient

Or, pour k > 1,

(1+h)* = thNk(x) +(n+ DNHH(X)J (h—t)"(1+ )" Lde
k=0 0

ce qui se réécrit en :

n h _ n
(1+h)x—thNk(x)z(n—kl)NnH(x)f (%) (146 1de (4).
0

k=0
Jh

t
est une fonction homographique, donc monotone ; ses valeurs extrémales

e On a la majoration

L("(hot (1+t)XIdt
w ), \1+e

n

1 1
(I+e)y " dt

In["

h—t
1+t

La fonction t —

sur [0,h] sont donc obtenues pour t =0 et t = h ; ce sont respectivement h" et 0, de sorte que

n

Yt €[0,h] (ou [h,0]), < R

+

1 " h_t 1 xld 1 xld
o (1+t) (1+1¢) t ( +t) t

(inutile de calculer la valeur de cette derniére intégrale, ce qui est important, c’est qu’elle ne
dépend pas de n).

donc

VneN,
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h—t\"
ifi. Si x estentier, N,,;(x) =0 désque n > x, donc liT (n+1)Nn+1(x)J (1—+t) (1+t)* tdt=0
n—+oo
0

: e C(x)
Sinon, I'équivalent |Nn+1(x) ) —:mm obtenu en II.1.b donne
|2+ DNy (0]~ o)
ntl —+00 (Tl +1)*

D’apres la question précédente, il existe une constante K telle que

"(hot n(1+t)"‘1dt
o W1+t

= 0 (croissances comparées), on a encore llm (n—l—l)NnH(x)f

VneN, < KIh["

n

1+

et, puisque liT ) (1+t)y*tdt =0.

00 nx+

En utilisant alors la relation (4), on obtient

+00
Vhel-1,1[, ¥xeR, (1+h)* =D hNy(x).
k=0

¢) On suppose ici h=1.
C(x)

i. Pour x < —1, x n’est pas un entier naturel et 'on a toujours )N (x)) —57- X +1 étant <0,
+o0 U

la suite (N, (x)),ey ne tend donc pas vers 0 (car C(x) > 0) c’est-a- d1re que

si x <1, la série E N, (x) est grossierement divergente.
n=0

ii. En remplacant h par 1 dans la relation de la question I1.3.b.ii, on obtient

ZNk(X)—(n‘Fl)NnH(X)J (1 +u)tdu (5)
Or, pour u € [0,1], 0 < % <l-uet(1+u)! <max(1,2°')=M donc
(n+ 1)Nn+1(x)f (1 + 1) du| < M(n+1) [Ny () f (1-w)"du=M N3 ()] (

C(x)

Si x est un entier naturel, N, ;(x) est nul pour n assez grand, et sinon, '’équivalent |Nn+1(x)) —
—4oo(n+1)*

obtenu en II.1.b montre que llIJP N,41(x) =0 puisqu’ici x +1 > 0.
n—+oo

1
1—u\"
On aura donc encore, d’apres (6), lirjp (n+ 1)Nn+1(x)f (r) (14+u)* ' du = 0 ce qui prouve
n—+o00 0 u

d’apres (5) que

+00
Vx>-1, ZNk(x) =2%,
k=0

d) On examine donc ici le dernier cas, a savoir h = —

i. e Si x est un entier naturel, (—1)"N,(x) est nul dés que n = x + 1; dans ce cas, la série
Z(—l)”Nn(x) converge (somme finie).
n=0

C(x)

nx+l

Sinon, )(—1)”Nn(x)) ~ ol C(x) > 0, donc les théorémes de comparaison sur les séries
n—-+o0o

a termes positifs et les résultats sur les séries de Riemann montrent que la série Z )(—1)"Nn(x)|
n=0
converge si et seulement si x > 0.

En rassemblant les deux cas, on en déduit
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la série Z(—l)”Nn(x) est absolument convergente si et seulement si x = 0.

n=0

e Six=0, Z(—l)”Nn(x) est absolument convergente donc convergente.
n=0

-1...(x=n+1
el |(x D) est du signe de (—1)" donc (—1)"N,(x)
n

est positif et la convergence de la série équivaut alors a son absolue convergence, qui n’a pas lieu
dans ce cas. En conclusion

Six<Oetn=1, Ny(x)=

la série Z(—l)"Nn(x) est convergente si et seulement si x = 0.
n=0

ii. Soit, pour n € N*, & la propriété : « Vx € R, Ny(x)—N;(x)+...4+(—1)"N, () = (—1)"N,(x—1) »
o Cette propriété est facilement vérifiée pour n = 1 puisque Ny(x)—N;(x) =1-x = —(x—1) = —=N;(x—1).

e Si on la suppose vérifiée au rang n, alors

No(x) =Ny () + ... + (=1)"N, () + (=1)"""N, 11 (x) = (= 1)"N, (x — 1) + (=1)""'N,, 4, (x)
=(=1)"[AN,31)(x = 1) = Ny (0]
=(=1)"[Npy1(x = 1+1) = Ny (x = 1) = Ny g (x) ]
=(-1D""'Nppa(x = 1)

ce qui établit le résultat a 'ordre n+ 1 et achéve la récurrence.

n
iii. La relation précédente s’écrit : Z(—l)ka(x) =(—1)"N,(x —1).
k=0
Si x — 1 est un entier naturel, c’est-a-dire si x € N*, Ni(x) est nul pour k = x +1 et N,(x — 1) est

+o0o
nul pour n = x, donc Z(—l)ka(x) =0.

k=0
+0o
Si x =0, N.(x)=0 pour k > 1 donc Z(—l)ka(x) =N, =1.
k=0

C(x
Sinon, 'équivalent }Nn(x - 1)} ~ % montre que liT N, (x — 1) = 0 puisque x > 0, donc
n—+oo I n—+00

+o0o
D (—1FNy(x) =0.
k=0

La conclusion de toute la question I1.3 est donc la suivante :

+o0o
La relation (1+h)* = Z hka(x) est vraie si et seulement si
k=0
e |h| <1 et x réel quelconque.
e h=1etx>—-1.

e h=—-1etx=0.
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