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CORRIGE DU DS°1 I

I. DEVELOPPEMENT D’UN NOMBRE IRRATIONNEL EN FRACTION CONTINUE

A. Réduites d’une fraction continue.

I.1. Par définition, g =12 0 et a1, a2 sont dans N*, donc g1 = a1 =1 et g2 = asq1 + qo = 2.
Si, pour n = 3, Uon suppose g = k pour tout k de [0,n — 1], alors
Gn =0an Gn-1+qn—o221-n—1)+(n—-2)=2n carn=3.
On a ainsi prouvé le résultat par récurrence.

I.2. Pour n =1, p1go — q1po = (apa1 + 1) —arap =1 et, pour n =2 :

Pndn—1 — gnPn—1 = (anpnfl +pn72) dn—1 — (QHQn + Qn72)pn71 = - (pn71Qn72 - anlpn72) .
Par conséquent et par une récurrence immédiate :

n—1

Vn € N*,  ppgn-1 — Gnpn—1 = (—1)
1.3. Pour n> 2 :
Pndn—2 = GnPn—2 = (@nPn—1 + Pn—2) Gn-2 — (AnGn-1 + @n—2) Pn—2 = an (Prn-1qn—2 — Gn—1Pn—2) -
Soit, d’apres le résultat précédent :
Y22, pudn-—2 — qnpp—2 = (=1)"an.
L.4. Etude de la suite (rn)nen-

I.4.a. Gréace aux deuxquestions précédentes, on obtient immédiatement, apres réduction au méme déno-
minateur :

-1 n—1 —1)"
(=1) et, pour n = 2, Tn—Tn,QZM'

pournz1l,r, —r, 1 =———
qn—14n qn—24n

I.4.b. Puisque les ay et les gx sont positifs, le calcul ci-dessus montre que 7, —r,_2 est du signe de (—1)",
donc la suite (rq,) est croissante et la suite (r2,4+1) est décroissante.

De plus, d’apres L.1., g,—1qn ed 400, donc 7y, — rp_1 ied 0, d’apres le résultat précédent; en
particulier, la suite (ra,+1 — 72n) converge vers 0. En conclusion, par définition :
les suites (72n),cn €t (T2n11),en SONt adjacentes.
I.4.c. Il résulte du cours que ces deux suites ont une limite commune a. C’est alors un exercice classique

que de montrer que la suite entiére (r,)nen converge. En effet, par définition des limites, si on se donne
e>0:

g eNtqn=2ng=>|ra, —a|<e et Ing eNtqn=n; = |rone1 —a|<e

donc on aura
Vn € N, n 2 max(2ng,2n +1) = |r, —a|<e

ce qui est exactement la définition de : lim r, = a.
n—-+o0o

I.4.d. — En reprenant les arguments de I.4.b, puisque les aj sont strictement positifs pour k£ > 1, on
obtient que la suite (r2,),cn €st strictement croissante de limite o et que la suite (r2n11),cn
est strictement décroissante de limite a, donc pour tout entier n on aura ry, < o < ron41, puis
0<a—ro, < Ton41 — T2n -

c
— On en déduit, comme on a supposé o = 7 et en utilisant L.2.

Cqon — dp2n < 1

0< .
dgon q2nq2n+1

D’oti, en multipliant par dga, (strictement positif!) :

kn = cqon, — dpa, est entier et vérifie 0 < k,, < .
q2n+1

Il en résulte que > 1 pour tout n, ce qui contredit le I.1., d étant fixé.

q2n+1
On a donc prouvé par 'absurde que o n’est pas rationnel.
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B. Injectivité de F.

L.5.
I.5.a. Un calcul simple donne
apar +1  p1 apaiaz +ag +az P2
[ag,a1] = ——— == et [ao,a1,a2] = =—"
a ¢ ajaz +1 q2
I.5.b. Soit P(n) la propriété : « [ag,...,a,] = Pu .
qn
— P(0) est vraie puisque po = ag et go = 1, et le calcul précédent montre que P(1) et P(2) le sont
aussi.
o Pro— _
— Supposons P(n) vérifiée. Alors, [ag,...,a,] = Pn _ M, OU Pn—1,Pn—2,qn—1,Gn_2 NE
dn UnQdn—1 + qn—2
dépendent que de ao,...,a,_1 ; remplacer a, par a, + conduira donc a
Ap41
1
1 :| (an + an+1 ) Pn—1+Pn-2 An+1 (anpnfl + pn—Z) + Pn—1
ag,...,0an—1,0n + = = )
it (an anl+1) Gn—1 + gn—2 An+1 (anQn—l + Qn—2) +dn1
soit, par définition des suites (p) et (¢n) :
1 Pnt1
[aou"'aan7an+1]: |:a07"'7an—luan+ = nt
n+1 An+1
ce qui est le résultat voulu a 'ordre n 4+ 1 et acheve la récurrence.
1.6.

. 1 . .
I.6.a. D’apres L4., 1o =ag < a<ry =ap+ —;or a; =1, donc ag € a < ag + 1; puisque ag est entier
a

on a donc ag = |a].

1.6.b. Il est facile de vérifier la relation :

VYn e N*, r,=lag,...,an) =a0+ ———
[al,..

1
d’ou, pour n tendant vers 'infini : o = ag + — . En appliquant, pour k fixé dans N, ce méme résultat
aq

a la suite (@r4n),cy, qui est aussi dans S, on obtient :

VEeN, ap=ar+ .
Qg1

I.6.c. On en déduit comme au I.6.a. que a; = E(ay) pour tout k. Ainsi, & partir de la valeur de a, la
suite (a,) se construit par récurrence, parallelement & la suite (a,,), grace aux relations suivantes :

1

(XQZ(X,GQZ\_(‘LJ et VkeN (1]@4_1:7,@1@_,_1:\_0.]@_’_“.
Ox — ag

Cela montre, pour a donné, I'unicité de la suite a telle @ = F(a). Par conséquent, F est injective.
C. Surjectivité de F.

I.7.
I.7.a. e Montrons par récurrence sur n € N que o, € Q.
— Cette proposition est vraie au rang n = 0, puisque a9 = z € Q par hypothese.

— Supposons qu’a un rang n donné on a a,, € Q. Alors y, = o, — |0, | est aussi rationnel et, puisqu’il

1
est supposé non nul, on a a,+1 = — € Q, ce qui établit la proposition au rang n + 1.
n

avec Yp—1 = Qp—1 — |0,—1] dans ]0,1[, donc on a bien a, > 1.

e Pournz>1, a, =
Yn—1
Un

I.7.b. Montrons par récurrence sur n € N que v, >0 et o, = —.
Up,
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U
— Cette proposition est vraie au rang n = 0, car vg € N* et ag = - par hypothese.
Vo

, . U
— Supposons qu’a un rang n > 0 donné, on ait v, >0 et o, = —.

Up,
La division euclidienne de u,, par v, s’écrit : u, = vpgn+vn+1 , avec g, € Z le quotient et v,11 € N
le reste tel que 0 < vy < vy .

U Un+1 Un+1 .. . u
Donc — =g, + 2L avee 0< 2 <1 ce qui implique | — | = gn.
Un, Un Un Un,
. o .. Un 5 N Un .
Si vp41 était nul, on aurait — =g, d’olt y, = a, — |a, ] = — — ¢ = 0 ce qui est exclu.
Un Un
oo 1 1 1 1 ) Up41 .
Ainsi v,41 > 0. De plus, a1 = — = = = omT = nooo ot , ce qui
Yn Ay — LanJ E —dn T Un+1 Un+1

établit la proposition au rang n + 1 et acheve la récurrence.

I.7.c. On a montré ci-dessus que pour tout n, 0 < v,41 < v, , donc la suite (v,) est strictement
décroissante et constituée d’entiers. Donc pour tout n v,4+1 < v, —1 et par une récurrence immédiate,
on vérifie que alors, v, < vy —n ; une telle suite aurait pour limite —oo, ce qui est impossible car on a
vu que tous les termes v, sont positifs.

L’hypothese de 1.7 est donc impossible, ce qui signifie que, si = est rationnel, il existe un rang ng tel

que Yn, =0 et any,4+1 ne peut étre défini.

I.8. — On vient de voir que, si x est rationnel, a, ne peut étre défini pour tout n.

— De plus, il est facile de vérifier par récurrence que, si x est irrationnel, les a,, et les y,, sont irrationnels ;
en particulier, on ne peut pas avoir y, = 0 et la suite (a,) est bien définie sur N.

En conclusion : a, existe pour tout n si et seulement si x est irrationnel.

L.9.

I.9.a. On a bien ag = |z] € Z et on montre comme dans I.7.a que, pour n > 1, on a a, > 1. Donc
an = |, | € N*, et la suite (an)nen est bien dans S.

1.9.b. Démontrons par récurrence sur n € N la propriété : = = [ag, ..., an, Apt1]-

— Pour n =0, [ag,a1] =ap+ — = ap + yo = 0o = x, la propriété est vérifiée.
251

— Supposons 1’égalité vraie au rang n. Alors :

T = [CLQ, ceey A, an-‘rl] = [GQ, ceey An, an—i—l + yn-‘rl]
1
= |ag,.-,0n,Anr1 + = [ag, .-+, Gn, Ant1, Uptal
an+2

d’apres la propriété rappelée par ’énoncé, ce qui est le résultat cherché a 'ordre n + 1.

I.9.c. Pour tout entier n, il est facile de vérifier que la fonction

Yn @ €RY = [ag, ..., an, 2] = ap +
a1—|—
ot

an + —
x
est décroissante si m est pair et croissante si n est impair (il suffit de faire une simple récurrence
1 , .
en remarquant que @,41(x) = @y, <an+1 + — |, donc .41 est la composée de ¢,, et d’une fonction
x

décroissante).

On aura donc, puisque 2,1 est croissante sur R :

Ton = lao,...,62n-1,02,] <[ag,...,a2n—1,02,] = =
cf. I.5.b question
préc.

puisque agz, = |Oan] < day.
L’inégalité x < rgp,41 se démontre de la méme fagon en utilisant la décroissance de o, .
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1.9.d. On a vu a la question I.4 que la suite (r,) converge vers F(a). D’apres la question précédent, on a
donc z = F(a), c’est-a-dire que pour tout irrationnel x la suite a construite au début de la question
I.7. est telle que F(a) = x ; = a donc un antécédent dans S pat F, et F est surjective.

1 V3+1 ) V3—1
= a1 = =
\/§—1 2 , U1 y Y1 2 )

L10. Pour z = V3~ 1,732, a0 = [V3| =1, yo=V3 -1, a; =

2
ﬁz\/g-i-laaz:?,yz:\/g—l-

Ainsi yo = yo, donc ensuite a3 = a1, az = a1, ys = y1 etc... La suite a est donc 2-périodique & partir
du rang 1, et le développement en fraction continue de /3 s’écrit

g =

V3=1[1,1,2,1,2,1,2,......].

II. APPROXIMATION DE LA FONCTION TANGENTE HYPERBOLIQUE
PAR UNE SUITE DE FONCTIONS RATIONNELLES

A. Etude d’une suite de fonctions.

I1.1. La fonction t — —2tfy(t) = —2tsht est de classe €°° sur R, donc f1 : 2 — / —2tfo(t) dt est de classe
0

%> sur R puisque c’en est la primitive qui s’annule en 0.

Si 'on suppose f, de classe €°° sur R, le méme raisonnement montre que f,1 est aussi de classe >
sur R d’ou le résultat demandé par récurrence sur n.

II.2. On fait de banales intégrations par parties; pour tout = € R :

fl(x):/ —2¢t sht dt = [—2tcht]x—/ (—=2) cht dt:—2xchx+2/ chtdt = —2xcha + 2shz
0 N 0 0 S~ o

=u =V — =v

fz(x):/ 4t* cht dt—4/ tshtdt = [4t2sht]””—/ 8t sht dt—4/ tshtdt
0 =~~~ 0 0 0 =~~~ 0

=u =v' =u’ =v

=4z%shz — 12/ tshtdt = 4z?shz + 6f1(z) = 4o*shx — 12xchx + 12sh .
0

I1.3. On démontre la relation proposée par récurrence sur 7.
— Les calculs précédents montrent que ’égalité est vraie pour n = 2.

— Supposons que I'on ait, & un rang n donné, f,(z) = 2(2n —1)f,_1(z) + 42% f,_2(x) pour tout z réel.
Puisque les deux fonctions f,11 et @+ 2(2n+ 1) f,(z) + 422 f,_1(z) sont de classe €' et s’annulent
en 0, leur égalité (qui est la propriété & démontrer a ordre n+1) équivaut & 1'égalité de leurs dérivées,
c’est-a-dire de f}_, et de z — 2(2n+1)f) (z) + 42® f},_ 1 (x) + 8z frn_1(z).

Or d'une part : f; i (z) = =22 f,(x) et, d’autre part :

n

220+ 1) f () + 42 f},_y (2) + 82 fu1(2) = 220 + 1)(=22 fr—1(2)) + 42° (=22 fn—2(2)) + 82 fr—1()
= 2020 = 1)(=20 1 (2)) +40%(=20fu2(x))
= —22(2(2n — 1) fr_1(z) + 427 fr—2(2))
= —2x f,(x) d’aprés 'hypothése de récurrence

L’égalité cherchée a l'ordre n + 1 est donc bien établie.

I1.4.
IT.4.a. Soient P et Q deux polyndmes tels que Vz € R, Q(z)shx — P(z)chxz = 0. Alors pour tout = € R
ona e”(P(z) — Q(z)) = e *(P(z) + Q(z)).
Par croissances comparées, le membre de droite de cette égalité tend vers 0 quand x — +oo. On a
donc xgr}rloo e’ (P(:z:) — Q(x)) =0, ce qui n’est possible que si P — Q est le polynoéme nul (car le produit

d’un polynéme non nul par e* tend vers +co quand z — +00).
Donc Q =P puis e *(P(z) + Q(z)) = 0 pour tout # d’ott Q = —P et finalement P =Q = 0.
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11.4.b et c.

e S'il existe des polynémes P, et Q, tels que : Vo € R, f,(z) = Qu(z)shz — P,(z)chx, ils sont
uniques d’apres la question précédente : en effet, si I'on a

Vz € R, Qu(z)shz — Py(z)chz = Ry(x)shz — Tp(x)chz  avec Qu, Py, Ry, T, polynémes

alors
Vz € R, (Qu(x) — Rn(z)) shaz — (Pp(z) — Ty(a)) cha =0
d’ott Q, — Ry =P, — T, = 0.

e Démontrons Pexistence de polynémes P, et Q,, tels que : Vx € R, f,(z) = Q,(z)shz — P,(z)chz
par récurrence sur n.

— Les calculs faits en I1.2 montrent que I'on a

Php=0, Q =1, Pi(z) =2z, Q1(z) =2
ce qui établit la propriété pour n =0 et n=1.
— Supposons l'existence de ces polynémes établie aux rangs n — 1 et n — 2 pour n = 2. Alors
Vo € R, fule) = 220 —1)fa-1(x) + 457 o -+
=2(2n—1)(Qu-1(z)shz — P,_y(z) chz) + 42%(Qu_2(z) shz — P,_s(z) ch z)
= [2(2n — 1)Q_1(z) + 4z Qn,z(;c)} shz — [2(2n — 1)P,_1(z) + 42%P,_5(z)] chz

de sorte que l'on obtient la relation voulue en posant P,(z) = 2(2n — 1)P,,_1(x) + 42%P,_a(x) et
Qn(z) =2(2n — 1)Qu_1(z) + 422Q,,—2(x), ces égalités définissant bien des polynomes .

IT1.4.d. Récurrence...
II.4.e. La encore on démontre simultanément les deux propriétés par récurrence sur n.
— Elles sont facilement vérifiées pour n =0 et n = 1.

— Supposons-les démontrées aux rangs n — 1 et n — 2 pour n = 2. Alors, compte tenu des relations
trouvées en Il.4.c :

(2n—=2)!  (2n)2n—-1)2n-2)!  (2n)!

(n—1)! n (n—1!  nl

Qn(0) =2(2n —1)Q,—1(0) = 2(2n — 1)
puis, pour tout x € R

Qn(x) =2(2n — 1)Qu_1(x) + 42°Qu—2(x) > 2(2n — 1)Q,—1 () + 42°Q,—2(0)
>2(2n — 1)Qu-1(2) = 2(2n — 1)Qn-1(0) = Qx(0)

ce qui démontre les deux propriétés a 'ordre n et achéve la démonstration par récurrence.
B. Suite de fonctions rationnelles convergeant vers la fonction th .

I1.5. On procede (encore...) par récurrence sur 7.
— L’inégalité est immédiate pour n = 0.

— Si elle est vérifiée au rang n alors, pour tout réel =0 :
x
| frg1 ()] < / |2tf,(¢)| dt (bornes « dans le bon sens »!)
0

< /”” 25 i< 20 /I ekt gg - 2sho 2P ot
o nl nl Jy n! 2n+2 (n+1)!

ce qui est 'inégalité au rang n + 1.

I1.6. Donc, pour tout x € Ry

2n

sh_x _ Py () fn(@) <Y the 1
chz  Qu(x) chzQ,,(z) n! Qn(z)
2n)! Pn 2n
et puisque ’on a trouvé en Il.4.e. : Q, () = (2n) et que thx < 1, on en déduit bien |thx — (z) <z
n! Qn(x) (2n)!
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P
I1.7. Puisque les fonctions th et = — Qn ((x)) sont impaires (cf. II.4.d.), on déduit de I'inégalité précédente :
n(x
P 2n
Vr € R, |thx — n(2) < i
Qn(x) (2n)!
) 5 . , . |x|2n . . Pn ((E)
D’apres les croissances comparées, lim = 0 ce qui prouve que lim = thz pour tout x
n—-+oo (2n)! n=+oo Qn ()

réel.
C. Développement en fraction continue de th(1/2) et de e.

11.8.
II.8.a. Résulte immédiatement des relations trouvées en I1.4.c.

I1.8.b. Considérons la suite (an)nen définie par ag =0 et a, = 2(2n—1) pour n > 1. Cette suite est bien
élément de S, et si 'on consideére les suites (pp)nen €t (Gn)nen associées & a comme dans le début de
la partie I., elles vérifient les mémes conditions initiales et les mémes relations de récurrence que les

suites (p),)nen €t (¢}, )nen-
/

Ce sont donc les mémes suites et par conséquent, la suite <p_7) est exactement la suite des réduites
n/n

associées a la suite a. Puisque cette suite converge vers th 3 on aura donc le développement en fraction

. 1
continue th 5= [ao, a1, ...] ou encore :

1
thg =1[0,2,6,10,....22n~1),.. ]

11.9.
I1.9.a. D’apres la définition des réduites (I.A.), on a y, = b,Yn—1 + yn—o d’oll en particulier
Y3n—2 = Y3(n—1)+1 = Y3n—3 T Y3n—4 , Y3n—6 = Y3(n—2) = Y3n—7 T Y3n—8 5 Y3n—3 = Y3n—a + Y3n—5
puis
Y3n—2 — 2(2n — 1)ysn—5 — Y3n—8 = (Y3n—3 + Yzn—a) — 2(2n — 1)y3n—5 — Y3n—6 + Y3n—7
= (2y3n—a + Y3n—5 — 2(2n — 1)y3n—5 — Y3n—6 + Y3n—7

et puisque

Ysn—5 = Y3(n—2)+41 = Y3n—6 + Ysn—7 €t Ysn_a = Ys(n—2)4+2 = [2(n — 2) + 2]y3n—5 + Y3n—s

on aboutit a

Ysn—2 — 2(2n — 1)Y3n—5 — Ysn—s = 2Yan—a + 2Ysn—5 — 2(2n — 1)ysn—5 — 2Yan—6
= 2(2n — 2)y3n—s5 + 2y3n—6 — 2(2n — 1)Ysn—5 — 2Y3n—6
=0
ce qu’il fallait démontrer (ouf!). On obtient bien siir la méme relation pour les z,.

I1.9.b. Compte tenu des résultats de II.8.a. et de IL.9.a., on constate que les suites (ygn_g)n>1 et
(p;l + q;)n>1 vérifient la méme relation de récurrence linéaire d’ordre deux; de plus, un peu de calcul

donne y; =3 =p} + ¢} et yos =19 = p,, + ¢4, donc les deux suites coincident pour tout entier n > 1.

Idem pour les suites (anfz)nﬂ et (qé - Q;L)Wl-

I1.9.c. On a vu dans la partie I. que la suite des réduites (y—n> converge vers a. Il en est donc de méme
Zn ),

de la suite extraite (y%—_2> .
n=1

Z3n—2
"+ p! 1+2 gl
De plus, lim q:’—i_ipf = lim In — f = e donc d’apres I1.9.b e = a, c’est-a-dire que le
n—+oo gl — pl, n—too ] — In 1—th§

q’Vl
développement en fraction continue de e est précisément [2,b1,ba,...,bp,.. ]
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