I. UNE ETUDE DE SERIES.

CORRKHEPROBLEMEI(CCPPSI%HD’

I. Une étude de séries.

1.1 Etude de la fonction L.

k
x
1.1.1 (—1)’“_1? est le terme général d’une suite de limite nulle si |x| < 1 et non bornée si |x| > 1. Par

définition, le rayon de convergence de la série entiere est donc égal & 1. L est donc définie au moins sur
] —1,1[ et au plus sur [—1,1].

Pour z = 1, il y a convergence de la série (série de Riemann alternée ou critére spécial sur les séries
alternées).

Pour = = —1, la série diverge (série harmonique). Ainsi

‘ L est définie sur | —1,1]. ‘

On reconnait un développement usuel :
¥z el - 1,1, L(z) =(1 +2). |

(-1

1.1.2 Soit, pour n € N* : f, : x>

- Les f, sont des fonctions continues sur [0, 1].
- Pour tout x € [0,1], fn(z) est le terme général d’une suite alternée, décroissante en module et de

limite nulle. On peut donc dire que la série Z fn(x) converge d’apres le critére spécial et que, si on
neN*

+oo
note R,, = Z fr

k=n-+1
1
Vn e N* | V. 0,1] , |Rn <\ fn < —
neN Yo el0,1], [Ra(@)] < [funr (@] < ——
1
Ainsi, |R,| e - 5 o, Z fn est donc uniformément convergente sur [0,1].
00 n—+1 no+oo

neN*

Par théoréeme de continuité de la somme d’une série de fonctions,

| Lec(0,1],R).|

En particulier,

L(1) = lim L(z) = lim In(1+z)=In(2).

r—1— r—1—

, 1 2
1.2 Etude de la série Z — COoS ﬁ .
ren- K 3

1.2.1 On découpe la somme en trois parties selon la congruence modulo 3 de l'indice puis on s’arrange pour

retrouver tous les % :

P p—1 p—1
E ar = E (I3i+§ a3i+1+§ a3i+2
i=1 i=0 i=0

P p—1 p—1
2 1 1
- _Z£+§3i+1+izo 3i+2

LA T T s O D ==
- _3;£+;£+;32+1 ;3i+2

P 1 3p1 3p 1

;i+k:1k k:p-i—lk

(Rem : on pouvait aussi faire une démonstration par récurrence sur p).
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I. UNE ETUDE DE SERIES.

On change alors d’indice (h = k — p) et on factorise :

k= _— = = 7
k=1 h:1p+h ph:11+5

h
sur [0,2] : en effet, les —

1.2.2 e On fait ainsi apparaitre une somme de Riemann associée & ¢ : ¢ +— 1
p

1
pour 1 < h < 2p forment une subdivision réguliére de pas — de l'intervalle [0,2].
p

Comme la fonction est continue sur le segment, on peut appliquer le théoreme sur les sommes de

Riemann. s )
p D 2
1 h dt
E ar = — E el - — —
— D p ) p—+too Jg 1+t

c’est a dire

PEI-ir-loo ; @k = 111(3)

e En notant (A,) la suite des sommes partielles de la série proposée, on a montré que As, — In(3).
Comme Aspi1 = Asp+aspr1 et Aspro = Aspi1+aspi2 on a aussi convergence vers In(3) des extraites
(Asn+t1) et (Asni2). Nos trois extraites sont convergentes de méme limite et < recouvrent » toute la
suite des sommes partielles. On a donc convergence de la série avec

—+oo
Z ar, = In(3)
k=1

19.3 Soit 1 2k 1 1 ) 1 . ap
O1l U = — COS . nau = —, U = —— ¢l u = - =
Tk 3 T p P T ToBp 1) PP T T 9(3p+2)

La convergence de Z a, entraine celle de Z Uy €t

zuk———Zak———ln 3) = (%)

1.3 Etude des séries Z cos(k Z

k=1 k k>1
1.3.1 S, (t) est la somme partielle d'une série géométrique de raison e # 1 et on a donc

et — (it)n+1

Sult) = S = o)~ ei)
1.3.2 On sait d’apres le cours que la fonction ¢ + e’ est de classe €>° sur R. De plus, pour t € [7,a], it — 1

ne s’annule pas donc

est de classe € sur[m, a].

1
pit—
eit —

1.3.3 Une intégration par parties donne

/a ei(n"'l)t(p(t) dt = M(p(ﬂ : — ; /a ei(n'H)t(p'(t) dt
. n+1 . in+1) /o

© et ¢’ sont continues sur le segment [, a] et sont donc bornées sur ce segment. En notant My et M
des majorants sur ce segment de |¢| et |¢’|, on a alors

i(n+1)t @ ) ) 1 oM.
(§

¢ _ i(nt+1)a _ Ailn+1)7w ‘ < 1 (n+1)a 1 (n+1)7 < 0
S| | = ) ) [o(e) fo(m)| < 2200
et

1 « 1 . 1 * (a — 7T)M1
1(n+1)t / 1) dt / 1n+1)t dt = / D dt <
i(n—l—l)/ au ’ n+1/, ') n+1 POl < n+1
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II. LIMITE D’'UNE INTEGRALE.

o« oMy (a— )M,
i(n+1)t B dt| < 0 0

On en déduit que

lim Do) dt =0 (lemme de Lebesgue).

n—-+oo .
=111
1.3.4 Par linéarité de l'intégration, on a
n_ Lika ikm n_ ika n k
e —e 1 e 1 (-1)
t)dt = A=y ———— == _Z
[(sva=3 [ DI S

Le second terme du membre de droite tend vers iln(2) (question 1.2). On a aussi
/ S, (t) dt = / o(t)e! Dt qr — / efto(t) dt

qui tend vers —/ eitcp(t) dt quand n — 400 (question 3.3). On en déduit que

T

) n eika ) o "
ngrfooz . :—111(2)—1/7T eo(t)dt

ika

ce qui prouve la convergence de E
k21

1.3.5 On a, pour t # 0[27],
oit/2 oit/2

olto(t) = — _
() elt/2 —e~it/2 2isin(t/2)
1.3.6 En passant aux parties réelle et imaginaire dans le résultat de la question 3.4 on en déduit que les séries

k in(k
E %ka) et E w convergent et que
k>1 k>1

“+o0
M — Re ( 16 ))dt
B o e e
B “ cos(t/2)
= —11(1(2)—/7r mdt
—1In(2) — [In(|sin(t/2)])]7
= —In(2sin(a/2))

+oo . a (e}
sin(ka) - B / dt 7—a
E = /7r Im(ie"p(t)) dt = 2T

k=1

Le résultat est cohérent avec celui de 2.3 puisque 2sin(7/3) = /3 (27/3 n’est pas dans [r,27[ mais
Ihypothése importante dans ce qui précéde est seulement «/2 €]0, .. .).

II. Limite d’une intégrale.

2.1 Existence de f,(z).

2.1. On notera M un majorant de |g| sur R .
Soit > 0. t — f(t)g(zt) est continue par morceaux sur Rt et le seul probleme d’intégrabilité est celui
au voisinage de +oo. Or, |f(t)g(z,t)| < M|f(t)| et le majorant est intégrable au voisinage de +o00. La
fonction est donc intégrable sur R* et a fortiori, son intégrale f,(x) existe. De plus

+oo
0, |fy(x) < M / (1)) dt

ce qui montre que f, est bornée sur R .
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II. LIMITE D’'UNE INTEGRALE.

- Vz >0, t— f(t)g(xt) est continue par morceaux sur R .
-Vt >0, x— f(t)g(zt) est continue sur R*.

- Vo e RY, Vt >0, |f(t)g(xt)] < M|f(t)]. Le majorant est indépendant de z et est une fonction
continue et intégrable sur R™

D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres,

fg € CO(RT).

Remarque : il n’y a pas de raison d’exclure le cas © =0 dans cette question, comme l’a fait I’énoncé.
2.2 Limite de f,(z) lorsque g(t) = e'.

a —+oo
2.2.1. D’apres existence de Uintégrale de |f| sur RT, on a / |f(t)]dt qui tend vers / |f(#)] dt quand
0 0

a — 400 (c’est la définition d’une intégrale impropre convergente). En revenant & la définition de la limite,

on a donc
—+oo a +oo
Ve >0, 3A > 0tq Va > A, ‘/ |f(t)|dt—/ [f(t)] dt‘gs soit / |f ()] dt‘gs
0 0 a

ce qui implique le résultat demandé.

2.2.2. Une intégration par parties donne, pour = > 0,

/ Foeet e — LA™ = 10) / et

1" est continue sur le segment [0, A] et donc bornée sur ce segment. Une majoration simple donne alors

A+ IO Al )5t

T

t)e™t dt| <

Le majorant étant de limite nulle quand x — 400, on a donc

A
lim / ft)e ™t dt = 0.

r—+00 0

2.3. Soit € > 0, et soit A comme dans la question 2.1. La question 2.2 donne alors, par définition de la limite,

A
/ f(t)e® dt
0

un xo tel que, pour x > xg, < e. On a alors

+oo
Ve > 0, | (x ot dt| + / ()] < 22
Par définition des limites, on a donc montré que
mETOO fq( )=

2.2 Etude pour une fonction f particuliére.

2.3.1. On peut procéder par double intégration par parties ou, mieux, utiliser I’exponentielle complexe :

L —e™ —1\  1+4e™
0(v) =Im (/ e¥(vH) dy) =7m ( © - ) = te
0 'Y"'l 1+")/2

2.3.2. Le changement de variable u = tx, qui réalise un %! -difféomorphisme de Rt sur R* (puisque x > 0)
donne directement

_ +oo 1 +oo
E(x) = / e~ !|sin(xt)|dt = = / e sin(u)| du
0 T Jo

2.3.3. Le changement de variable v = u — km donne

(k+1)m . - e ] .
/ e” = |sin(u)| du = / eff—rk|sin(v)| dv = e~ 50 (__)
km 0 T
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II. LIMITE D’'UNE INTEGRALE.

™

2.3.4. La série proposée est une série géométrique de raison e~ =
donc et

. Sa raison est dans | — 1, 1[; la série converge

+
8

1

= —z
l—e %

e
0

o7

>
Il

~ (n+1) .
2.3.5. E(z) est la limite quand n tend vers +oo de —/ e~ = |sin(u)|du. D’apres la relation de Chasles
T Jo

et avec les questions précédentes, on a donc
r l4e %
13 (1) - p et
224+7m2l—e" =

= 7 =
Quand z — +o0o,ona l—e =z ~ — et 1 +e~ = — 2, ce qui permet d’obtenir
x

lim E(x) = 2

xr——+00 T

2.4 Etude générale.

cos(2kt) 1
4k2 — 1 4k2 — 1
est le terme général d’une série convergente. La série de fonctions th est ainsi normalement, donc
uniformément, convergente sur R et, par théoreme de continuité des sommes de séries de fonctions,

2.4.1. Notons hy : t— . (hx) est une suite de fonctions continues sur R et ||hg]loo < qui

h € CO(RT).
|sin| est w-périodique et paire. Ses coefficients de Fourier < en sinus » sont nuls et ceux < en cosinus
> valent
Wk € N, ax(]sin|) 2/7T| (1) cos(2kt) di = ~
, ag(]sin|) = — sin(t)| cos
k T 0 4k2

( Pour le calcul de lintégrale, on peut supprimer la valeur absolue et on utilise la formule sin(a+b)+sin(a—b) = 2sin(a) ¢

Comme |sin| est continue et de classe C' par morceaux, elle est somme de sa série de Fourier sur R,
d’apres le théoreme de Dirichlet :

2 4
Vte R, |sin(t)| = = —Z 4k2C082/€t) = — —h(t).
T

+oo
s 2 4
2.4.2. On a ainsi f(z) = / ft) (— — —h(:vt)) dt et comme f est intégrable, on peut découper l'intégrale
o T ow

en deux pour obtenir
o =2 [ swa-2 [ fonen
™ Jo T Jo
x > 0 étant fixé, par définition de h, on a

X f(t) cos( Qkxt)
vt > O’ Z 4k2 —
t 2kt
Hi: t— %S(l) est une fonction continue sur RT et ZH’“ converge simplement sur Rt vers
t
t — f(t)h(xt) elle méme continue sur RT. De plus |Hy(t)] < 4|];f2( )|1 montre que Hj, est intégrable avec

+oo 1 —+oo
< -
|imola< o= [ ol

qui est le terme général d’une série convergente. Le théoreme d’interversion série-intégrale lorsqu’il y a
convergence en norme 1 s’applique donc et permet d’écrire que

+oo +oo +oo +oo +oo
) cos(2kxt) 1
k=1

1 e 1 e
Posons maintenant Fy(z) = o1 /0 f(t) cos(2kxt) dt = o1 /0 f(;;) cos(ux)du (on a posé
u = 2kt).
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II. LIMITE D’'UNE INTEGRALE.

u
- D’apres la partie 2.2, comme u +— f (%) est de classe C! alors Fy(z) — 0 quand z — +oo (on
passe du résultat avec e a celui avec cos(x) en passant a la partie réelle).
1
4k? — 1
d’une série convergente. La série de fonctions Z F}, est donc normalement convergente sur R™ (et

+oo
- Vo >0, |Fy(z)| < / |f(t)] dt. Le majorant est indépendant de x et est le terme général
0

donc au voisinage de +00).

Le théoréme de double limite s’applique donc et implique que
—+oo
lim f@h(zt)dt =0

Tr—r+00 0

En combinant tout cela on obtient finalement que

Tr—400 T

+oo
lim f(a:)zzfo f(t)dt.

—+oo
Comme / e tdt =1, ceci est compatible avec le résultat pour E.
0

2.4.3.
2.4.3.1 1 suffit de poser u = xt pour obtenir

ox
F(z) = é/ | sin(u)| du

x

Par définition de p et g, ona pr < fx < (p+ 1) et gr < dx < (¢ + 1)7.

. T
Sl$>5

alors dz — fax > m; or, gt — (p+ 1)m > dz — fx et donc ¢ —p+1 > 1 ou encore g > p.

On effectue, avec la relation de Chasles, le découpage suivant :

(p+1)m (k+1)m o
xF(x) :/ | sin(uw)| du + Z / | sin(u |du—|—/ | sin(u)| du
a

T k=p+1 ™

Par m-périodicité de |sin|, le terme du milieu vaut (¢ — p — 1)/ |sin(u)|du = 2(¢ —p—1). On

0
peut alors minorer les premier et troisiéme termes par 0, et les majorer par l'intégrale de |sin| sur une
période complete d’out

2(q—p—1)<aF(x) <2(¢g—p—-1)+2]=2(¢g—p+1)

Deplus(s——l—@—l —p—1< @—@etdonc
T T T T
M_zgp(x)gw_i_é
T x T x

Par théoreme d’encadrement, on a finalement

lim F(z) = %(5 - B).

r—+0o0

2.4.3.2

o Si f est en escalier sur J = [a,b], il existe une subdivision a = ap < a1 < --- < ap = b telle que f
est constante (égale & ¢;) sur ]a;,a;11[. On a alors

p—1 Ap41 —
= Z Ck / | sin(zt)] dt = Z Hawr1 = ar)
=0 ak

Par ailleurs,

p—1
F&ydt =>"erlars1 — ax)
J k=0
et finalement,
2
li =— t)dt
m Sy =2 ) 0
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II. LIMITE D’'UNE INTEGRALE.

e Si f est continue par morceaux sur le segment [a,b], f est uniformément approchable sur [a, b] par
une suite de fonctions en escalier. Soit £ > 0 ; il existe ¢, fonction en escalier, telle que || f—¢||l, < e.

< e. Pour z > x¢, on a alors

ot
T™JJ T™JJ

2
Par choix de z, le second morceau est plus petit que . Le troisiéme est plus petit que —|b — ale.
T

2
D’apres le premier cas, il existe z tel que si x > xg, ‘(ﬁ(:zr) - — / ©
T JJg

™

fa)-2 [ s0a] < |70 - o]+ o - 2 [ o]+

b
Le premier est majoré par / |7 () — ¢(t)|dt et donc par (b—a)e. On a donc

‘f(:c)—%/Jf(t)dt‘ < <%|b—a|+|b—a|+1)s

En revenant a la définition des limites, on a montré que

lim f(x)z%/]f(t)dt.

r— 400

e Supposons f est continue par morceaux sur RT. Soit ¢ > 0; comme en 2.1 on trouve un

—+oo
A tel que / |f(t)|dt < e. D’apres le cas précédent, il existe zp tel que si z > zy on a
A

‘/OAf(t)lsin(wt)Idt— %/OAf

fw-2 [ " al< | o)+

A

< e. Pour z > x¢, on a alors

[ swrsnnia-2 [

2 [T
+—/ | f]
T™JA

Avec les choix faits, on a alors

-2 [T < (2+2)

En revenant a la définition des limites, on a montré que

+oo
mlﬂ@_EA f(t)dt.

xr——+00 T
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