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PROBLEME II (ESIM PC 2000) |

Pour k € N*, on note uy, la fonction définie sur Ry par : ug(r) = (2k%z? — 1)e_k2x2. On note

respectivement S, (x) et S(x) la somme partielle de rang n et la somme totale de la série Z ug(x).
k>1

Partie I

1. a) Soit [a,b] C RY .
Pour tout z € [a,b], on a | ug(z) |< (2k26% + 1)e"¥*%* d’on HukH[;b] < (2K20% + 1)ek*a”

et (2k202 + 1)e 70* ~ 2k2p2e+9* qui est le terme général d’une série convergente (car
k—+o00
1

quand k — 400, c’est un o (ﬁ) ).

Il en résulte que la série de fonctions Z uj converge normalement, donc uniformément sur
tout segment [a,b] C RY .

b) Chaque fonction wy est continue sur R et, d’aprés a) , la série Zuk converge uni-
formément sur tout segment de R’ . Il en résulte que la somme S de la série est continue
sur RY .
1
2. a) Ona uy(t) ~ 2k%2eF1 et 2k2(2e~F1" = O(t_2) lorsque t — +o00. Ainsi la fonction wuy
t——+o00
est intégrable sur Ry (théoremes habituels, non répétés ici).

b) Rem : lintégrale ne pose pas de probléme en 0, donc on fera une intégration par parties
sur [0, A] directement, et non sur [e, A] comme le dit I’énoncé...

Une intégration par parties donne
/A 222 R 4t = {—te—kztzr + /A e qt.
0 0 0
Le passage a la limite quand A — 400, donne

—+00 —+00 —+00
/ 2126 qp — / M dt don / () dt = 0,
0 0 0

+0  to00
ainsi Z/ u(t) dt = 0.
k=10

1 +oo +o0o
c) La fonction uy est positive sur [E’ +oo[, donc / | ug(t) | dt > /1 ug(t) dt.
0 %

Un calcul identique & celui de b) donne

/+OO wp(t) dt = [—te—kzﬁrm -

1
% % ke

+o0
Il en résulte que la série Z / | ug(t) | dt est divergente.
k=170
3. Soit a > 1 et f € €(R4+,Ry) une fonction croissante sur [0,a] et décroissante sur [a, +oof.

k+1
On pose, pour tout k € N, di(f) = f(k) _/k ft) dt.

a) Pour k > a, la décroissance de f donne encadrement 0 < di(f) < f(k) — f(k+1).
La fonction f admet une limite en 400, ce qui assure la convergence de la série télescopique

Zf(k:) — f(k+1) et donc celle de de(f)

k>1 k>1
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b) Avec l'encadrement trouvé en a) , on obtient

0< Y di(f) < fla) - Jim f(k) < fla).

k>a

Pour k < a — 1, la croissance de f donne 'encadrement f(k) — f(k+1) < di(f) <
—f(a) < f(0) = fla) < D di(f) <0

k<a—1

Enfin pour le k tel que a — 1 < k < a,on a

k+1
min(f(k), f(k+ 1) < [ F(0) dt < f(a)

f(k) = f(a) < di(f) < f(k) —min(f(k), f(k +1)) < f(k).

En regroupant, on obtient —2f(a Z di(f )+ f(k), ainsi

[D(f) < 2f(a)-

B . 242 242
4. Pour z > 0, on considere les fonctions fi :t — e ¢ et fo:t — 222t2e ™,

1 1
Elles sont continues sur R* . Comme on a fi(t) = O(t—2) et fao(t) = O(t_Q) en +o00, elles sont

intégrables sur R* .
a) D’apres 2.b), on a
+oo +o0o
/ Fol) = fu(t) dt = / (2222 — 1)e= " dt = 0,
0 0

Le changement de variable u = xt donne

+0c0 1 o0 9
/ fi(t) dt = —/ e " du.
0 T Jo

Tram = [ g ar= YT

0 0 2z

Il en résulte que

b) i) Les relations de Chasles permettent d’écrire

io/:ﬂfl(t) dt=/0+oof1(t) dt:/0+ flt dt_z/kﬂ

k=0

En introduisant Z /

k+1 k+1
ug(z) = fao(k) — fi(k) = di(f2) — di(f1) +/ dt—/k fi(t) dt,

on obtient

400 400 +oo I
S up(@) =D folk) = fr(k) =14+ falk) — fr(k) =1+ > di(f2) — di(f1)
k=1 k=1 k=0

k=0

k+1

k+1
) dt — / f1(t)dt =0, dans les décompositions des uy(x)
k

Par ailleurs, la fonction f; est décroissante sur [0, +oo[ avec f1(0) =1 et la fonction fo est

2
croissante sur [0, —| et décroissante sur [—, +o0o] avec fo(—) = —.
x x x e

En utilisant I 3.b), appliqué & f; et fa, on obtient

ID(f1)| <2 et [D(f2)] <

@ hb

Il en résulte que

4
Ve €RY, [S(@)] <1+ [D(f2)l + ID(f) <3+

Ainsi S est bornée sur RY .
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b) ii) En utilisant & nouveau les décompositions des uy(z), on obtient la majoration

n n n n+1
> )] < 1 3 )|+ S adulr)| + | [ falt) - oy
k=1 k=0 k=0 0
1 “ —x2¢? u —x2y?
La fonction F : u — / fa(t) — fi(t) dt = [—te }0 = —ue a pour tableau de
variation ’
1
F'(u) - 0 +
0 0
F AN . /!
 V2ex

On en déduit la majoration
S wn(e)| < 1 DU+ [D(A)| +
=1 vV 2ex

1
En notant M; = 1+ |D(f2)| + |D(f1)| et en utilisant le fait que — <

V2e

oI5

, on obtient

@

<M1+ﬁ-

Vo e RY,
. + 2z

> ug(x)
k=1

5. a) L’étude des variations de la fonction w — 4eT —w sur Ry donne immédiatement D'inégalité

N[

Ve e Ry, w<4e

b) Soient z > 1 et k € N*. En utilisant a) avec w = 2k?z? et le fait que k? > k, on obtient

+o0o a2 k e 2
k=1

Finalement )
Ve>1, (e7T —1)S(z) <4.

6. D’apres 1.b) et 4 .b)ii), la fonction S est continue et bornée sur R . Elle est donc intégrable
sur ]0,1].

D’apres 5.¢), la fonction S est positive et majorée par - qui est intégrable sur [1,+ool.

ez —1
Il en résulte que S est intégrable sur R7 .

Partie 11

1. La fonction (z,t) — S()t® = S(t)e®™! est continue sur | — 1, +oo[xR? .
La majoration de S sur R; et l'intégrabilité de t — t* sur ]0,1] assure lintégrabilité de
t — S(t)t* sur ]0,1].

42 1
En utilisant la majoration du 5.c) et le fait tTe T = O(t—2) en oo, pour tout x, on en déduit

I'intégrabilité de t — S(¢)t* sur [1,+oo].
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Il en résulte que la fonction t — S(t)t* est intégrable sur R% et I'on peut ainsi définir une
fonction ® sur | —1,4o00[, par

“+oo
() = / S(H)E* dt.
0
Un raisonnement totalement identique assure l’existence sur | — 1, +oo[, de la fonction

“+oo
x— Ax) = / e " dt.
0

S()t* si te€]o,1]
Sttt si tel,+oo]
continue par morceaux, intégrable sur R* et vérifie la "domination uniforme”

2. a) Soit [a,b] C] — 1,400[. La fonction ¢ définie par ¢(t) = est

Vo € a,b], VEERY,  [SH)] < (t).

Il en résulte que ® est continue sur | — 1, +o0].
Avec un raisonnement identique, on établit que A est continue sur | — 1, +00].

b) le changement de variable u = v/t donne

1
—5) = V7.

3. Soit > 0. A 'aide du changement de variable u = k?t?, on obtient

+oo T 1 +oo g =1 1 z+1 rz—1
/0 ()t dt:W/O (2u— 1) T du= 5 (2A( o)A )).

A laide d’une double intégration par parties, on établit que

Ainsi A(

Vu €] — 1,400, A(u+1) = (u+1)A(u).

Il en résulte que

oo x x—1
Ht* dt = ——A(——).
| o at = 5maco)
+o0o
O lorsque la série converge, Z(z) = Z !
4. On pose, q ge, —k 12k~"3+1'
a) La série de terme général opatl converge si et seulement si x +1 > 1. Ainsi Z est définie
sur R .
. 1 . P 1
b) La fonction h :t — W est continue et décroissante sur R, avec h(0) = 3 Il en
résulte, d’apres 1.3), la convergence de la série Z di(h) et la majoration
k>0
too k41 2
Ve eRy, > h(k) —/ h(t) dt| < =.
k 2
k=0
A T'aide de relations de Chasles, on obtient
Z o ! d 1
T)— —— df| < 1.
(@) /0 2(1+)"*!
1 . ~
Le calcul donne |Z(x) — %\ <1, ainsi Z(x), S0+ 5, Ou encore
lim 2Z(z) = =
im zZ(x) = =.
z—0t 2

Probléemes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 4/5



— CORRIGE DS N°4 —

5. On considere deux réels fixés € >0 et © < 0.
a) En utilisant les majorations de 1.4), on obtient

Vn e N*, VE e R%,  |(S(t) — Sn(t)t*] < (||S]loo + M1)E* + ‘/TEtl‘—l

Cette derniére expression correspondant & une fonction intégrable sur ]0,1], il existe donc
A > 0, qu’on peut choisir dans ]0,1[, tel que

A
LSl 2y + e ar <
0

Ainsi Vn € N*, <

A €
/ (S(t) — Su(®)E" dt| < £
0 3

b) D’apres I l.a), la suite S, converge uniformément vers S sur [A,1]. La fonction ¢ — t*
est bornée sur [A,1]. Il en résulte que la suite de fonctions t — (S(t) — Sy, (t))t* converge
uniformément vers 0 sur [A, 1], ainsi

€

1
3NV N | [ (80 - Suo) dt’ <
A

c) En utilisant les majorations de 1.5.b) et la calcul de séries géométriques, on obtient

“+oo 2 _n_§2
Vn e N, VE2 1, [(S(E) = Su(t)E] < S dem T =4,
k=n+1 ez —1
T
La fonction continue h : ¢ — —; a une limite nulle en 400, elle est donc majorée sur
ez —1

[1,00[. On en déduit alors

+OO +OO n 2 +OO n 2 h _%
vae ', | [0 - s ail < [ bl ar < [ oo ¥ ar = 2=

1 1 1
Ainsi

+oo
INg, ¥n > N, ‘/ (S(8) = Sn()" dt} <o
1

d) En regroupant les résultats précédents, et en choisissant N = max (N, N3), on obtient

Ve >0, 3N, ¥n > N,

/0+°°(S(t) S () dt‘ <e

soit, avec les notations et les résultats de 1) et 3),

"o z—1
Ve >0, IN, Vn > N, }@(:ﬂ) - kz::l 2/<;f”+1A( 5 )| <e.
6. Le passage a la limite, n — 400, dans 5.d) donne
-1
O(z) = 22 (x)A(Z —).
7. La continuité des fonctions ® et A sur | — 1,+o0o[, établie en 2), 'existence et la valeur de
lim 2Z(x) établies en 4) donnent
z—0t
+o0 , , -1, 1, 1. =
/0 S(t)dt = lim (x) = lim 2Z(@)A("=) = SA(—5) = .

8. Sil'on avait pu intéger terme a terme, la série de somme S sur ]0,+o00[, le résultat obtenu en I
—+00

2.b) aurait donné / S(t) dt = 0.
0

On constate, en effet, que le résultat obtenu en I 2.c) ne permet pas d’utiliser le théoréme de
convergence d’une série de fonctions en norme 1.

Probléemes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 5/5



— CORRIGE DS N°4 —

Problémes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 5/5



