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DM N°5 ( pour le 27/11/2015) I

Le probleme porte sur 1’étude des séries factorielles, séries de fonctions de la forme

n!

nzmanx(x+1)(x+é)...(x+n)'

Partie 1. Séries factorielles
LA.
I.A.1. Pour tout entier naturel n et tout réel x strictement positif on pose :

n! v (X) . 1 un(x) .
7 n - (n+1)x

Un(x) = x(X-f—l)(X'i‘é)"‘(x—i_n)

Montrer que la série de terme général

définie pour n > 1, est convergente.

I.A.2. En déduire qu’il existe un nombre réel strictement positif £(x) (dépendant de x) tel que

. Un (X) .
ngrﬂoo vn(x) tx).

I.B. Soit (an)nen une suite de complexes et x un réel strictement positif.

Montrer que la série Z GnlUn(x) est absolument convergente si et seulement si la série
n>0

Z anVvn(x) est absolument convergente.

n>0

I.C. On désigne désormais par </ I'ensemble des suites (an)nen de nombres complexes telles que

la série Z anlUn(x) soit absolument convergente pour tout réel x strictement positif.
n>0

Soit a = (an)nen élément de <7. Montrer que :

I.C.1. pour tout réel x strictement positif, la série de fonctions Z GnlUn(x) est normalement
n>0
convergente sur [« ; +ool.

I.C.2. la fonction f, définie par
+o0
fa(x) = ) anun(x)
n=0

est continue sur 'intervalle 10 ; +o0l.
I.C.3. la fonction f, tend vers 0 en +oo.

I.D.

I.D.1. Donner un exemple d'un élément a de </ avec a, non nul pour tout entier n.

I.D.2. Donner un exemple d’une suite a = (an)nen qui ne soit pas un élément de <.
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L.LE. Soit a un élément de .7 .
I.LE.1. Montrer que, pour tout entier n, la fonction x — uy, (x) est de classe €1 sur l'intervalle
10;4+o0[ et que

Vx>0,

uy (%) < un(x) <% +1n <1+ %)) )

Indication : on pourra calculer la dérivée de la fonction x — Inuy (x), puis utiliser la comparaison a
une intégrale.

I.LE.2. En déduire que la fonction f, est de classe € 1 sur l'intervalle 10; +ool.

Partie I1. Représentation intégrale

ILA.
II.LA.1. Soit n un entier naturel non nul. On pose
n
vk e [0;n], Px = H(X+i)‘
i=0
i£k

Montrer que les polyndmes Py forment une base de I'espace vectoriel R,, [X] des polynomes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

II.A.2. En déduire qu’il existe des réels «y, ..., o, indépendants de x tels que

n! . X
vx>0’qx+nu+2yHu+n)_Z:

II.A.3. Exprimer i en fonction de k et n.

1
IL.B. Pour tout x > 1 et tout entier naturel k, calculer I'intégrale J (1— y)"_1+k dy .
0

II.C. Déduire des deux questions précédentes que

1 |
vx>1,¥neN, | 1—y* y"dy= n .
* " Jo( )ty dy x(x+1)(x+2)...(x+n)

En conclure que, pour tout élément a de </ I'ona:

+oo 1
W falx) = ) an | (1—y Ty dy.

n=0
II.D. Soit a un élément de <7 .

II.D.1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Z any'™ estsupérieur ou égal

n>0
al.

On note @4 la fonction définie sur [0;1[ par:

+o00
Paly) =D any™.
n=0

1

IL.D.2. Vérifier que la fonction y — (1 —y)* " @q(y) olt x > 1 est continue sur [0;1].

II.D.3. Montrer que pour tout x > 1
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