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|PARTIE I

1. GL,(R) n’est pas un sous-espace vectoriel de M ,(IR) : on peut invoquer, par exemple, le fait qu’il ne
contient pas la matrice nulle.

On sait d’apres le cours que (GL,(IR),x) est un groupe, mais que ce groupe n’est pas commutatif des
que n = 2.

‘ Q1 : Réponses B,D

2. A.B. Si i #j, la matrice [ +E;; est triangulaire avec des « 1 » sur la diagonale, donc a pour
déterminant 1 et est inversible.

De plus,on a (I+E;;)(I-E;;) =1~ Ef] =1, puisque Elz] =0 lorsque i # j (je rappelle la formule
-1
générale Ei’]’Ek’g = 6j’kEi’g). Ainsi (I + Ei,j) =I- Ei’]’ .
C.D. I+E;; apour déterminant 2, et est donc inversible. Etant diagonale, son inverse est la matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont les inverses de ses éléments diagonaux, donc celle

1 . 1
avec > ala place de 2, c’est-a-dire 1 - EEi'i'

‘ Q2 : Réponses A,C

3. Soit A € M,(R) une matrice qui commute avec toutes les matrices inversibles. Alors, d’apres la
question précédente, elle commute avec toutes les matrices 1+E;; donc avec toutes les matrices E; ;
(car elle commute avec I). On a donc

V(i j)el1,n]* , AE;;=E; .A.

En écrivant A dans la base canonique : A = Z ay,¢Ex ¢ on a donc
(kOe[Ln]?

V(i j) e[Ln]*, Zﬂk,eEk,eEi,j = Zﬂk,eEi,jEk,e
k0 k0

soit

n n

P 2 - -

V(l,]) € [[1, Tl]] ’ Zak,fb&iEk,j = Zak,fbj,kEi,f ou Zak,iEk,j = Zangi'g.
k¢ k¢ k=1 (=1

Dans la premiére somme, le coefficient de la matrice E; ; est égal a 4;; et dans la seconde, il est égal

a a; ;. Par unicité de I'écriture dans une base, on en déduit 4;; = ;; pour tous i,j.

De plus, si k # i, aucune matrice E; ; ne figure dans la seconde somme, on en déduit donc a;; = 0.

Finalement, la matrice A est une matrice scalaire (de la forme al). La réciproque est immédiate

(une matrice scalaire commute avec toutes les autres), donc le centre de GL,(R) est exactement
n

Iensemble des matrices scalaires, de la forme ol ou encore a ) E; ;.
i=1

‘ Q3 : Réponse C I
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’

x x
4. Soit X=|"| et Y=|¥,|. Ona
z z
t t
x+y—t=x x+y—t=x'
—x+z+t=y +z=x"+79" (Ly<L,+L
Y = PX 0 V,(:) Yy , Z/, (Ly < Ly+1Ly)
X+y-z=z2 —z+t=2z"—-x" (Ly«<Lz-Ly)
y-z+t="t y—z+t=t
x+y—t=x' x+y—t=x
+z=x"+y’ +z=x"+7v’
— y 7 y/ — y 7 y/
-zZ+t=2 —-x —zZ+t=2 —-x
“2z+t=-x"-9"+t' (Ly<—Ly—1L,y) —t=x"—-9' =22+t (Lg<Ly4—2L3)
x=-x"+y" +3z" -2t
=x'-z'+t
— y 7 7 ’
z=y +z —t
t=—x"+y +2z' -t

Le systéme ayant une solution unique, la matrice P est inversible, de plus, Y = PX &= X = P'Y

-1 1 3 =2
. . 1 0 -1 1
-1 _
donc on obtient la matrice P~' = o 1 1 -1l
-1 1 2 -1

‘ Q4 : Réponse B I

5. Remarque : la phrase de l’énoncé est incompleéte; je pense qu’il faut lire « Une matrice A est dite
nilpotente d’ordre k si AK=0et A1 20... »

A. C. Ces deux réponses sont fausses comme le montre I'exemple des deux matrices (8 é) et

(o)

(Je vous laisse le soin de démontrer cependant que la somme de deux matrices nilpotentes qui
commutent est nilpotente.

B. La encore, il est facile de montrer que le produit de deux matrices nilpotentes qui commutent
est nilpotente.

0 0/ \1 O

Ce n’est cependant pas le cas en général : (O 1) x (O 0) = (O 0

! O), qui n’est pas nilpotente. La
réponse B est donc inexacte.

D. Réponse exacte; I'indice de nilpotence d'un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension
finie est inférieur a la dimension de 'espace.

En effet, si u est nilpotent d’indice k, soit x, n’appartenant pas a Ker u*~! (c’est possible puisque
uk=1 2 0). Alors il est facile de montrer que la famille {xo,u(xo),uz(xo),...,uk’l(xo)} est libre ; son
cardinal, k, est donc inférieur a la dimension de ’espace.

‘ Q5 : Réponse D I

|PARTIE II

6. Calcul immédiat.

‘ Q6 : Réponse D I
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7. Soit x; un élément de [0,1] ou f atteint son maximum (il existe car f continue sur un segment, cf.
théoreme du cours), c’est-a-dire f(xy)=1.
La continuité de f en x, s’écrit :
«Pour tout &> 0 il existe un voisinage V de x; tel que, pour tout xe VN[0,1] ona: [f(x)— f(xg)| <e. »
On aura donc en particulier, pour x e VN[0,1] : 1 —e< f(x) : c’est la réponse B.

On a alors puisque f(¢) <1 pour tout t €[0,1] : u,(f) <1 mais aussi

v /n v /n
nth)>( [ rora) > ( [ (1—a>”dt) — (-1 -).

En résumé : (v—u)”(1-¢) < u,(f) <1, ce qui montre déja que les réponses A et C sont fausses.
1/

= lim en!n=1) =1 ,ona lim (v—u)”(1-¢)=1-¢, ce qui implique,
n—+o0o

De plus, puisque lim (v —u)
n—-+o00 n—+o00

par définition de la limite, qu’il existe un entier n, tel que, pour n>ny,ona (v—u)""(1—¢)>1-2e.
En conclusion, on a montré :
Ve>0, dngeNtqnzng=1-2e<u,(f)<1

ce qui signifie que 1 m u,(f)=1.
n

i
—>+00

‘ Q7 : Réponses B,D I

8. Si g est la fonction nulle, on a pour tout n u,(g) =0=M, donc A et C sont vérifiées.

: : : . 1
Sinon, on applique le résultat de la question précédente a f : x — &N}C)' Puisque u,(f) = Mun(g)

d’apres la question 6, et que lim u,(f) =1, on en déduit lim u,(g) = M. C’est la réponse A, mais
Nn—+oo n—+o0

puisque |[M| = M, la réponse C est elle aussi exacte !

‘ QS8 : Réponses A,C I

|PARTIE III

9. Puisque 0 < cost < 1 pour tout ¢ € [O%] on aura cos"*!'t < cos"t puis 1,,; <I, pour tout n, donc

la suite (I,,) est décroissante. C’est la réponse B, mais la réponse D est elle aussi exacte en prenant
ng = 0!

Remarque : il est dommage que l’énoncé parle de «la suite 1,, » au lieu de : «la suite (1,,) »...

‘ Q9 : Réponses B,D I

10. Calcul immédiat.

‘ Q10 : Réponses B,C I

11. On fait une intégration par parties, pour n > 2 :

? -1 . -1,]2 LI -2
I, = cost .(cost)" ") dt = [sm t.cos” t] +(n-1) sin“ t cos" “tdt
0 —— 0 0 —_—
~~ —_——
u’ v 1—cos?t

=0

. -1 +1
donc I, = (n—1)(I,,_, —1,,) ce qui donne I, = nTI,l,z pour n > 2 ou encore I,,,, = %IH pour tout
ne€IN.

‘ Q11 : Réponse E (aucune réponse exacte)
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12. A. B. Posons u, =nl,I,_; pour n > 1. Alors, en utilisant la relation de récurrence précédente,
n
Vpy1 = (n+ DL, =+ 1) mln—l Ly =vy.
La suite (v,) est donc constante et, puisque v; =1;Ij = 7, on en déduit
Vi1, nl,l,_, = %

Cela implique bien sir la réponse A.
C.D. La suite (I,) étant décroissante et a valeurs strictement positives, I'inégalité I, <1, <I,_;

pour n > 1 implique
Vi1, e Iy
In—l In—l

et, compte tenu de la relation de récurrence précédente :

. L1 . I
Il en résulte immédiatement : lim —-— =1.
n—+oo In—l

‘ Q12 : Réponses A,C I

I . . . .
L ) donc les résultats ci-dessus impliquent lim n(I,)” = 5
n—+o0

13. n(1,)? = (nlnln_n(I 1
n—

i e Lo .
On en tire I, ~ ,[/—, et en particulier lim I, =0.
n—-+o0o 2 n—+oo

‘ Q13 : Réponse B

14. D’apres la question 11, pour n>1 :

2n-1 2n—-1 2n-3
I, = 71271—2: T L Sl

(2n-1)(2n-3)...1_ (2n-1)(2n-3)...1

TC
(2n)(2n-2)...2 ° (@2n)(2n-2)..2 2

‘ Q14 : Réponse C I

V1t

15. D’aprés la question 13, I,, ~ 1, soit lim I,,Vn=-—.
n—+oo 41’1 n—+oo 2
1.3...2n-3)2n-1) 1 Vr . . L3...(2n-3)(2n-1) 1
T yn=Y" subien 1 S
AU e 24 2n—-2)(2n) L N

Cela s’écrit aussi : nlirpw 4. (2n- 220 >
1.3...2n-1)2n+1) 1 2

1 s 1 _ 2
~ 24/n on en déduit : nlirfw 24 (220 Vi Vi

2n+
Et puisque
puisq \/ﬁ

‘ Q15 : Réponse B I

X
16. F(x) = J;) tantdt = [-In|cost|]; = —Incosx puisque x € ]—%,%[ Aucune des réponses A et B n’est
exacte.
d
P (tanx —x) = (1 +tan2x)— 1 =tan’x donc F,(x) = tanx — x.
‘ Q16 : Réponse C
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x tan™1 x
T on+1

x tan™1¢
17. F,,o(x)+F,(x) :J tan" (1 +tan’t) dt :[
0 S—— n+ 1
S

u’

0
un

‘ Q17 : Réponse C

18. Calcul immédiat compte tenu des 2 questions précédentes.

‘ Q18 : Réponse B I

19. Puisque 0 < tant < 1 pour tout ¢ € [0, %] on aura tan"*!t < tan”t puis J,,; <J, pour tout n, donc la
suite (J,,) est décroissante.
Etant minorée par 0, elle est donc convergente.

‘ Q19 : Réponse B I

20. D’apres la relation de Chasles, J,, = f (tant)" dt + f ! (tant)"dt.
0 a

a a

(tant)"dt < j (tana)”dt = a(tana)”.

Pour t €[0,4], (tant)" < (tana)” donc J
0

0
P x "<t done [ (tantydis [ ar= T
ourte[a,z], (tant)” <1 donc (tant)"dt < t_Z_a'

a a
En rassemblant tous ces résultats, on obtient J, < a(tana)” + § —a : c’est la réponse B.

T

1
Mais il y a un PIEGE ! En effet, puisque pour tout ¢ € [0, %], (tant)" <1 ,onaaussiJ, < J dt =

TC
. <Z+ﬂ,

w13

donc la réponse D, bien qu’inutile, est aussi exacte.

‘ Q20 : Réponses B,D I

21. Quand n — +co, puisque 0 < tana< 1, on a lim (tana)” = 0 et il résulte de I'inégalité précédente

n—+oo

T . . . -
que lim J, < — —a. Cela étant vrai pour tout a € [O, %[, onen tire lim J, <0 dou lim J,=0.
n—+o0 4 n—s+co n—+o0

‘ Q21 : Réponse C I

22. Pour tout n€ NN :

! n 2 1 n+1 T 1
]n+]n+2: . (tant) (1+tar1 t)dt: n+1tan tO _n+1
Donc
Jone2 = 1 oy = 1 ( 1 ] )_ 1 1 +( 1 J )
271+2_2n+1 2n_2n+1 -1 2n-2 T on+1 2n-1 m_3 2n—4
ete...jusqua J,=1-Jg=1- %

1 1

Ainsi : ]271+2 = m—m-}-...

+(=1)" (1 - 2) En multipliant cette relation par (-1)", on obtient

la réponse D.

‘ Q22 : Réponse D I

. . (1. . 1 -1)" , .
23. Puisque lim J,,,, =0, on en déduit que lim [1-—+...+ ) =T Cestla réponse D.
n—+co n—+oo 3 2n+1 4

Mais la réponse D est aussi exacte, puisqu’il s’agit de la méme suite au rang précédent!
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‘ Q23 : Réponses C,D I

|PARTIE IV

—_
=
—_

n—1 1— 1—
24, Zwi =Y wPk= (wP )k . Il s’agit de la somme des n premiers termes d'une suite géométrique de
k=0

k

=

Il

(=}
Il
[=}

k
1 (wP)"

raison w” et de premier terme 1, donc cette somme est égale a n si w? =1 et a BT sinon.
- W

Remarque : cette derniére expression vaut 0 puisque w" =1

‘ Q24 : Réponses B,C

k
k=0 k=0

correspondant a k = n).
2im im ¢ Zim in T\ in N T\ TC
Or l+w=1+en =en (e noten ) = 2cos(—)en dou (1+w)" = 2”cos”(—)e”‘ = —2"cos”(—) donc
n n n

n—1 n—1
25. Z(n)wk = Z(:)wk =(1+w)"-w"=(1+w)"-1 d’apres la formule du binéme (il manque le terme

finalement :
‘Q25:RéponseDI
n-1 n-1 . nilk n-1 (n—1)n nilk p\1-1 / .
— _ = — - — nf n o Gim
26. wk—]_[w—wkl.Oer— > donc wk=! —(w) avec w”* = e™ = -1 donc
k=1 k=1 k=1
n—1
wy = (=1)"!
k=1

‘ Q26 : Réponse B

27. Résultats immédiats par la formule du binéme.

‘ Q27 : Réponses B,C I

28. A. B. Puisque j? =] on a d’aprés la formule du binéme
n n
2\n _ N\ ~k
1+ =1+))" = I;(k)]

donc aucune des réponses A et B n’est exacte.

C.D. En combinant les calculs précédents :
n n n n
_ ko, Tk _ Gk, 2k
Zn_;(k)(l+] +j )_k_o(k)(1+] +J )

donc aucune des réponses C et D n’est exacte.

‘ Q28 : Réponse E (aucune réponse exacte) I

n
29. Dans la formule ci-dessus, on découpe la somme Z en trois parties, selon la congruence de k modulo
k=0
3.
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— Pour k=0 (mod 3), on pose k =3p avec p entier positif tel que 3p < soit p < E(g) ;

-1
— Pour k=1 (mod 3), on pose k =3p+1 avec p entier positif tel que 3p+1 < soit p < E(n 3 );

. s : -2
— Pour k=2 (mod 3), on pose k =3p +2 avec p entier positif tel que 3p+2 < soit p < E(n )

3
On obtient donc

n n

_ ko, 22k

Z”_Z(k)(l+] +7 )

k=0
E(v3) E((n-1)/3) E((n-2)5)

— 1 3p 1 :3p+1 6p+2 1 3p+2 :6p+4
Z( ) T +] + P (3 +1) i J + pZ, 3p+2( i *J )

d’ou :

‘ Q29 : Réponse D I

30. On continue le calcul, en utilisant j> = 1, donc j37 = j% =1, 1+ 3P+ 4+ P2 = 1 4+j+j2 =0 et
1473424 j0p+4 =1 424 j4*=1+j2+j=0 dou finalement

‘ Q30 : Réponse A I

31. Puisque 1+ j° est le conjuguéde 1+j,0na
(L+j)" +(1+]%)" = 2Fe (1+))")
donc aucune des réponses A et B n’est exacte.

Puis: (1+j)"= (l +e2iTn)n = (e%ﬂ (e%ﬂ +eiTn))n = (2cos(%))neiﬂ : c’est la réponse C.

)

1 . . inm . . .
De plus, cos(%) =5 donc, plus simplement, (1 +j)" = e 3 : on aurait pu d’ailleurs directement

utiliser la relation 1+ = e% letla réponse D est exacte puisque (1+j2)" est le conjugué de (1 +j)".

‘ Q31 : Réponses C,D I

32. A. B. D’apres ce qui précede :

(1+)"+(1+%)" —eF e :2cos(—n)

donc aucune des réponses A et B n’est exacte.

C.D. Onadonc: o
n, 3

. . nTt
3 Z( ) Zp=2"+ (L4 )" +(1+2) :2”+2cos(?)

ce qui correspond a la réponse C.

‘ Q32 : Réponse C I

|PARTIE V
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1 1 1
33. Le déterminant du systeme est |1 j j2|=3(j>—j) = —-3iV3, donc est non nul, et le systéme est de
Lj2

Cramer. Donc :

‘ Q33 : Réponse B I

34. En additionnant les trois lignes du systéme, puisque 1+j+j2 = 0, on obtient directement 3x = a+b+c;
puis en multipliant la deuxiéme ligne par j et la troisieme par j2, on obtient 3z = a+bj +cj? ; enfin,
en multipliant la deuxiéme ligne par j? et la troisiéme par j, on trouve 3y = a+bj% +cj.

‘ Q34 : Réponse C I

35. Supposons que le systéme admette une solution (x,7,z) € R?. On utilise les formules démontrées a
la question précédente.

On a alors nécessairement x + vy + z réel, donc a réel.

On en déduit que b+ c et bj +cj? doivent étre réels. b+ c réel implique $m (b) = —¥m (c), donc il
existe o, B,y réels tels que b=a+iy et c=p—-1y.

Mais alors bj +cj? = aj + pj2 +iy(j — j2) = aj + pj> — yV3 est réel si et seulement si aj + pj> 'est, donc
s'il existe d réel tel que aj +pj2 =0 =-3(j +j?). La famille { jj 2} étant linéairement indépendante
dans le R-espace vectoriel C, cela implique a =p soit b=°C.

On obtient donc les conditions de la réponse B ; la réciproque est immédiate.

‘ Q35 : Réponse B I

36. Puisque c = b, bj2 +cj = bj2+bj? = 2Fe (bj?) et bj+cj? = bj + bj = 2Fe(bj) donc les formules de la
question 34.C donnent la réponse A.

‘ Q36 : Réponse A
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