CHAP. IX - FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VAR. REELLE (RESUME)

FONCTIONS VECTORIELLES
D’UNE VARIABLE REELLE

On considere ici des applications définies sur un intervalle I C R, d’intérieur non vide, et a valeurs dans
un espace vectoriel normé E.

I. Définitions

I.1. Dérivée en un point

Soit f une application de I dans E, et ty € I.

On dit que f est dérivableen fy si  lim .
t—tg t —tp
t#tg

o d o
Dans ce cas, cette limite se note f'(ty) ou Tjt[ (to) et s’appelle le vecteur dérivé de f en ty.

(f(t) - f(to)) existe.

Remarques

1. Ainsi, dire que f est dérivable en t( s'écrit :

L

J0e€E Vex>0, dJa>0telqueVtel, t+1et |t—t0<oc:Ht o
—to

(76~ 5(t)) ] <

J0EE Ye>0,3a>0telqueVtel, t#tyet |t —ty| <a=|f(t)— fto) — (t—to) - £]| < |t — to]

ou encore : .
3¢ € E tel que f(t) v flto)+ (t—tg) -+ d(t—tg).
0

Cette derniére expression s’appelle un développement limité de f au voisinage de fg.

De la méme fagon que pour les fonctions a valeurs réelles, 7(

t —tg) désigne une fonction a valeurs
dans E de la forme (t — to)?(t) oll thntl ?(t) = 0.
—to

1
2. Enposant h = t — t, on peut écrire aussi (sous réserve d’existence) : f'(to) = ;llin}) N (f(to+h)—f(to)),
—

h#0
et le développement limité de f au voisinage de ty peut sécrire: f(ty+h) (to) +h- f'(to) + i (h).

Soit f une application de I dans E, et ty € I.

o)

— On dit que f est dérivable a droite en ty si lim
t—ty t — fp
t>ty

limite se note f)(ty), et se nomme le vecteur dérivé a droite de f en t.

- (f(t) — f(to)) existe. Dans ce cas, cette

— On dit que f est dérivable a gauche en # si lim .
t—ty t — tp
t<tpy

limite se note fé(to), et se nomme le vecteur dérivé a gauche de f en ty.

(f(t) — f(to)) existe. Dans ce cas, cette

Prop 1:

Soit f une application de I dans E, et ty € I.

Pour que f soit dérivable en fg, il faut et il suffit qu’elle soit dérivable a droite et a gauche en ce
point, et que f(to) = f;(to) (et, dans ce cas, f'(to) = fe(to) = fi(to))-
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CHAP. IX - FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VAR. REELLE (RESUME)

Si f est dérivable (resp. dérivable a gauche, resp. dérivable a droite) en fg, alors f est continue (resp.
continue a gauche, resp. continue a droite) en t.

! Rem : La réciproque de cette propriété est FAUSSE!
I1 existe des fonctions continues et non dérivables (on peut méme construire des applications continues
partout, mais dérivables nulle part!).
R — R
x o— x|
f est évidemment continue sur R (elle est lipschitzienne de rapport 1), mais elle n’est pas dérivable en 0
(car fé(O) = —1let f;(0) =1).

11 suffit par exemple de considérer I’application f :

1.2. Cas de la dimension finie

‘Théoreme 1:

On suppose E de dimension finie, rapporté a une base (ey,...,ex).
Soit f une application de I dans E. Pour tout ¢ € I, on peut écrire :

£ = X filt)e,

ot les f;: I — K sont les applications coordonnées de f.

Alors, f est dérivable en tj si et seulement si, pour tout i € [1;n], f; est dérivable en ¢y, et on a
alors :

Fl(t0) = ¥ filto)er

Exemples

1. Une fonction f : I — C est dérivable en ty € I si et seulement si les fonctions Re (f) et Zm (f) le
sont, et on a alors f'(tg) = (Re (f))'(to) +i(Zm (f)) (o).
I — Mp,(K)

2. Une application f : t — A(t)= (ﬂz‘ j(t)) est dérivable en ¢ si et seulement si pour tout

1<igp
1<j<q

(i,7) € [1;p] < [1;4] les fonctions coefficients t ~— a;;(t) le sont, et dans ce cas la matrice A’(t) est
la matrice dont les coefficients sont les a; ]-(to) .

1.3. Dérivabilité sur un intervalle

Une application f: I — E est dite dérivable sur I si pour tout ty € I, f est dérivable en fy.

I — E
to— f(t)

L'ensemble des applications dérivables sur I a valeurs dans E sera noté (I, E).

Une application f : I — E est dite de classe €' sur I si f est dérivable sur I et si f’ est en plus
continue sur I.

Si tel est le cas, on peut définir I'application dérivée de f : f: {

On notera ¢*(I,E) I'ensemble des applications de classe ¢ sur I a valeurs dans E.
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CHAP. IX - FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VAR. REELLE (RESUME)

II. Opérations sur les dérivées

Soient f et ¢ deux applications de I dans E, dérivables en fg.
Alors l'application f + ¢ est dérivable en ty, et (f +¢) (to) = f'(to) + &' (to)-

Soit f une application de I dans E, et A une application de I dans K, dérivables en ty.
Alors 'application A.f est dérivable en t( et (A.f)'(tg) = A'(tg)-f(to) + Ato)-f'(to).-
En particulier, si « € K est constant, af est dérivable en ty et (af)’(to) = af’(to).

Corollaire 4.1:

L’ensemble Z(I,E) est un sous-espace vectoriel de ¢°(I,E), et 'application f + f’ est linéaire de
2(1,E) dans A(LE).

Théoréme 2:

Soient E, F deux espaces vectoriels normés, f une application d’un intervalle I de R a valeurs dans
E, et L une application linéaire continue de E dans F.

Si f est dérivable en ty, Lo f l'estaussiet: (Lo f)(ty) = L[f'(to)]

Exemple

Soit t — A(t) une application dérivable de I dans M, (K).

Alors I'application ¢ — AT(t) est dérivable et: Vt € I, (AT)'(t
(on applique le théoreme précédent avec L: M,(K) —

= (AN ().

( ) qui est linéaire sur un espace
e . A — A
vectoriel de dimension finie donc continue).

(Théoreme 3:

Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, et B : E x F — G une application bilinéaire continue.
Soient f: I — E et g: I — F deux applications dérivables en ty € I.

I — G

t — B(f(t),8(t)
= B(f'(to), g(to)) + B(f(to), g (t0))-

est dérivable en t; et

Alors l'application ¢ : {

¢ (to)

Applications :

1. Soient t — M(t) et t — N(t) deux applications dérivables de I dans M, (K).
Alors l'application t — M(t)N(t) est dérivable sur I et:

Vtel, (MN)(t) = M (t)N(t)+ M(t)N'(t).

(En effet, I'application B: M, (K)*> — M,(KK) est bilinéaire (propriétés des lois dans M, (KK)),
(M,N) —s MN
et continue car M, (K) est de dimension finie.)

2. Soit E un espace préhilbertien réel, muni d’un produit scalaire (x,y) € E? — (x|y) € R.
Ce produit scalaire est une forme bilinéaire continue, car, ¥V (x,y) € E2, |(x|y)| < ||x|| ||ly|| d’apres
l'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. la caractérisation de la continuité d’une application bilinéaire dans
le chapitre précédent).
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CHAP. IX - FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VAR. REELLE (RESUME)

Dong, si f et ¢ sont deux applications définies sur I, a valeurs dans E et dérivables, alors 'applica-
tion :

I — R - , _ b ,
(Pi{t () (1) est dérivable, et l'ona: (f|g) —<f|g>+<f|g>

On en déduit ensuite que, si f : I — E est dérivable en ty et si f(tg) # 0, I'application t — || f(t)]|
(f(to) [ f'(t0))
I1f (to)

3. Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 ; I'application (x,y) € E2 — x Ay € E est
continue, puisqu’il s’agit d"une application bilinéaire sur un espace vectoriel de dimension finie.

est dérivable en tg, et || f||' (to) =

Dong, si f et g sont deux applications définies sur I, a valeurs dans E et dérivables, alors I'applica-
tion :

Qb R t dérivable, et Vona: (fAg) = f/ Ag+ fAg
A PN £(1) A g(t) est dérivable, etl'ona: (fAg)' =f Ag+fAg.

En adaptant légerement la démonstration, le théoreme précédent est facilement généralisable :

‘Théoreme 4:

Soient Ej,...,E, et F des espaces vectoriels normés, et M: Ey X E x - -+ X E, — F une
application n-linéaire continue.
Pour i € [1;n], soient f; : I — E; n applications dérivables sur I.

I — F

t — M(A), f2(),..., fu(t))

Alors l'application ¢ : { est dérivable sur I , et, pour tout

tel:

M=

¢'(t) = ¥ M(fi(t), ..., fica(t), f1 (), fixa(t), .-, fu(t)) .

i=1

Applications :

1. Si f,..., fu sont n applications dérivables sur I et a valeurs dans K, leur produit g : t — f1(t) f2(¢) - -
est dérivable sur I et

viel g(t)=fifa(t) - fu) + A LB SE) - fult) + -+ ABf2(8) - faa () f(8).

2. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n et si % est une base de E, l'application
(x1,...,%n) — detg(xq,...,x,) est n-linéaire, donc continue (car E est de dimension finie).

I — Mu(K)

t— A(F)

de la matrice A(t), alors les applications t ~— C;(t) sont dérivables sur I (car leurs fonctions

coordonnées le sont). Par suite, 'application ¢ : f — det(A(t)) est dérivable sur I et:

Soit A : une application dérivable sur I.Sionnote Cy(t),...,Cy(t) les colonnes

¢ (t) = idet (Cr(t), ..., Ciza (), Ci(t), Ciga(t), ..., Cul(t)).

Exercice d’application

x 1 0
’é—? x 1

Pour tout réel x, on pose : Dy(x) = ’é—? ’é—? x
: 1

Montrer que Dy, est une fonction dérivable et calculer D} (x). En déduire 'expression de Dy (x).
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CHAP. IX - FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VAR. REELLE (RESUME)

Théoreme 5: Fonction composée

Soit p: I — J et f: ] — E, ot I et | sont des intervalles de R et E un espace vectoriel normé.

Soit ty € I. Si ¢ est dérivable en t etsi f est dérivable en ¢(fp), alors f o ¢ est dérivable en fy et

(f o @)'(to) = ¢'(to)-f'[p(t0)]

III. Dérivées successives

Soit f une application de I dans E. On peut définir par récurrence, si elles existent, les
dérivées successives de f de la fagon suivante :

e on pose f(0) = f (dérivée d’ordre zéro)

e pour k € N*, on dira que f est k fois dérivable sur I si f(k~1) est dérivable sur I et on pose
alors f) = (fk=1)" (dérivée d’ordre k).
On notera 2" (1, E) l'ensemble des applications # fois dérivables sur I a valeurs dans E.

On dira que f est de classe €" sur I si f est n fois dérivable sur I etsi f (1) est continue sur I ; on
note ¢" (1, E) I'ensemble des applications de classe ¢" sur I a valeurs dans E.

Enfin on dira que f est de classe €% sur I si elle est de classe " pour tout n € IN, et on notera
% (I, E) I'ensemble des applications de classe ¥ sur I a valeurs dans E.

9"(LLE), €"(1,E) et €°(I,E) sont des sous-espaces vectoriels de <7 (I, E).
Si f,g€ P"(ILE) etsi A,p € K,ona: (Af +ug)™ = Af) 4 uo(m,

On suppose E de dimension finie, rapporté a une base (ey,...,e,).

n
Soit f une application de I dans E. Pour tout t € I, on peut écrire f(t) = Y. fi(t)e;. otles fi: [ - K
i=1

sont les applications coordonnées de f.
Alors, f est k-fois dérivable [respectivement de classe %k] sur I si et seulement si, pour
tout i € [1;n], f; est k fois dérivable [respectivement de classe ¢k ] sur I, et on a alors :

vie L0 = v £O(1)e.
i=1

(Théoreme 6: Formule de Leibniz

Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, et B: E X F — G une application bilinéaire continue.
Soient f: [ — E et g: I — F deux applications n fois dérivables [resp. de classe €"]sur I .

I — G
t — B(f(t),8(t))

Alors l'application ¢ : { est n fois dérivable [resp. de classe €"] sur I, et

ona:

Corollaire 6.1:

2" (I, K) et ¢"(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de o7 (I,KK), stables pour la multiplication
interne.
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Corollaire 6.2:

Soit ¢: I — J et f: ] — E, ou1 I et | sont des intervalles de R et E un espace vectoriel normé.
Sipe€"(I,])et fee(],E), alors fop e €"(LE)

IV. Rappels indispensables du cours de Sup

On vient ici d’étudier la dérivabilité d’applications définies sur un intervalle I de R, a valeurs dans un espace
vectoriel normé quelconque.

Dans le cas d’applications définies sur un intervalle I de IR, a valeurs dans R (une telle application s’appelle
une fonction numérique de la variable réelle), il y a des résultats supplémentaires, vus en lére année, mais
qu’il est important de rappeler.

IV.1. Théoreme des accroissements finis et applications

Théoréme 7:

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I a valeurs réelles, et admettant en un point
a intérieur 4 I un extrémum local.
Si f est dérivable en 4, alors f'(a) = 0.

i Rem : Le fait que a est un point intérieur a I est indispensable!! Par exemple, la fonction f :

admet un minimum en 0 et un maximum en 1, mais sa dérivée ne s’annule jamais!

Théoréme 8: de Rolle

Soit f une fonction continue sur l'intervalle fermé [a;b] (a < b), dérivable sur l'intervalle ouvert
la;b[, a valeurs réelles, telle que f(a) = f(b).

Alors, il existe ¢ € |a;b] tel que f'(c) = 0.

Théoréme 9: des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur l'intervalle fermé [a;b] (a < b) et dérivable sur l'intervalle ouvert
la;b[, a valeurs réelles .
Alors, il existe ¢ appartenant a |a;b[ tel que : f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Interprétation géométrique :

Le théoréme des accroissements finis peut se traduire géométriquement par :

si f est une fonction numérique continue sur [a;b] et dérivable sur |a; b, il existe (au moins) un point du
graphe de f ou la tangente est parallele a la corde qui joint les points A de coordonnées (a, f(a)) et B de

coordonnées (b, f(b)).
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CHAP. IX - FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VAR. REELLE (RESUME)

f Rem : Le théoreme des accroissements finis ne se généralise pas aux fonctions a valeurs dans un R-espace
vectoriel de dimension > 2!

Par exemple, I'application f: R — C vérifie f(0) = f(271), mais il n'existe pas de c tel que

10) =0, t— e

(Théoreme 10: Prolongement de la dérivée

Soit f une fonction numérique continue sur l'intervalle fermé [a;b] (a < b), dérivable sur l'intervalle
|a;b], a valeurs réelles.
On suppose que lim f'(x) = ¢ existe.
x—at
Alors f est dérivable a droite en a et f(a) = £.

Rem : on a bien stir un résultat similaire pour la dérivée a gauche.

Remarques

1. Avec les mémes notations, sil’ona lim f'(x) = 4oc0, la méme démonstration permet de conclure que :

x—at
i [0 = f@
x—at X4
y admet une tangente paralléle a Oy.

= *oo, donc dans ce cas f n’est pas dérivable a droite en a et sa courbe représentative

2. Si I'on suppose de plus f de classe €1 sur ]a;b], ce théoréme montre en plus que f’ est continue en
a® (puisque f}(a) = lim f'(x)), donc f est de classe € sur [a;b].
X—a

Le théoréme s’appelle alors théoréme de prolongement des fonctions de classe €.

Exemples

11 :
~— 5 sixe -7, 7]\ {0}

0 six=0

1. Montrer que la fonction f: x — est de classe ¢ sur [—%, Z].

0 six=0
successives en 0.

-5
2. Soit f:x +— {e st #0 Montrer que f est de classe € sur R et calculer ses dérivées

‘Théoreme 11: variations d’une fonction

Soit f une fonction a valeurs réelles continue sur un intervalle I quelconque de R, et dérivable en

o
tout point de I.
Pour que f soit cr01ssante [resp. décroissante] sur I, il faut et il suffit que sa dérivée soit pos1t1ve

[resp. négative] sur I et, pour que f soit constante, il faut et il suffit que sa dérivée soit nulle sur I.

Si, dans la démonstration qui précede, on suppose f'(t) > 0 sur I, on obtient f(b) > f(a); on peut donc
énoncer :

Soit f une fonction a valeurs réelles continue sur un intervalle I quelconque de R, et dérivable en

o
tout point de I.
Pour que f soit strictement croissante [respectivement strictement décroissante] sur I, il suffit que

f'(x) > 0 pour tout x € I [respectivement f'(x) < 0 pour tout x € I].

f Rem : On notera que cette condition suffisante n’est pas nécessaire !
Par exemple, la fonction x — x3 de R dans R est strictement croissante, bien que sa dérivée s’annule!

On a cependant le résultat suivant :
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(Théoreme 12:

Soit f une fonction a valeurs réelles continue sur un intervalle I quelconque de R, et dérivable en

o
tout point de I.
Pour que f soit strictement croissante [respectivement strictement décroissante] sur I, il faut

o
et il suffit que sa dérivée soit positive [respectivement négative] sur I et que l’ensemble

7 = {x el ‘ fl(x) = O} des zéros de f’ soit d’intérieur vide.

Exemple

La fonction x — x + sinx est strictement croissante sur R.

Soit f: I — ] une bijection continue de I sur J.
Si f est dérivable en xq € I etsi f/(xp) #0, alors f~! est dérivable en yy = f(xo) etona:

11
~ f'(x0)  frof71(wo)

(f_l)/(yo)

Théoréme 13:

Soit k € IN* U {co}. Soit f une application de classe ¥* d’un intervalle I sur l'intervalle | = f(I),
telle que f' ne s’annule pas sur I.

Alors f est bijective de I sur | et f~! est de classe €* sur J.

Théoréme 14: Formule de Taylor-Young

Soit f: I — K, de classe ¢" (n € IN) sur I. Alors, pour tous a,x € I :

W (—a)f s
f@) =), g fP@+o((x-a)")

k=0

La formule de Taylor-Young donne donc I'existence d'un développement limité d’ordre n en a lorsque f
est de classe €.

Les développements limités des fonctions usuelles sont rappelés en Annexe, ils doivent étre parfaitement
sus.

é Rem : Une fonction peut admettre un développement limité d’ordre # en un point a sans y étre n fois dérivable
(pour n > 2 bien sfir).

R — R
Exemple : Soit f : x3sin (1> six#0

X x

0 six=20

Alors f admet en 0 le développement limité d’ordre 2 : f(x) = o(x?).
Cependant, pour x # 0, f'(x) = 3x?sin (%) — X cos (%) et f/(0) = 0 (par le théoreme de prolongement de
fx) -0
0

o n’a pas de limite quand x tend vers 0, c’est-a-dire que f n’est pas

la dérivée), donc le rapport
deux fois dérivable en 0.
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2

(Théoreme 15: Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f: [a;b] — K, de classe "' (n € N) sur [a;b]. Alors :

b—a)nt!
NCE

n —a k
‘f(b) S f(")(a)‘ Ml
k=0 :

A N

(ot Hf(”“)HOO = sup{’f("“)(x) , X E [a;b]}).

Corollaire 15.3:

Soit f: I — K, de classe ¢"*1 (n € N) sur I. Alors, pour tous a,x €[ :

" (x—a)
=)

k=0

k

)+ O(( a)n+1).

n+1

Rappelons que la notation O ((x —a)""!) désigne une fonction de la forme (x —a)"*!¢(x) ott ¢ est définie

et bornée au voisinage de a.

IV.2. Fonctions convexes

Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide. Une fonction numérique f: I — R est dite convexe
si:
V(xy) €15, VAE[0;1], f(Ax+ (1= A)y) <Af(x) + (1= A)f(y).

Interprétation géométrique :
Dire que f est convexe équivaut a dire que le graphe de sa restriction a un sous-intervalle quelconque [x; y]
de I est situé au-dessous de la corde joignant les points de coordonnées (x, f(x)) et (y, f(y)).

A

x Ax+(1—A)y y

On peut remarquer que f est convexe sur I si et seulement si son épigraphe est une partie convexe de R?
(notion définie dans le chapitre sur les espaces vectoriels normés).

On remarque sur la figure que

pente((AM)) < pente((AB)) < pente((MB)).
Cela est justifié dans le lemme suivant.
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Lemme: inégalité des 3 pentes
Soit f une fonction convexe sur I ; soient x,y € I avec x <y, et z € |x;y[. Alors on a les inégalités :

fE-fx) _fy=fx) ,, fW=f&) _fl)-fz)

zZ—x y—x y—x y—z

Réciproquement, si I'une ou 'autre de ces inégalités est vérifiée pour tout [x;y] C I et tout z € |x;y[, alors f
est convexe sur I.

Théoréme 16:

Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle ouvert I.
Pour que f soit convexe sur [ il faut et il suffit que sa fonction dérivée f’ soit croissante sur I

Rem: En reprenant la figure ci-dessus, on a montré au passage (lere partie de la démonstration) que la
pente de la tangente en A est inférieure a celle de la droite (AB), elle-méme inférieure a celle de
la tangente en B.

Corollaire 16.4:

Pour qu'une fonction numérique f, définie sur un intervalle ouvert I et deux fois dérivable sur I,
soit convexe, il faut et il suffit que pour tout x € I, f(x) > 0.

Nouvelle interprétation géométrique de la convexité

Théoréme 17:

Pour qu'une fonction numérique f dérivable sur un intervalle ouvert I soit convexe, il faut et il
suffit que son graphe soit tout entier situé au-dessus de ses tangentes.

Application a ’obtention de certaines inégalités :

L’étude de la convexité de certaines fonctions permet d’obtenir facilement des inégalités célébres :

1. Vx> -1, Inx <x—1.
2. VxeR, e*>x—1.

3. Vxe [0;5], Ex<sinx<x.
T

Ci-dessous, l'interprétation géométrique de la 3eme inégalité :

7
A y - .
Vd =
LY
‘/
‘/
, s
1 L7y =sinx
V4 7’
./‘ z e
./ 7, .
K4 s
Rg e -
R/ -
B/ -, <
p
e 2x
-, y = —
e T

A\
v

Ju

Pour terminer, donnons la définition suivante :

> Une fonction numérique f définie sur un intervalle I est dite concave si la fonction —f est convexe.

Cela équivaut a dire que :
- V(xy) € B VA€ [0:1], f(Ax+ (1-A)y) 2 Af() + (1- A)f(y).
— Pour f dérivable, f’ est décroissante (et f”” <0 pour f deux fois dérivable).
— le graphe de f est situé au-dessus de ses cordes et en-dessous de ses tangentes (pour f dérivable).
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CHAP. IX - FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VAR. REELLE (RESUME)

Annexe : développements limités usuels (au voisinage de 0

sin(x) = x - x + o + (-1)" 2 + 023
31 5 2n+1)!
2o ox n X" 242
cos(x) = 1- 4+ 5 =+ (D) @i T O(x2"+2)
x3 2x° 7
t = - -
an(x) xt 3+ 5t O(x")
1 x 2 5
cot(x) = - -3 - F+0K)
x3 X0 , X2l nia
arctan(x) = ¥ = = 4 F = (C)' g 0
x2 x3 n—-1% n+1
In(1+x) = X = 5ot + (-1) + O(x™)
x2 x" n+1
e’ = l4g+ 5+ +5 + 0"
x3 x5 x2n+1
h = — — 2n+3
sh(x) e tE et Gy PO
oo X2 2142
ch(x) = 145+t Ty T o
x3 2x°
th = - = il 7
(x) x - >+ 55+ 0)
(1_|_x)v¢ _ 1+£x+wx2+”‘+Di(D(—l)...(D(—n+1)xn+O(XH_H)
1! 21 Y
! = 1 —x4+ 2% — -+ (=) + 0"
1+x
x  xr X 1.35...(2n—3)
1 = 1 _ — — - — ... -1 n=1-2v---\&" "I . n n+1
+x ty-g g +(-1) TP 2"+ O(x"T)
1 x  3x% 5x° 2135...2n—1) , -~
pr- A Rt R R TR S A T Rt A G

(Les développements limités de x — +1+x et de x —

1
vV14+x

N

ne sont évidemment pas a retenir

par coeur : ils s’obtiennent facilement a partir du développement limité de x — (1 + x)* en prenant

1 1
respectivement & = 5 et a = _5)'
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